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1. BEVEZETES

1.1. Attekintés. Geometriai szélsGérték-probléman egy olyan problé-
méat értiink, melynek célja geometriai objektumok adott csaladjan beliil
az elemek valamely geometriai jellemzGje szélsGértékeinek meghatéro-
zasa. Jelen dolgozat célja a jelolt ezen teriileten az elmilt években elért
eredményeinek részleges ismertetése. A dolgozatban hat cikk anyagat
mutatjuk be, melyeket hat fejezetre bontva targyalunk az alabbi for-
maban.

Az els6 fejezet témaja egy konvex test pozitiv homotetikus képei-
nek egy specialis tulajdonsagu csaladjaira, igynevezett nemszepardlha-
to csaladjaira vonatkozo sejtés, melyet Goodman és Goodman tett egy
1945-6s cikkében [14]. Bezdek Kérollyal kéz6s munkank [4] eredmé-
nyeként megmutatjuk, hogy a sejtés nem igaz teljes altalanossagban,
azaz minden nemszeparalhato csaladra, de tobb feltétel adhato, melyek
barmelyikének teljesiilése esetén a sejtés igaz.

A maésodik fejezetben 3-dimenzids konvex paralleloédereket, azaz
olyan konvex poliédereket vizsgalunk, melyek eltoltjai atfedés nélkiil
és hézagmentesen kitoltik a teret. Ezen poliéder-csalad tagjai kozt
tudhat tobb igen ismert poliédert; elemei kozt szerepel pl. a kocka, a
szabalyos rombikus dodekaéder és a szabélyos csonkolt oktaéder, ahol
a két utobbi poliéder rendre a lapcentralt kobds, valamint a tércent-
ralt kobos kockaracs Voronoi celldja. A geometridban ismert szerepiik
ellenére a szakirodalomban lényegében nem szerepel (Hales hires bi-
zonyitasatol eltekintve, melyben belatta a Kepler sejtést) paralleloé-
derekre vonatkozo geometriai szélsGérték-probléma megoldasa. A [21]
cikkben végzett munkat ismertetve ebben a fejezetben bemutatjuk egy
3-dimenzids paralleloéderekre vonatkoz6 geometriai szélsGérték-feladat
megoldasat, és ismertetjiik ennek kapcsolatat Lord Kelvin minimélis
felszind térbeli mozaikokra vonatkozo 1887-es sejtésével [17].

A harmadik, negyedik és 6todik fejezet konvex testek egyensilyi
pontjaival foglalkozik. Ezen fogalom, mely mar Arkhimédesz kutata-
sanak is targya volt [15], az 6kor 6ta fontos szerepet jatszik mind alkal-
mazott, mint elméleti tudoményokban. Konvex testek stulypontjanak
vizsgalata a modern elméleti matematikiban Conway és Guy [6, 13],
valamint és Shephard [31] monostabil poliéderekre vonatkozd kérdése-
ivel kezd6dott az 1960-as évek mésodik felében. Az altaluk felvetett
egyik probléma azt kérdezi, hogy mennyi a monostabil poliéderek, azaz
azon konvex poliéderek minimélis lapszama, melyek csak egy lapjukon
allithat6ak meg vizszintes sikon.

A harmadik fejezet témaja ezen probléma egy altalanositasa, mely-
ben azt vizsgaljuk, hogy adott S,U > 1 értékek esetén mennyi azon
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konvex poliéderek minimélis lap-, él- és csticsszama, melyek S stabil
és U instabil egyenstlyi ponttal rendelkeznek, azaz melyek S lapjukon
és U cstucsukban éllithatéak meg vizszintes stkon. A fejezetben Domo-
kos Géborral, Kovacs Floriannal, Regés Krisztinaval és Varga Péterrel
kozos eredményeket [9] mutatunk be. Latni fogjuk, hogy ezen prob-
léma vizsgalata természetes modon elvezet minket Koebe poliéderek
centralasanak probléméjahoz, azaz azon kérdéshez, hogy konvex poli-
éderek milyen kombinatorikus osztalyai reprezentalhatoak olyan, adott
gbémbot éleiben érinté konvex poliéderrel, melynek stilypontja éppen a
gomb kézéppontja. Az erre vonatkozd, [20] cikkben megjelent eredmé-
nyeket a negyedik fejezetben ismertetjiik. Az 6t6dik fejezet monostabil
poliéderek tulajdonsagaival foglalkozik, és valaszt ad Conway és Guy
fent mar emlitett, [6] cikkben szerepls harom kérdése koziil kettdre.
A megoldashoz vezet6 modszert alkalmazzuk egy harmadik fejezetben
felvetett probléma megkozelitésére is.

Rogers és Shephard az 1950-es évek végén kezdett foglalkozni konvex
testekhez rendelt kiilénb6z6 konvex testek térfogatainak vizsgalataval.
A témaban harom, ma klasszikusnak szamito cikket irtak |26, 27, 28];
az ezekben szerepl6 eredményeknek még az utobbi években is szamos
altalanositasa és variansa sziiletett. A hatodik fejezetben egy [28] cikk-
ben megoldott problémanak normalt terekre vonatkoz6 valtozataval
foglalkozunk, és ismertetjiik a [19] cikk f6 eredményeit.

1.2. Jelslések és alapfogalmak. A dolgozatban R? jeloli a d-dimen-
zi6s euklideszi teret, melyet egy d-dimenziés valos vektortérnek tekin-
tiink, ellatva egy pozitiv definit (-,-) : R? x RY — R belsé szorzassal.
A bels6 szorzas altal indukalt euklideszi normat ||| jeloli, mig az R?
vektortér nullvektorat o, melyet origonak hivunk. Az origo kézépponti
zdrt egységgombre a B?, mig ennek hatarara az S?! jelslést alkalmaz-
zuk.

Ha A, B C R nemiires halmazok, akkor A és B Minkowski dsszege
vagy vektordsszege

A+B={a+b:a€ Abe B},
mig tetszbleges A € R esetén
M ={)a:a€ A}.

Tetsz6leges nemiires S C R? és x € R? esetén az {x} + S halmazt S
x vektorral vett eltoltjdnak nevezziik, és az egyszertiség kedvéért = + 5
modon jelsljiik. Altalanosabban, ha A > 0, akkor az z + \S halmazt
S egy A\ ardnyu pozitiv homotetikus képének hivjuk. A tér lineéris
altereinek egy R%beli vektorral vett eltoltjait affin altereknek nevezziik.
Az 1, 2, illetve (d — 1)-dimenzi6s affin alterek neve rendre egyenesek,
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stkok és hipersikok. A nemdegeneralt linearis transzforméaciok és az
eltolasok kompozicioit affin transzformdcioknak nevezziik, egy halmaz
affin transzformécioval kapott képét pedig roviden a halmaz egy affin
képének hivjuk.

Ha p,q € R?, akkor a p, ¢ végpontu zdrt szakasz

[p,q] ={(1 —t)p+tqg:te0,1]}.

Egy halmaz konvex, ha barmely két pontjat 6sszekots zart szakaszt tar-
talmazza. Egy nemiires halmaz konver burka az 6t tartalmazd konvex
halmazok metszete; ez a halmaz maga is konvex. Az S C R? halmaz
belsejét, hatarat és konvex burkat rendre int(S), bd(S) és conv(S) je-
16li. Egy K C R? halmaz egy konvez test, ha kompakt, konvex és
a belseje nem iires. Egy konvex test minden hatarpontjdhoz talélha-
t0 ezen pontot tartalmazo6 hipersik, mely a test belsejét nem metszi.
Ezen hipersikokat a test tdmaszhipersikjainak nevezziik. Kozismert,
hogy tetszbleges K konvex testre és u € S%! vektorra a testnek pon-
tosan ketts, u-ra meréleges tamaszhipersikja van. Ha K-nak minden p
hatarpontjara pontosan egy p-t tartalmaz6 tdmaszhipersikja van, ak-
kor azt mondjuk, hogy K sima. Ha K hatara nem tartalmaz szakaszt,
akkor azt mondjuk, hogy K szigorian konver.

Ha egy konvex test elGall véges sok pont konvex burkaként, akkor a
testet konvex politépnak, illtve d = 2 és d = 3 esetén rendre konvex sok-
szognek és konvex poliédernek hivjuk. Egy konvex test, specialisan egy
konvex politop lapjar a testnek a tamaszhipersikjaival vett metszetei.
Kozismert, hogy egy konvex politop lapjai, illetve () és maga a politop,
a tartalmazasra nézve egy algebrai halot alkotnak, melyet a politop
laphdlojanak neveziink. Két konvex politép kombinatorikusan ekviva-
lensek, ha laphaloik izomorfak. Némileg kovetkezetleniil (de az iroda-
lomban megszokott modon), konvex poliéderek 0-, 1- és 2-dimenzios
lapjait rendszerint a poliéder csicsainak, éleinek és lapjainak nevez-
ziik.

Egy konvex test térfogatat (Lebesgue mértékét) vol(-) fogja jeldlni.
Steiner egy eredménye szerint tetszéleges K d-dimenzids konvex testre
a vol(K + AB?) térfogat elgall, mint \ egy d-edfoki polinomja:

d

1) vol(K + ABY) = S Vi(K gt~
i=0

ahol 4 ; jeléli B térfogatat. A Vi(K) mennyiséget K i-edik bel-

sd térfogatdnak nevezziik. Erdemes meggondolni, hogy Vo(K) = 1 és

Vi(K) = vol(K) tetszbleges K d-dimenzios konvex test esetén.
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Legyenek K, L kompakt, konvex halmazok R%ben. Ekkor K és L
Hausdorff tavolsdga a

(2)  dg(K,L)=inf{A\>0: K CL+\B%¢ LC K+ \B}

mennyiség. Erdemes megjegyezni, hogy az R%beli kompakt, konvex
halmazok csaladja a Hausdorff-tavolsagra nézve egy teljes metrikus te-
ret alkot.

Végiil, de nem utolsosorban, tetszéleges X C R? halmaz esetén X
poldrisa az

(3) Xe={yeR: (zy) <1}

halmaz. Konnyen lathato, hogy barmely halmaz polarisa egy o-t tar-
talmazo zéart, konvex halmaz, és (X°)° = X pontosan akkor teljesiil,
ha X is rendelkezik ezen tulajdonsagokkal. Ha K egy o-szimmetrikus
konvex test, azaz teljesiti a —K = K feltételt, akkor a

vol(K) vol(K°)

mennyiséget K térfogatszorzatdnak vagy Mahler térfogatinak nevez-
ziik. A Blaschke-Santalé egyenlGtlenség szerint ezen mennyiség az o-
szimmetrikus konvex testek csaladjan beliil a maximumat ellipszoidok
esetén veszi fel. A térfogatszorzat minimuméat nem ismerjiik. A konvex
geometria egyik hires megoldatlan sejtése, az ugynevezett Mahler-sejtés
szerint a fenti mennyiség minimalis pl. az o kozépponti kockék esetén.

2. NEMSZEPARALHATO CSALADOK VIZSGALATA
A fejezet 16 fogalma az alabbi.

2.1. definicié. Legyen d,n > 2. Legyen K C R? eqy konvex test, és
legyen
K= {.TZ—F’EK | Z; GRd7TZ' > O,Z: 1,2,...,77,}

K pozitiv homotetikus képeinek eqy véges csalddja. Azt mondjuk, hogy
K egy nemszeparalhato csalad, vagy NS-csalad, ha tetszdleges H hiper-
stkra, ha H metszi a conv ((JK) halmazt, akkor metszi KC valamelyik
elemét is, azaz nincs olyan hipersik, amely KC elemeinek eqy részét szigo-
rian elvdlasztja a tobbitél. Ha K egy NS-csaldd, jeldlje A\(KC) a legkisebb
pozitiv X szamot, melyre igaz, hogy X (3. ;) K egy eltoltja fedi az |JK
halmazt.

Erdés egy sejtése szerint korlemezek tetszéleges K nemszeparalhato
csaladjara R%-ben
AMK) <1
teljesiil. Ezt a sejtést A.W. Goodman és R.E. Goodman igazolta 1945-
ben [14]. Megjegyezziik, hogy ha K elemei sorozatba rendezhetGek ugy,
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hogy a szomszédos elemek egymast érintik, és a korlemezek kézéppont-
jai egy egyenesen vannak, akkor K korlemezek egy olyan NS-csaladja,
melyre A\(K) =1 (Id. 1. abra), igy az 1 érték Goodman és Goodman
eredményében optimalis. A fenti [14] cikkben a szerzék megfogalmaz-
tak az alabbi sejtést.

1. abra. Példa korlemezek olyan IC NS-csaladjara, melyre A\(K) = 1.

2.2. sejtés (Goodman-Goodman, 1945). Legyen n,d > 2. Ekkor tet-
szbleges K konvew testre R%-ben, és ezen test pozitiv homotetikus képe-
inek tetszdleges

’C:{$i+TiK|$i€Rd7Ti>0,i:1,2,...,n}

NS-csalddjdara a
AK) <1

eqyenldség teljesiil.
Ezen sejtést illetGen az els§ eredményilink az aladbbi.

2.3. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2 ésn > 3 tetszdleges, és
legyen K eqy szimplex R%*-ben. Ekkor létezik olyan K NS-csaldd, mely
K n darab eltoltjat tartalmazza, és melyre

n—1+-=%
V3
_— >

AEK) > |

n
(ld. 2. dbra).

Ha d = 2 és n = 3, az el6z6 tételben szerepld becslés optimalis:

2.4. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Ha K egy K konvez sikidom 3 pozitiv
homotetikus képét tartalmazo NS-csaldd, akkor

2 2
M) < =+ =
()—3 3vV3

Az Altalanos esetre az alabbi becslés adhato.



2. adbra. Egy ellenpélda a Goodman-Goodman sejtésre n = 3 és d = 2

esetén. A fenti K elrendezésre A(K) = 5 + ;2.

2.5. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2. Ha K egy konvex test
Re-ben, és K K pozitiv homotetikus képeinek eqy NS-csalddja, akkor

(4) AK) < d.

A kovetkezs eredmény el6tt idézziik fel, hogy egy S C RY halmaz
o-szimmetrikus, ha —S = §.

2.6. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d,n > 2. Ha K egy o-
szimmetrikus konvex test Re-ben, és K K pozitiv homotetikus képeinek
eqy NS-csalddja, akkor

AMK) < 1.

Utols6 eredményiink el6tt altalanositjuk az NS-csalad fogalmat.

2.7. definicié. Legyen K = {x; + K : 2; € R 7, > 0,0 = 1,2,...,n}
a K R¥%-beli konvex test pozitiv homotetikus képeinek eqy csalddja, és
legyen 0 < k < d—1. Azt mondjuk, hogy IC egy k-athatolhatatlan elren-
dezés, roviden egy k-AH-csalad, ha az RY tér tetszdleges k-dimenzids L
affin alterére, mely metszi a conv (| JK) halmazt, L metszi K egy ele-
mét. Emellett, ha K egy k-AH elrendezés, akkor jeldlje \i(KK) > 0 azt a

legkisebb N\ pozitiv valds szamot, melyre teljesil, hogy X | > 7 | K egy
i=1
eltoltja fedi az |J K halmazt.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 definicioban, ha k < [, akkor egy k-AH
csalad sziikségképpen egy [-AH csalad is, valamint egy (d — 1)-AH-
csalad valojaban egy NS-csalad, és ebben az esetben Ay 1(K) = A(K).
Ahhoz, hogy a Goodman-Goodman sejtés AH-csaladokra vonatkozo
esetének egy erGsebb valtozatat kimondjuk, néhany konvex geometriai
fogalmat idéziink fel.
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2.8. definicié. Legyen L és M két konvex test R%-ben, ahol d > 2. Azt
mondjuk, hogy L M egy 6sszeadandoja, ha létexik olyan N konvex test
R?-ben, melyre

L+ N=M.

2.9. definicié. Legyen L és M két konvex test R%-ben, ahold > 2. Azt
mondjuk, hogy L szabadon gordiil M-ben, ha M minden x hatdrpont-
jdhoz létezik eqy olyan y € RY eltoldsvektor, melyre y+ L beliilrdl érinti
M-et x-ben, azaz

rey+ L CM.

Jol ismert (I1d. [29, Section 3.2|), hogy tetszéleges L, M konvex tes-
tekre R%ben L pontosan akkor M egy Osszeadanddja, ha szabadon
gordiil M-ben. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben M nyilvan tartal-
mazza L egy eltoltjat.

Mi az alabbi formédban igazoltuk a 2.2. sejtést k-AH-csaladokra (0 <
k<d-2).

2.10. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen K egy konvex test Ri-ben, és
legyen K = {K; =2, + K 2, € RY 7, > 0,i = 1,2,...,n} K pozitiv
homotetikus képeinek egqy k-AH-csalddja valamilyen 0 < k < d — 2
egészre. Ekkor conv|J K szabadon gérdil a (>, 7;) K konvex testben,
azaz N\ (KC) < 1.

Szigortian konvex testekre az el6z6 tétel egy erGsebb véltozata is
teljesiil.

2.11. tétel (Bezdek-Langi, 2016). Legyen d > 2 és 0 < k < d — 2,
valamint legyen K egy szigorian konvex test Ré-ben. Ha K = {K; =
v+ 17K 2 € RUT > 0,6 = 1,2,...,n} K pozitiv homotetikus
képeinek eqy k-AH-csalddja, akkor alkalmas x;« € R? esetén

UIC = T;* -}-TI*K = Ki*7
ahol 7 = max{r; | i=1,2,...,n}.

Ezt a fejezetet a Goodman-Goodman sejtés két modositott verzidja-
val zarjuk.

2.12. probléma (Bezdek-Langi, 2016). Igazoljuk vagy cdfoljuk, hogy
ha K eqy konver sikidom, és K K pozitiv homotetikus képeinek eqy
NS-csaladja, akkor
2 2
ML) < -4+ ——=.
2.13. probléma (Bezdek-Langi, 2016). Keressik meg a supg A\(K)
mennyiséget minden régzitett d > 2 értékre, ahol IC végigfut az Osszes
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Re-beli konvex test dsszes NS-csalddjdn. Specidlisan, létezik olyan c
abszolit (dimenziotdl fuggetlen) konstans, melyre

sup \(K) < ¢
K

teljesiil minden d > 2 esetén?

Megjegyezziik, hogy a kiézelmultban Akopyan et al. [1] megjavitot-
ta a 2.5. tételben szerepld fels§ korlatot d-rél di;—re, mig Polyanskii
|24] igazolta Fejes Toth Laszlo hires zona sejtésének egy erdsitéseként
Goodman és Goodman euklideszi korrendszerekre vonatkozo eredmé-

nyének egy gémbi geometriai valtozatat.

3. HAROM-DIMENZIOS PARALLELOEDEREK

Néhéany definicioval kezdjiik. Ha K = {K;, Ks, ..., K, ...} halma-
zok egy megszamlalhat6 csaladja, melyre UKZ_E,C K; = R4, és K eleme-
inek belsejei paronként diszjunktak, akkor azt mondjuk, hogy K egy
kitoltés vagy mozaik, és IC elemei a mozaik celldi. A mozaik konvez, ha
K elemei konvexek. Kozismert, hogy egy konvex mozaik cellai konvex
politopok, azaz eléallnak véges sok pont konvex burkaként.

A 3-dimenzids paralleloéderek, azaz azon 3-dimenzios konvex poliéde-
rek, melyek eltoltjaival az R? euklideszi tér kitolthetd, a legismertebb
konvex poliéderek kozé tartoznak. A 3-dimenzios paralleloéderek szo-
rosan kapcsolodnak racsok Voronoi celldihoz. Voronoi egy hires sejtése
szerint, melyet R3-re igazoltak, minden paralleloéder el6all, mint egy
racs egy Voronoi celldjanak affin képe. Kozismert 3-dimenzids paralle-
loéder a kocka, a szabalyos rombikus dodekaéder és a szabalyos csonkolt
oktaéder, melyek rendre a kockaracs, a lapcentralt kobos, illetve a tér-
centralt kobos kockaracs Voronoi celldi. Erdemes megjegyezni, hogy
Hales hires bizonyitasatol eltekintve, melyben belatta a Kepler sejtést,
és amely mellékesen azt is igazolja, hogy adott térfogati 3-dimenzios
paralleloéderek kozott a szabalyos rombikus dodekaéder beirhato gomb-
jének sugara maximaélis, nincs ismert izoperimetrikus tipusu egyenl&t-
lenség 3-dimenziés paralleloéderekre. Specialisan rombikus dodekaéde-
rekre Bezdek Kéroly igazolta az alabbi izoperimetrikus egyenl&tlenséget
|3]. A tétel kimondasa el6tt idézziik fel, hogy egy Re-beli konvex test
egy rombikus dodekaéder, ha el6all legfeljebb d + 1 szakasz Minkows-
ki 6sszegeként, és egy rombikus dodekaéder szabalyos, ha a szakaszok
elgallithatok, mint egy szabalyos szimplex kozéppontjat a csiicsokkal
0sszekots szakaszok.

3.1. tétel (Bezdek, 2000). Legyen d > 2 és 0 < i < d. Fkkor az
eqységnyt beirhato sugari d-dimenzios rombikus dodekaéderek kézitt a
szabdlyos rombikus dodekaéderek i-edik belsd térfogata minimdlis.
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(1)

3. 4bra. A 3-dimenzios paralleloéderek kombinatorikus tipusai. (1) Pa-
rallelepipedon. (2) Kézéppontosan szimmetrikus hatszog alapt haséab.
(3) Rombikus dodekaéder. (4) Hosszitott rombikus dodekaéder. (5)
Csonkolt oktaéder.

A [21] cikk {6 célja a 3-dimenzios paralleloéderek egy 1j reprezentaci-
6janak az ismertetése, melyet alkalmazva igazolja a 3.2. tételt. A tétel
ismertetése el6tt idézziik fel, hogy egy R%beli K konvex test u € S¢!
irdnyt w, (K) szélessége az u-ra meréleges két tamaszhipersikjanak té-
volsaga, mig dtlagszélessége

1

wk) == [ wr)in

ahol wy jeloli S¥~! gémbi térfogatat. Ezen mennyiséggel kapcsolatban
érdemes megjegyezni, hogy egy 3-dimenzidés K konvex test esetén a
Steiner polinomban (Id. (1)) megjelend Vi (K) és Vo(K) belss térfoga-
tokra

surf(K) = 2Vy(K) és w(K) %vl(m

teljesiil, ahol surf(K) jeloli K felszinét.
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3.2. tétel (Langi, 2022). Az egységnyi térfogati 3-dimenzids parallelo-
éderek kozt a szabdlyos csonkolt oktaéder dtlagszélessége minimdlis.

A bizonyitas két 1épésbdl all. Az els6 lépésben belatjuk, hogy ha
egy fenti P paralleloéder atlagszélessége nem csokkenhet egy egy de-
terminansi linearis transzforméacié alkalmazésakor, akkor a hat gene-
rald vektor ugynevezett felszini izotropikus helyzetben van. A masodik
lépésben pedig az ezen feltételt kielégit paralleloéderek kdzott megha-
tarozzuk a minimalis atlagszélességti elemeket.

A fenti eredményhez kapcsoloddéan megemlitjiik Lord Kelvin hires
1887-es sejtését [17], mely szerint egységnyi térfogati cellakbol allo
mozaikok k6zott minimaélis felszinti mozaikot kaphatunk, ha egy szaba-
lyos csonkolt oktaéder cellakbol all6 réacs cellait alkalmas moédon enyhén
deformaljuk. Habar a sejtést Weaire és Phelan 1994-ben cafolta [34],
a probléma azota is intenziv kutatas targya. Ennek ellenére a szer-
76 tudomasa szerint nincs a mozaikoknak olyan részcsaladja, melyben
Kelvin problémajat megoldottak volna. Ez a motivicioja az aldbbi
sejtésnek:

3.3. sejtés (Langi, 2022). Az eqységnyi térfogati 3-dimenzids parallelo-
éderek kézt a szabdlyos csonkolt oktaéder felszine minimdlis. Ekvivalens
mddon, azon R3-beli mozaikok kézitt, melyek celldi eqy adott eqységnyi
térfogatu konver test eltoltjai, azon mozaikok felszine minimdlis, me-
lyek cellai szabdlyos csonkolt oktaéderek.

Megjegyezziik, hogy a 3.2. tétel bizonyitasdnak modszere részben
alkalmazhaté a cikkben megfogalmazott sejtés vizsgalatara is, de tech-
nikai nehézségek miatt a sejtés teljes megoldasa egyelére még varat
magara.

4. KONVEX POLIEDEREK KOMPLEXITASA

Legyen K C R? egy konvex test. Definidljuk K sulypontjdt, mint a

1
) = i) /IEK””

pontot, ahol v a 3-dimenzios Lebesgue mérték. Ekkor ¢(K) € int(K)
nyilvan teljesiil minden K konvex testre. Ha a ¢ € bd(K') ponton at-
haladé és ¢ — ¢(K') normalvektora sik K egy tamaszsikja, akkor azt
mondjuk, hogy ¢ a K test egy egyensulyi pontja (1d. 4. abra). Meg-
jegyezziik, hogy ha K sima, akkor K egyensulyi pontjai egybeesnek
az

z = [l — (K]
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4. dbra. Egy konvex test egyensulyi pontjai

modon definialt ¢ K)-t6l mért euklideszi tavolsagfiiggvény bd(K)-ra
vett megszoritasanak kritikus pontjaival.

Most definidljuk a nemdegeneralt egyenstilyi pont fogalmat két spe-
cialis test-osztalyra. Ha K sima, a ¢ € bd(K) pontnak van egy C*-
osztalyd kornyezete K hatardban, és az x +— ||z — ¢(K)|| euklideszi
tavolsagfiiggvény Hesse métrixa ¢g-ban nemdegeneralt, akkor azt mond-
juk, hogy q egy nemdegenerdll egyensilyi pont. Ebben az esetben a q
pontot stabil, nyereg-tipusi vagy instabil pontnak hivjuk attol fiigg6en,
hogy a Hesse matrix negativ sajatértékeinek szama rendre 0,1 vagy 2.
Legyen most P egy konvex poliéder R*-ban, és legyen ¢ € bd(P) egy
egyvensilyi pontja P-nek. Ekkor egyértelmiien létezik P-nek egy csu-
csa, éle vagy lapja, mely ¢-t a relativ belsejében tartalmazza. Jeldlje
F ezt a lapot, élet vagy cstcsot, és legyen L P azon tamaszsikja, mely
tartalmazza ¢-t és egyik normalvektora ¢ — ¢(P). Nyilvan ' C PN L.
Ekkor, ha F' = P N L, akkor azt mondjuk, hogy ¢ P-nek egy nemde-
generdlt egyensilyi pontja, és attol fiiggGen, hogy F' egy lap, egy él
vagy egy csucs, a ¢ pontot rendre stabil, nyereg-tipusi, illetve instabil
pontnak hivjuk. Végiil, mind a sima, mind a poliedrikus esetben, ha
K-nak (P-nek) véges sok egyensulyi pontja van, melyek mindegyike
nemdegeneralt, akkor azt mondjuk, hogy K (P) nemdegenerdlt. Erde-
mes meggondolni, hogy egy nemdegeneralt testnek legalabb egy stabil
és legalabb egy instabil pontja van, példaul azokban a pontokban, ahol
a fenti euklideszi tavolsagfiiggvény felveszi globalis minimumat és ma-
ximumat. Emellett az is igaz, hogy ha P egy nemdegenerélt konvex
poliéder, akkor minden lapja, éle vagy csiicsa legfeljebb egy egyensilyi
pontot tartalmaz, és ezen beliil egy lap csak stabil, egy ¢l csak nyereg
tipust pontot tartalmazhat, és egy cstcs csak instabil pont lehet.
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Megmutathato [22], hogy mind a sima, mind a poliedrikus esetben,
ha a test nemdegeneralt és a stabil, nyereg-tipusi és instabil egyensilyi
pontjainak szamét rendre S, H és U jeloli, akkor a Poincaré-Hopf tétel
egy kovetkezményeként

S—H+U=2.

Ezen megfigyelés alapjan, ha S, U > 1, akkor az S stabil és U insta-
bil ponttal rendelkezd nemdegeneralt sima testek csaladjat (S, U)*-sel
fogjuk jel6lni, és hasonldéan definialjuk az (S,U)? csaladot, mint az S
stabil és U instabil ponttal rendelkez6 nemdegeneralt konvex poliéderek
csaladjat.

Legyen most S,U > 1, és P € (S,U)? egy nemdegeneralt konvex po-
lieder. Jelolje n(P) P csucsai, élei és lapjai szamanak 6sszegét, és N (P)
az egyenstlyi pontjainak szamat. A C(P) = n(P)— N(P) mennyiséget
a poliéder, mig a

C(S,U) =inf {C(P): P e (S,U)"}

mennyiséget (S, U)P (mechanikai) komplexitisinak nevezziik |9]. Mint-
hogy egy nemdegeneralt konvex poliéder minden lapja, éle vagy csu-
csa legfeljebb egy egyensulyi pontot tartalmaz, igy igaz a C(P) > 0
egyenlGtlenség, és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha minden lap,
él tartalmaz egyensiilyi pontot és minden cstcs is egyensulyi pont. Ezen
poliédereket hivjuk minimdlpoliédereknek, és egy (S, U)? osztaly komp-
lexitédsa pontosan akkor nulla, ha tartalmaz minimalpoliédert. Steinitz
egy jol ismert eredménye szerint pontosan akkor van egy f lapszamu
és v cstucsszamu konvex poliéder, ha

v24ésg+2§f§2v—4,

mely alapjan az (f,v) szampart poliedrikus pdrnak hivjuk, ha teljesiti
ezen két feltételt. Igy minden S,U > 1 esetén C(S,U) > 0, és ha
(S,U) nem egy poliedrikus par, akkor C(S,U) > 0. A [9] cikkiinkben
igazolt eredmények ennél tobbet mutatnak, melyhez bevezetjiik S, U >
1 esetén az

R(S,U)=min{f+v—-5S-U:
(f,v) egy poliedrikus par, melyref > S,v > U}
mennyiséget.
4.1. tétel (Domokos et al., 2020). Legyen S,U > 2. Ekkor
C(S,U) =2R(S,U).
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701|641/ 961|981 | 981 [10011001102]102]
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10 R(10.3) = 4 10/55]10/8 |6 [4/2/0/0|0]|0

| E— —

5. abra. Az eredmények Osszefoglalasa S, U < 10 esetén. Bal ol-
dali dbra: az (S,U) racs néhany poliéderrel illusztralva. A polied-
rikus parok cellai fehér szinnel latszanak. Az R(S,U) fiiggvényt a
(2,2)7,(2,9), (10, 3)? cellak esetében tiintettiik fel. Jobb oldali ab-
ra: az (S,U)P osztalyok komplexitasa. A poliedrikus parok cellai fehér
szinben latszanak. A C(S,U) mennyiség pontos értékei zarojel nélkiil
feltiintetett egész szdmokként latszodnak. Az U = 1 oszlopban és az
S = 1 sorban csak korlatokat mutatunk. Ha egy (.S, U)? cellaban kettd
zarojelbe tett szamot latunk, akkor ezek a C'(S, U) mennyiségre igazolt
also és felsd korlatok. Amennyiben egy cellaban csak egy zarojeles sza-
mot latunk, akkor az egy alsé korlat, és fels6 korlat C'(S,U) értékére
nem ismert.

4.2. tétel (Domokos et al., 2020). Ha S > 4, akkor
C(8,1) <59+ (—=1)° +2R(S,1);

ha U > 4, akkor
C(1,U) <90+ 2R(1,U).

A monostabil (S = 1) és mono-instabil (U = 1) osztalyokban a
komplexitasra a trividlis als6 becslést is erdsitjiik azzal, hogy altalano-
sitjuk Conway tetraéderek stabil pontjaira vonatkozo eredményét (1d.

[8])-

4.3. tétel (Domokos et al., 2020). Tetszdleges tetraédernek S > 2 stabil
és U > 2 instabil pontja van.

A 5. abra mutatja az egyensilyi osztalyok komplexitasara ismert
becsléseket és eredményeket. Lathato, hogy az (1,1)P osztaly kivételé-
vel minden osztaly komplexitésara ismert egy fels§ becslés. Az a cikk
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irdsa idején nem volt ismert, hogy az (1, 1)? osztalynak van-e eleme, az-
az létezik-e ‘poliedrikus GOombdc’, ez a tény egy 6. fejezetben ismerte-
tett eredmény kovetkezménye. A Gomboc-tipust, mono-monostatikus
(1 stabil és 1 instabil ponttal rendelkez$) poliéderek komplexitéséara
iranyulé kutatas motivalasara a [9] cikk szerz6i egy dijat tiztek ki a
C(1,1) mennyiség meghatarozasaért, melynek értéke

10°

—_— D
o

5. KOEBE POLIEDEREK CENTRALASA

Az el6z6 részben emlitettiik, hogy ha (f, v) egy poliedrikus par, akkor
létezik f lapt és v csticst miniméalpoliéder, azaz olyan poliéder, melynek
minden lapjan, élén és csicsaban van egyenstilyi pont. Ezen eredmény
felveti azt a kérdést, hogy konvex poliéderek tetszéleges kombinatori-
kus osztalya tartalmaz-e minimalpoliédert. Erdemes megjegyezni, hogy
Steinitz egy hires tétele szerint a konvex poliéderek élgrafjai éppen az
egyszert, 3-Osszefiiggd sikgrafok, melybdl konnyen lathato, hogy az S?
gombre rajzolt egyszerd, 3-Osszefiiggs stkgrafok izomorfia erejéig megfe-
leltethetéek a konvex poliéderek kombinatorikus osztalyainak. Ezeket
a grafokat a tovabbiakban poliedrikus grafoknak nevezziik.

Ha megengedjiik, hogy a testnek inhomogén stiriiségeloszlasa legyen
(més szoval mi valasztjuk a ¢ viszonyitasi pontot, mely a stalyponttol
kiillénboz6 is lehet), akkor pozitiv valasz adhato a kérdésiinkre. Ehhez
azonban el6bb ismertetniink kell a Koebe poliéderek fogalmat.

A hires Koebe-Andreev-Thurston-féle korpakolasi tétel (1d. pl. [18])
szerint minden egyszert, Osszefiigg6 G sikgraf elGall egy korpakoléas
érintkezési grafjaként az euklideszi stkon, vagy ekvivalens médon az
S? gémbon, azaz létezik olyan paronként nem-atfedd korlemezeket tar-
talmazo6 rendszer, melyre igaz, hogy G az a graf, melynek csicsai a
korlemezek, és két cstics pontosan akkor van éllel 6sszekotve, ha a meg-
felel6 korok érintik egymaést. Ezt a tételt a matematika szdmos dgaban
alkalmazték, és sok irdnyban altalanositottik. Az egyik legismertett
altalanositasa Brightwell és Scheinerman [5] nevéhez fiizédik, akik meg-
mutattak, hogy tetszéleges poliedrikus graf a dudlisdval egyiitt elGall,
mint két gdmbi korrendszer érintési grafja, melyek rendelkeznek azzal a
tulajdonsaggal, hogy mindegyik érintési pont mindkét korrendszerben
elgall, mint egy korpar érintési pontja, és ezen kérparok a koézos érintési
pontban egymast merélegesen metszik. Ez a két korrendszer természe-
tes modon indukal egy olyan P konvex poliédert, melynek minden éle
érinti a kort: a poliéder lapjainak beirhato korei az elsé koérrendszer
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elemei, melyeket lapkdroknek hivunk, és a masik korrendszer csics-
kdéroknek hivott elemei metszik P egy adott cstcsabol kiinduld Gsszes
élét. Steinitz el6bb emlitett tétele szerint Brightwell és Scheinerman
eredménye az aldbbi formaban is megfogalmazhato.

6. dbra. Tetraéder élgrafjanak és dualisdnak realizélasa két korrendszer
érintési grafjaként.

5.1. tétel (Brightwell-Scheinerman, 1993). Tetszdleges konvex poliéder
kombinatorikus osztdlydnak van olyan reprezentdinsa, melynek minden
éle érinti az origo korili eqységgombét.

Az 5.1. tételben szereplG reprezentansok, melyeket Koebe poliéde-
reknek neveziink, Mostow merevségi tétele értelmében M6bius-transz-
formaciok erejéig egyértelmiek, ahol a Koebe poliéder M6bius-transz-
formaltjan, némileg pontatlanul, az 6t general6 kérrendszer-par Mébius-
transzformaltja altal definialt Koebe-poliédert értjiik.

A teljesség kedvéért emlitjiik, hogy Steiner egy 130 éves sejtését meg-
oldva, Steinitz igazolta 1928-ban, hogy konvex poliédereknek vannak
olyan kombinatorikus osztalyai, melyek nem tartalmaznak gémbbe fir-
hat6 reprezentanst, melybél, polaritast alkalmazva, ugyanezen ered-
mény kovetkezik gémb koré irhaté reprezentansokra is. A gombbe ir-
hat6 konvex poliéderek karakterizdcioja Rivin [25] egy 1996-os cikké-
ben taldlhato. Altaldnosabban, Schulte [30] igazolta, hogy tetszdleges
3<dés0<k<d—1esetén az egyetlen (d, k) par, melyre igaz, hogy
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d-dimenziés konvex politopok tetszéleges kombinatorikus osztalya tar-
talmaz olyan reprezentinst, melynek minden k-dimenziés lapja érint
egy gombot, csak az el6z6 tételben szerepls (d, k) = (3,1).

Erdemes meggondolni (1d. pl. [9]), hogy egy Koebe poliédernek min-
den lapjan, élén és cstcsaban van egyensilyi pontja az origora nézve.
Igy adodik a kérdés, hogy az 5.1. tétel igaz marad-e, ha a keresett rep-
rezentansrol megkoveteljiik azt az extra feltételt is, hogy a silypontja
az origo legyen. Egy hasonlo allitast igazolt Springborn a [32] cikkben,
ahol belatta az alabbi tételt.

5.2. tétel (Springborn, 2005). Tetszdleges konvex poliéder kombina-
torikus osztdlydanak, eqybevdgosdg erejéig, eqyértelmiien létezik olyan
reprezentdnsa, melynek minden éle érinti az origo korili egységgomboit,
és ahol az élérintd pontok siulypontja o.

Erdemes megjegyezni, hogy a tétel az alabbi, altalanosabb allitas
egyenes kovetkezménye.

5.3. tétel (Springborn, 2005). Tetszdleges vi, vy, ... v, € S pdronként
kiilonbozdé pontokhoz, aholn > 3 és d > 2, eqybevdgosdqg erejéig eqyér-
telmien létezik olyan T Mdbius-transzformdcio, melyre

Z T(v;) = o.

A mi |20] cikkbeli eredményeink kimondéasahoz az alabbi jeloléseket
vezetjiik be. Tetsz6leges P C R? konvex poliéderre jeldlje rendre cc(P),
IC(P) és k = 0,1,2,3 esetén cmy(P) az (egyértelmtien létezd) P-t
tartalmazdé legkisebb gomb kézéppontjat, a P-beli legnagyobb gombok
kozéppontjainak halmazat, és P k-dimenzids vazanak stlypontjat. A
fenti, ismert ‘kozéppont’ fogalmak mellett haromszdéglapi poliéderekre
egy kevésbé ismert fogalmat is bevezetiink.

Legyen @) egy haromszoglapt konvex poliéder, melynek feliilete ira-
nyitott. Legyen ¢ egy adott referenciapont, mely nincs benne egyik lap
sikjdban sem. Bontsuk fel (-t tetraéderekre, melyek alapjai ) lapjai,
és csucsuk ¢. Jelolje rendre ¢; és m; az i-edik tetraéder koré irhato
gomb kozéppontjat és térfogatat, és legyen

> Migi
cem(Q) = =——.
(@) S,
Ezen mennyiséget a szakirodalomban circumcenter of mass’ néven is-
merik, mely elnevezést mi a koréirhato sulypont néven iltetiink at ma-
gyarra. Ismert [33], hogy cem(Q)

o fiiggetlen ¢ valasztasatol,
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e invaridns () haromszogelései alatt, ha nem valasztunk 4j csticsot
() hatéararol,

e kielégiti Archimédesz lemméajat: ha @Q-t felbontjuk a Q1 és Q-
haromszoglap poliéderekre, akkor cem(Q)) cem(Qq) és cem(Q)s)
silyozott atlaga, ahol a silyok rendre )1 és ), térfogata,

e ha ) egy gombbe irt politop, akkor cem(Q) = cc(Q).

A |33] cikk szerz6i a koréirhaté gdmb koézéppontjanak ezen altaldnosi-
tasat tobbek kozott arra is hasznaltdk, hogy altalanositsak az FEuler-
egyenes fogalméat tetszéleges hdromszoglapt poliéderekre, és megvizs-
galjak ennek tulajdonségait.

5.4. tétel (Langi, 2021). Legyen P egy Koebe poliéder, és legyen g(-) €
{ce(+), emg(+), cmy (+), cma(+) }. Ekkor létezik olyan T, Mébius-transzfor-
mdcid, melyre g(T,(P)) = o. Tovdbbd van olyan Ti. Mdbius-transzfor-
mdcid, melyre o € 1C(Ti.(P)), és ha P hdromsziglapi és A € [0, 1)
tetszdleges, akkor létezik olyan Ty Mobius-transzformdcio, melyre

Aemg(Th(P)) + (1 — A) cem(Th(P)) = o.

Az 5.3. tétel egy altalanositasaként értelmezhets az alabbi tétel,
melyben gombsapka alatt egy 0 < p < 7 sugari S-beli gdmbét értiink,
és minden T': S — S? Mobius transzformaciora rendre pr(C) és cr(O)
jeloli a T'(C') gombsapka sugarat és kozéppontjat.

5.5. tétel (Langi, 2021). Legyenck C,,Cy, ..., C, C S? olyan gémbsap-
kdk, melyek belsejeinek unidja nem dsszefliggd. Minden i = 1,2,...,n
esetén legyen w; : (O,g) — (0,00) egy C™-osztdlyi figgvény, mely-
re limyz_ow;(t) = oo. Tetszdleges q € S pontra jelélje 1(q) azon
C; gombsapkdk indexeinek halmazdat, melyek hatdra tartalmazza q-t, és
tegyiik fel, hogy bdarmely q € S esetén

(5) t_l)i%n_a w;(t) cost < tLiinO Z w;(t)
i€l(q) i¢1(q)

teljesiil. Ekkor létezik olyan T : S* — S Mébius-transzformdcid, mely-
re

(6) Z w;(pr(Ci))er(Ci) = o.

Talan érdemes megjegyezni, hogy konvex politoépok koréirhato suly-
pontjanak és a tér Mobius-transzforméciéjanak egy mas szempontbol
vizsgalt kapcsolataval foglalkozik a megjelenés alatt allo [16] cikk.
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6. MONOSTABIL POLIEDEREK VIZSGALATA

A monostabil, azaz egy stabil egyensiilyi ponttal rendelkez& kon-
vex poliéderek tanulményozasa Conway és Guy két 1966-ban felvetett
sejtésével kezdsdott, melyek szerint tetszéleges (homogén siirdségi)
tetraédernek legalabb két stabil pontja van, de van olyan (homogén
stirtiségii) konvex poliéder, melynek csak egy. Ezen sejtéseket rendre
Goldberg és Guy [13] valaszolta meg 1969-ben, melyben tébbek kozott
megadtak egy 19 lapt monostabil poliéder konstrukcidjat. Ez utdbbi
cikk tobb monostabil poliéderekre vonatkozé problémét ismertet, tob-
bek kozott az alabbi harom, Conway &ltal felvetett problémat, melyek
Croft, Falconer és Guy [7] megoldatlan geometriai problémakrol szolo
konyvében Problem B12 név alatt is megtalalhatoak.

6.1. probléma (Conway-Guy, 1969). Lehet-e eqy R3-beli monostabil
poliédernek n-edrendd forgdasszimmetridja valamely n > 2 értékre?

A kovetkez6 probléma el6tt idézziik fel, hogy egy 3-dimenziés konvex
test kdrmérete a sikokra vett merc6leges vetiileteinek minimalis keriilete.

6.2. probléma (Conway-Guy, 1969). Mi az infimuma a eqységnyi kor-
méretd monostabil poliéderek datmérdjének?

6.3. probléma (Conway-Guy, 1969). Mi azon konvex testek halmaza,
melyek tetszdleges pontossdggal egyenletesen megkézelithetdek monosta-
bil poliéderekkel? Specidlisan a gomb eleme ezen halmaznak?

Erdemes megjegyezni, hogy a [13] cikk szerint Conway belatta, hogy
forgastest nem lehet monostabil, valamint azt, hogy a cikkben konst-
rualt monostabil poliéder masodrendii forgasszimmetriaval rendelkezik.
A 6.2. probléma megtaldlhaté Shephard egy 1968-as problémagytjte-
ményében is [31].

F6 eredményiink az alabbi tétel, ahol a dy (-, -) szimbolum Hausdorff
tavolsagot jelol.

6.4. tétel (Langi, 2022). Tetszdleges n > 3, n € Z és € > 0 esetén
létezik eqy olyan P monostabil poliéder, mely n-edrendben forgdsszim-
metrikus, és melyre dy (P, B3) < ¢ teljesiil.

Vegyiik észre, hogy a 6.4. tétel valaszt ad a 6.1. problémara, és meg-
oldja a 6.3. probléma gémbre vonatkoz6 részét is. Emellett kdnnyen
levezethets belGle a 6.5. kovetkezmény, mely megvalaszolja a 6.2. prob-
lémat. A kovetkezményben a K C R? konvex test atmérdjét és kormeé-
retét rendre diam(K) és girth(K) jeloli. Az értelmezéséhez felidézziik,
miszerint konnyen lathato, hogy az egységnyi korméret(i konvex testek
csaladjan beliil az a&tméré az % atmérGji gomb esetén minimAlis.
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6.5. kévetkezmény (Langi, 2022). A giifgllgg hdnyados infimuma a

monostabil poliéderek csalddjdn %

A 6.4. tétel igazolasa egy altaldnos approximacios tétel, mely a sajat
jogan is érdekes lehet. FEnnek kimondasdhoz idézziik fel, hogy az S
stabil és U instabil egyensilyi ponttal rendelkez6 sima testek csaladd-
jat (S,U)* jeloli. A tovabbiakban az (S,U)® csalad azon részcsaladjat,
melynek elemeire igaz, hogy barmely egyenstlyi pontjukban a hatarfe-
liletiik Gauss-gorbiilete szigortan pozitiv, (S,U)3 -szal fogjuk jel6lni.
Ha egy test sulypontja az origd, akkor a testet centrdlt testnek fogjuk
hivni.

6.6. tétel (Langi, 2022). Legyen ¢ > 0, S,U > 1 tetszdlegesek, és
legyen G az O(3) ortogondlis csoport eqy tetszdleges részesoportja. Ek-
kor tetszdleges K € (S,U)7. centrdlt, G-invaridns konvex lest esetén
létezik eqy P € (S,U)P centrdlt, G-invaridns konvez poliéder, melyre
dH(K, P) < E.

A fenti tétel kapcsan megjegyezziik, hogy az a tény, hogy egy nemde-
generalt konvex poliéder tetsz6leges pontossdggal kozelithets egy ugyan-
annyi egyensulyi ponttal rendelkezé nemdegeneralt sima testtel, folklor
forméajaban jelenik meg a szakirodalomban. Masrészt viszont a [10]
cikkbeli eredmény mutatja, hogy az allitds megforditasa nem trividlis:
egy konvex test hatarat tetszéleges paraméterezés mellett ekvidisztans
felosztast hasznalva kozelitve egy poliedrikus feliilettel, a kapott felii-
letnek altaldban szigortian tobb egyenstlyi pontja van, mint az eredeti
konvex testnek.

Végiil, habar az eredeti Gmboc nem C?-osztalyt az egyenstlyi pont-
jaiban, a [11] cikkben belattuk, hogy az (1,1)% osztdly nem iires. Igy
a 6.6. tételt felhasznalva egybdl megkapjuk az alabbi, a 4. részben
felvetett dijhoz kapcsolodo eredményt.

6.7. kbvetkezmény (Langi, 2022). Van olyan nemdegenerdlt konvex
poliéder, melynek pontosan eqy stabil és eqy instabil pontja van.

7. EGY NORMALT TEREKRE VONATKOZO ROGERS-SHEPHARD
JELLEGU KERDES

Két R-beli konvex test konvex burkinak a térfogata az 1950-es évek
ota kutatott mennyiség a geometridban. Ezen teriileten az elsé ered-
mények kozt mindenképpen megemlitendd Rogers és Shephard harom
szorosan Osszefliggs cikke, amelyekben felvetett problémaknak szamos
valtozata és altalanositédsa jelent meg a szakirodalomban. Ebben a
fejezetben egy ilyen altalanositast ismertetiink.
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Legyen K C R? egy konvex test. Ekkor, ha valamely z € R? ese-
tén K N (z + K) nem iires, akkor a conv(K U (x + K)) konvex testet
K egy eltoldsi testjének hivjuk. Rogers és Shephard [28] egy 1958-as
eredménye meghatarozta a

1

vol(K) max{vol(conv(KU(z+K)) : (z+K)NK # 0,z € R}

e (K) =

mennyiség minimumat és maximumat az R%beli konvex testek csa-
ladjan. Sejtésiiket azon konvex testekre vonatkozoan, melyre ezen két
mennyiség valamelyike felvétetik, csak 2006-ban oldotta meg Martini
és Mustafaev [23] (1d. még a [12] cikket egy egyszer(ibb bizonyitasért).

Ebben a fejezetben a fenti probléma egy normalt valtozatat mutatjuk
be, melynél a d-dimenzids egységgomb térfogatat rg-vel jeloljiik. Jol
ismert, hogy egy normalt tér egységgémbje egy origora szimmetrikus
konvex test, és minden origéra szimmetrikus konvex test R%ben termé-
szetes modon indukél egy R?-beli normat. Az M origora szimmetrikus
normalt test altal R%-n definialt normalt teret M-mel fogjuk jelolni. Az
is jol ismert, hogy minden véges dimenzios normalt tér felruhazhato egy
Haar mértékkel, és ezen mérték konstans szorzéd erejéig megegyezik a
szokasos Lebesgue mértékkel. Attol fiiggben, hogy a konstans szorzot
a normalt térben hogyan valasztjuk, a szakirodalomban négy kiilon-
boz6 értelemben is beszéliink a normalt téren definialt térfogatrol [2].
Azon Haar mértéket, melynél a norma M egységgdmbjének térfoga-
ta kg, Busemann térfogatnak nevezziik. A Holmes-Thompson térfogat
esetében az M egységgomb M° polarisanak térfogata x,;. Gromov-
féle tomegrél beszéliink, ha az M-be beirhaté legnagyobb térfogati
keresztpolitop térfogata 3—‘?, és Gromov-féle tomeg*-rol (vagy Benson-
féle térfogatrol) ha az M koré irhaté minimalis térfogatu parallelotop
térfogata 2¢. Ha a normalt tér egységgombje M, ezen négy térfogatot
rendre a volb*(+), voliiF (), vol7:(-) és voliy*(-) szimboélumokkal jelsl-
jiik. Ha K C R? egy konvex test, akkor azt mondjuk, hogy K relativ
normdja az (K — K) o-szimmetrikus konvex test dltal generalt norma.
Ez a norma azon konstans szorz6 erejéig egyértelmtien létezG norma,
melyben K egy alland6 szélességii test, azaz melyben K tetsz6leges
parhuzamos tamaszhipersik-parja koézti normalt tavolsag fiiggetlen a
hipersik valasztasatol.

Vezessiik be az alabbi mennyiségeket.

7.1. definicié. Legyen K egy konvex test R%-ben, és legyen M azon
normdlt tér, mely normdja K relativ normdja. Ekkor tetszdleges T €
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{Bus, HT, m, mx} esetén legyen
(7) ¢, (K) = max{vol},(conv(K U (z + K))) :
(z+ K)NK # 0,z € R},
Megemlitjiik, hogy a fenti mennyiségek affin invaridns mennyiségek,
azaz az értékiik nem valtozik, amennyiben a testre egy affin transzfor-

maci6ot alkalmazunk.
A 6 eredményiink kimondasahoz definidlunk egy konvex sikidomot.

Tekintsiik azon Sy négyzetet, melynek csticsai (ii, j:\%) a szokasos

V2
bazisban mérve. Cseréljiik ki Sy vizszintes éleit az
2 2
z Yy
@ e !

a

egyenlet( ellipszis megfelel§ iveivel, ahol a = 1.61803... és b = Norast
ahol megjegyezziik, hogy a és b ezen valasztésa esetén S, cstcsai az
ellipszis pontjai. Cseréljiik ki Sy fligg6leges éleit a fenti két ellipszis iv
o kozépponti, 7 szogi elforgatottjaval, és jeloljiik az igy kapott konvex
sikidomot M,-lal.

Az a mennyiségnek a fenti definicioban szerepld értéke egy transz-
cendens egyenlet gyoke, és azon tulajdonsiggal rendelkezik, hogy a
vol(Mg) (vol(My) + 4) kifejezés, ahol Mg jeloli My polarisat, maxima-
lis minden a > 1 esetén.

A {6 eredményiink az alabbi.

7.2. tétel (Langi, 2016). Legyen K egy konvex sikidom. Ekkor

7.2.1. 2 < cPus(K) < 3w, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
eqyenldséqg, ha K eqy hdromszég, és a jobb oldalon, ha K egy
parallelogramma;

7.22. 8B < fIT(K) < 7.81111..., ahol a bal oldalon pontosan akkor
van eqyenldség, ha K egy hdaromszég, és a jobb oldalon egyenld-
ség van, ha K My egqy affin képe,

7.2.3.6 < ' (K) < m+ 4, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
egyenldség, ha K eqy (esetleg elfajuld) konvexr négysziog, és a
jobb oldalon, ha K egy ellipszis;

7.2.4. 6 <V (K) < 12, ahol a bal oldalon pontosan akkor van egyen-
[oség, ha K eqy hdromszdg, és a jobb oldalon, ha K egqy paral-
lelogramma.

Természetes kérdés a fenti mennyiségnek a kozéppontosan szimmet-
rikus konvex sitkidomok halmazan is megkeresni a szélsGértékeit.

7.3. tétel (Langi, 2016). Legyen M egqy o-szimmetrikus konvex sik-
idom. Ekkor
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7.3.1. T+ 4 < cBv(M) < 3, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
eqyenldséq, ha M eqy ellipszis, és a jobb oldalon, ha M egy
parallelogramma;

7.3.2. 2 < fIT(M) < 7.81111..., ahol a bal oldalon pontosan ak-
kor van egyenldség, ha M egy affin szabdlyos hatszég, és a jobb
oldalon eqyenldség van, ha M az My affin képe;

7.33.6 < (M) < w+ 4, ahol a bal oldalon pontosan akkor van
eqyenldség, ha M egy parallelogramma, és a jobb oldalon, ha M
eqy ellipszis;

7.3.4. 7T < (M) <12, ahol a bal oldalon pontosan akkor van egyen-
ldség, ha M eqy affin szabdlyos hatszdg, és a jobb oldalon, ha M
eqy parallelogramma.

Legyen most d > 3. A konvex testekre vonatkozé Brunn-Minkowski
egyenlGtlenség szerint

1 1/d 1 1
o (30— 19) "2 Lo+ Lo

és egyenl@ség pontosan akkor all fenn, ha K és —K egymaés pozitiv
homotetikus képei. Ez utébbi feltétel pontosan akkor teljesiil, ha K
o-szimmetrikus, tehat a ¢;,.(K) mennyiség a maximumat a d-dimenzios
konvex testek halmazan koézéppontosan szimmetrikus konvex testnél
veheti fel. Innen, és a [28] és [12] cikkbeli eredmények alapjan adodik
az alabbi allitas.

7.4. megjegyzés (Langi, 2016). Ha K C R? egy konvex test, akkor
B (K) <d+1,

ahol eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha K eqy centrdlszimmetrikus
pszeudo dupla piramis, a |28| cikkben definidlt értelemben. Hasonloan,
ha M C R? eqy o-szimmetrikus konvez test, akkor

2K4q—1

e (K) 2 14+ ==,

ahol egqyenldséq pontosan akkor dll fenn, ha K eqy ellipszoid.

7.5. probléma (Langi, 2016). Keressik meg a c].(K) mennyiség ma-
rimumdt a d-dimenzids konver testek halmazdn tetszdleges d > 3 és
7 € {HT, m,mx} esetén.

7.6. probléma (Langi, 2016). Keressiik meg a ], (K) mennyiség mi-
nimumdt a d-dimenzids konvex testek halmazdan tetszéleges d > 3 és
7 € {Bus, HT, m,mx} esetén.
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HT

Erdemes megjegyezni, hogy a ¢;." (K) mennyiség minimuméanak meg-
hatérozasa ekvivalens az o-szimmetrikus konvex testek térfogatszor-
zata minimumanak meghatarozasaval, azaz a bevezetGben is emlitett
Mabhler-sejtéssel.
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