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A LEGENDRE-SZIMBOLUM EGY MEGKOZELITESE CAYLEY REPREZENTACIGS
TETELENEK SEGITSEGEVEL. KVADRATIKUS RECIPROCITASI TETEL
ZADORI LASZLO '

Altaldban a modulo p négyzetes maradékck kvadratikus recipro-
citdsi tételének levezetéséhez nélkiildzhetetlen eszkdznek bizopyul
az dn. Gauss-lemma, melynek segitségével explicit kifejezést le-
het nyerni a Legendre—siimbélumra. A jelen cikk, felhaszndlva a
csoportok Cayley-féle reprezentdcidjdt, egy, a négyzetes maradé-
kok vizsgélatdra kiilénféle csoportok esetén is alkalmazhatd eljé-
rédssal &1l1litja el ezt a formulét.

1. THTEL (CAYLEY). Bdrmely G csoport esetén az a ¢ leképezds, amely
bg @)=2xg, bdrmely x€G-re, a G csoportnak egy, a G alaphalmazﬁn haté permutd-
eidesoportra vald izomorfiamysa. A tovdbbiak sordn p mindig pdratlan prinszd-

mot jeldl.

2. TETEL. Tekintsik a modulo p redukdlt maradékok multiplikativ eso-
portjdnak a Cayley-tételben szerepld ¢ reprezentdeidjdt. A ¢ leképezésnél a
négyaetes maradékok pdros, a négyzetes nemmaradékok pedig pdratlon permutd-

cidba mennek.

BIZONYITAS. Legyen P={1,2,...,p~1}. A bizonyitésban felhasz-
nédljuk, hogy {(p-1)/2 darab négyzetes maradék van modulo p, és pon-
tosan ezek a gybkei az ép—l)/zEl(mod p)} kongruencidnak. Tetsz&~
leges a€P elem képe a Cayley~leképezésnél:

l...2...p-1
ola)= Geoota...(p=L)a |’

ahol az %a ({€ P) szorzatok modulo p értendSk.
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DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a az o kitevéhdz tartozik mo-
dulo p, ha auEl, de a-ndl kisebb pozitiv egész kitevére nem 41l
fenn a kongruencia mod p.

Tartozzon a az o kitevdhdz. Ha 1€P, akkor i a ¢{a) permutéd-
cié paronként idegen ciklusokra bontésdban egy o hosszlisdgd cik-
luskan szerepel, ugyanis ez a permutdcid i-t elviszi <a-ba, Za-

t iaz-be és 1gy tovabb; mivel a a-hoz tartozik, 1a%2% (mod p) és
0<B<o esetén iasii(mod p). Ezért ¢(a)A(p—1)/a darab o hosszd cik-
lusra bomlik.

a) Tegyiik fel, hogy a€P négyzetes maradék. Ekkor 2@/ 223 (moa pY.
EbbS1l k8vetkezik, hogy o osztja (p-1)/2-t, és {igy {p~1)/a pPa-
ros. Tehdt ¢ {a) péros sok a hosszisdgi ciklus szorzatdra bom~-
lik, s ezért pdros permutdcid. )

Ahhoz, hogy a nemmaradékok pdratlan permutdcidkra képzdd-
nek, elegendd volna megmutatni, hogy létezik a€P, amelyre ¢(a)
_pératlén permutdcidé. Ennek megmutatésa azonban ugyanannyi ener-
gidt igényel, mint egy tetszdleges nemmaradékrdl megmutatni,

hogy pératlan permutdcidra képzbédik le. '

b)  Tegyiik fel, hogy a€P négyzetes nemmaradék. Ha p-l=2m(2k—1)R
.akkor 2" osztja o-t; ellenkezé esetben (p-l)/2a'egész lenne,
és az a*=1(mod p) kongruencia mindkét oldaldt (p-1)/2a-adik
“hatvényra emelve aQ’_l)/zEl(mOd p) addédna, amib&él a négyzetes
maradék volta k&vetkezne. Tehdt (p-1)/uo pdratlan. Ekkor ¢{a)
pédratlan sok pdros ciklusbdl 411, s ezért pdratlan permutdcid.

Most definidljuk az (%) Legendre-szimbdélumot, ahol
{a,p)=1. ' ‘

DEFIN{CIO.

1, ha ¢{a) péros

a‘ -—
‘5)— -1, ha ¢(a) pératlan.

A 2. tétel kdzvetlen kdvetkezménye: (%)=1, ha a négyzetes
maradék, {%)=-1, ha ¢ négyzetes nemmaradék. A 2. tétel segitsé-
gével a Legendre4szimbélum alapvetd tulajdonsdgai is k&nnyen
igazolhatdék. Ehhez felhaszndljuk, hogy a permutécid paritdsa meg-
egyezik az inverzidi széménak paritédsaval. (AzZt mondjuk, hogy az
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permutdcidban i, &s.i, inverziét alkot, ha k<t &s 4,>7,.)
Ha a=b (mod p), akkov (—)—(—) a definicid ‘miatt teljesiil.

( ) 1, mert ¢ (1)-ben az 1nver216k széma 0.

(%;)=(*l)(p-1)/2, ugyahis
T I R

: p=1 p-2 ... 1
. s itt az inverzidk széma p=2+p-3+...+l= (p 1) (p~2) /2. Mivel p-2
paratlan, (p-1)/2= (p—l)(p—2)/2 {mod 2).

" Multiplikativités: (—)-(—)— ab .. Ez abbdl kdvetkezik, hogy -
ha ¢ (a), ¢ (b} ellenke26 parltésuak, akkor ¢ (a}¢o (b)= =¢ (ab) pérat-
lan, ha pedig ¢(a), ¢(b) azonos paritésdak, akkor. ¢ (a)¢(b)=¢(ab)
péros. Itt felhaszndltuk, hogy ¢ muvelettarté és azt, hogy
¢ =d(mod p) esetén (§)=(i§, ugyanis ab-t itt modulo p értiik.

. _ 2 -1
(%)=(—1) 8

; mert

) 12 ... (p=1)/2 (pel)/2+1 ... p-1
A et PRVEP| 1 ... p-2|’

g itt az inverzidk szama -

2
(p-1) /2+(p=1) /2- 1+(p -1)/2- 2+...+1—(‘p 1)/2+1"‘p =1 /2)p -1,

A kévetkezé tételben olyan formuldt vezetiink le az &) szim—

bélumra, amely leheté8vé teszi a kvadratikus reciprocitédsi tétel
egyszeril bizonyitédsat. ' ' ‘ '
3. TETEL

(p-1)/2
b [2za/pl.

Ya(-1)°=t
(p) (-1)

BIZONYITAS. Mint kordbban léttuk, bédrmely a€? elemre
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¢(a)=(1 2 3 ...p-1 }’
: la‘Za X ... (p-l)a}

ahol a képek modulo p 4rtenddk. Tehdt i€P képe megegyezik
{<a/plp-vel, azaz ia p-vel vald pozitiv csztasivmaradékévalg Ha
1<j, akkor az {ﬁz/p pr {Jja/plp  elemek pontosan akkor vannak.-in-
ver71éban, ha {Ja/p}p<{za/p}p, azaz ha {jo /p}<lig /p}, Ez ekviva-
lens azzal, hogy (j-1 a/p<[ga/p] [¢ah7], vagyls [{ -iJa/pl<
,<[ga/p]—[ta/pj. Mlvel tetszéleges o,B8 vald széamokra [a+B]l--
'~[a]-[8] =0 Vagy 1, azt kapjuk; hogy abban az esetben, ha @),

¢ {5 1nverzléban vannak, akkor

tja/p}—{ia/p]—[@j—i)a4p1=1.
- ha pedlg ¢(¢), () nlnﬂsenek 1nver216ban, akkor
[Ja/P]-[m/p]—[(J t)a/p] 0.“;
nzek szerlnt az 1nver216k széxa

A= f [Ja/p]—T'La/p]-[U-w)a/P]
1<7«<J=P" ‘

A -t hérom részletosszegre bontjux. Az 5= AR lja/pl’
1<1<g<p—1'
,osszegben, rogzitett g—re g—l darab g—nél kisebb ¢ jén szémités-
ba, valamlnt 2s55p~1. Ezért Sl_ Z (7—1)[Ja/p] (a g—l esetben
=1
ugyanls 0-val szorzunk). A pératlan J-khez tartozé Lagokat klhagy-

“hatjuk az osszegbél hisz 'az csak modulo 2 érdekel benniinket. igy

ez o-1) /2
P (2x 1)[2ma/p]~ "I [Zxa/p](mod 2)
) x=l N _x=1 : )

Tehét, ha a A~t el84111td tobbl tag osszege kongruens 0~ le'
3modulo 2,. akkor igaz a 3. tétel. A mésodlk részletosszeg Sz—

= z . lta/pl, ahol rogzitett_z-hez.p—l i darab J tartozik,
15i<jsp-1 - o ; :
p-2
5=.2 ©- 1—%)[za 47]. A harmadik Osszeg S3=
i=1
= I [(5- z)a/p], ahol rogzitett d-hez p-l-d darab olyan
18i<§sp-1

és 1s¢sp—2 Ezért §

‘ - p~2 ‘
J .1 par tartozik, melyre j-i=d, és 1sdsp-2. Ezért S3= I (p-1-d)x
d=1
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“x [da/p]l. Az 5, és 53 8sszegek megegyeznek, ezért Ssszeglik (-1)-
szerese, amely a A-ban szerepel, oszthatd 2-vel. Igy a harmadik
tételt bebizonyftottuk.

‘A kvadratikus reciprocitési tételt most mdr a harmadik té-
telben bizonyitott formula alapjédn, a (gx,py) (l‘éxs(p-—l)/2,
18ys${g-1)/2) pontok szémdt kétféleképpen megszémolva, a jS1 is-
mert mdédon kaphatjuk.

4. TETEL. Tetszbleges p,q pdratlan primekre

oDy oy =y {010 /2) ((g=1)/2).
& =1
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