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1. BEVEZETES

A doktori értekezés a szerz6 [28], [30] és [49] publikacidira épiil. Ezek koziil az
elso kettd a szerzd Benoit Larose-zal irt kozos munkdja. Az értekezés Bevezetése
attekintést ad a matematika azon teriileteirdl, amelyeken a szerzo az értekezésével
kapcsolatos kutatdsait folytatja. Az értekezés 1. Fejezete az alapvetd algebrai defini-
cidkat tartalmazza. A 2., 3. és 4. Fejezet rendre a [28], [30] és [49] cikkekben szerepl6
eredmények részletes leirdsat adja. A harom fent emlitett cikk az értekezés szerves
részét képezi, masolatuk az Appendixben taldlhato.

Az elmilt néhany évben a constraint satisfaction problémék (CSP) témakorében
a véges algebrak elmélete fontos alkalmazasokra talalt. A jelen bevezetésben réviden
vazoljuk a matematika e két teriiletének kapcsolatat. A jelen tsszefoglald 2., 3. és
4. pontjaban a doktori értekezésben szereplo eredményeink attekintését adjuk.

A CSP fogalma a mai matematikai definiciéjahoz hasonlé formaban elészor a
mesterséges intelligencia teriiletén jelent meg az 1960-as években. Az azdta eltelt
idészakban a CSP-hez kapcsolodé kutatasok gyors iitemben fejlédtek. Napjainkban
ezek a kutatasok az algebra, a kombinatorika és a logika kolcsonhatasanak egyik f6
teriiletét képezik. A CSP-n alapuld algoritmusok gyakorlati jelentosége igen nagy,
ezeket ma mar az élet szamos teriiletén rutinszeriien alkalmazzak.

A CSP kovetkezé definiciéja T. Feder és M. Vardi [17] cikkében taldlhaté. Egy
T fix véges tipusi véges relacids strukturara a T' f616tti CSP probléma a kévetkezo
dontési probléma, jele CSP(T): dontsiik el, hogy vajon létezik-e adott, T-hez hasonlé
véges S struktirabol homomorfizmus T'-be.

A CSP problémaosztély, azaz a CSP(T) alaki problémék osztélya, ahol T' véges
tipusi véges reldciés struktira, egy bé részosztdlya NP-nek. Példaul, tartalmazza
a (Boole-) kielégithetéségi, az egyenletrendszer megoldhatdsagi, a grafszinezési és az
iitemezési problémakat.

Bar a CSP irodalma kordbban is jelentés volt, T. Feder és M. Vardi 1993-as
[17] cikke tekinthetd az els6 igazan olyan miinek, mely a CSP osztalyt bonyolult-
sagelméleti szempontbdl nem-trividlis modon targyalja. A szerzok cikkiikben tobb
sejtést is megfogalmaztak. A legfontosabbak egyike a CSP-re vonatkozé dichotomi-
asejtés:

1.1. Sejtés. Minden CSP-beli probléma P-beli vagy N P-teljes.

Ugyanezen cikkiikben T. Feder and M. Vardi bevezették a korlatos szélességli
problémak osztalyat, amely CSP egy specialis részosztalya. Ebbe az osztdlyba azon
problémaék tartoznak, melyek bizonyos polinom idejii lokélis konzisztencia algorit-
mus segitségével oldhaték meg, vagy ami ezzel ekvivalens, kifejezhetok a Datalog
nevi logikai programozasi nyelven. A cikkben bevezették a szamolasi képességgel
rendelkezé problémak fogalmat is, és bizonyitottdk, hogy ezek nem korlatos szé-
lességiiek. Egy masik fontos sejtésiik a kovetkezo:

1.2. Sejtés. Eqgy CSP-beli probléma pontosan akkor korldtos szélesséqgii, ha nem szi-
mulal olyan a problémadt, amely rendelkezik a szamoladsi képességgel.

Késobb kideriilt, hogy T. Feder és M. Vardi mindkét fenti sejtése egy-egy jol
viselked6 algebraosztalyhoz kapcsolddik. Létezik egy természetes kapcsolat a CSP-
beli problémék és a véges algebrak kozott, melyet el6szor 1998-ban P. Jeavons irt le
[22]-ben. Legyen T véges relacios struktira, és jelolje A(T') azt az algebrét, melynek
alaphalmaza megegyezik T" alaphalmazaval, és amely alapmiiveletei éppen a T rela-
cidit megbrz6 miveletek. P. Jeavons eredménye azt allitja, hogy ha T és T" hasonld
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véges tipusi véges relaciés struktirdk esetén az A(T') és az A(T") algebrak termek-
vivalensek, akkor a CSP(T') és a CSP(T") problémék polinom idében ekvivalensek.
Mas széval, az A(T') algebra termmiiveleteinek klénja, vagy ezzel ekvivalens médon
az A(T) altal generdlt varietds meghatarozza a CSP(T") probléma bonyolultsdgét,
polinom id6t6l eltekintve.

Elegend6 azokat a strukturakat vizsgdlni, amelyekhez idempotens algebrdk tar-
toznak. Nem tul nehéz belatni ugyanis, hogy minden véges T struktiurahoz létezik
egy véges T struktira tugy, hogy CSP(T) és CSP(T") polinom id6ben ekvivalensek,
és az A(T") algebra idempotens.

Minden edig bizonyitott eredmény, amely azt allitja, hogy CSP(T) polinom idejii a
kovetkezo alaku: az A(T') algebra bizonyos tipusi termmiiveleteinek létezése garan-
talja, hogy a CSP(T) probléma P-beli. Mas széval, bizonyos termekre vonatkozé
azonossaghalmazok algebrék (varietdsok) olyan osztélyat hatarozzak meg, hogy ha
A(T) ebbe az osztéalyba esik, akkor CSP(T') polinom idejii probléma. Ez a tény
azt sugallja, hogy az ilyen algebraosztalyok (varietdsosztalyok), melyeket egyébként
Malcev-osztdalyoknak neveznek, fontos szerepet jatszhatnak a CSP-beli problémak
bonyolultsaganak jellemzésében.

A véges algebrak tanulmanyozasara kifejlesztett szelid kongruencidk elmélete az
univerzalis algebrabdl, kommutatorelméletbol és haléelméletbol alakult ki. Az elmélet
alapjait D. Hobby and R. McKenzie nevezetes [20] monografidjjukban dolgozték ki.
Konyviik 9. fejezetében a nem-trividlis idempotens Malcev-feltétellel rendelkez6
lokalisan véges varietdsok jellemzéseit adjak. Szintén ebben a fejezetben szerepel
ezen varietdsosztaly ot tovabbi részosztalyanak jellemzése is. A hat osztaly mind-
egyike természetes modon, ugynevezett tipushalmazok segitségével defindlt. Mono-
grafidjukban D. Hobby és R. McKenzie bevezették a véges algebrak és varietasok
tipushalmazainak fogalmat. A tipushalmaz, amely részhalmaza az {1,2,3,4,5}
halmaznak az algebra, illetve a varietas egy jellemzé paramétereként foghato fel.
Elemeit tipusoknak hivjuk. A tipusok felfedezése a varietdsok tanulmanyozasanak
szempontjabdl igen nagy jelentoségli. Példaul az 1-es tipus kizarasaval jellemezhetok
azok a lokalisan véges varietasok, melyek eleget tesznek egy nem-trivialis idempotens
Malcev-feltételnek, azaz rendelkeznek Taylor-termmel.

Egy n-valtozos f miveletet Taylor-miveletnek hivunk, ha idempotens, és minden
1 <17 < n esetén teljesit egy

f(xla ey Lj—1, Ty L1y - - - >xn) = f(yb s Yi—1, Y Yir1, - ,yn),

alaki azonossagot, ahol x;,y; € {z,y},1 < j < n. Példdul, egy kétvaltozds miivelet
Taylor-mitvelet, ha idempotens és kommutativ. Tehdat egy félhalémiivelet Taylor-
miivelet. Mésik tipikus példa Taylor-miiveletre csoport xy~!z alakd termmiivelete.
Azt mondjuk, hogy egy varietas V rendelkezik Taylor-termmel, ha van olyan term
V nyelvében, amelynek interpretaciéja V két elem altal szabadon generalt szabad
algebrajaban Taylor-miivelet.

A kovetkezo harom pontban révid osszefoglalasat adjuk a doktori értekezés 2., 3.
és 4. Fejezetében szereplo eredményeknek.

2. VEGES RESZBENRENDEZETT HALMAZOK ES TOPOLOGIKUS TEREK LOKALISAN
VEGES VARIETASOKBAN

Az értekezés 2. Fejezetében a [28] cikkben kozolt eredmények attekintését adjuk.
Ebben a cikkben egy lokdlisan véges varietds kompatibilis véges részbenrendezett
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halmazait tanulmanyoztuk. Meglepé médon ezen részbenrendezett halmazok alakja
szoros kapcsolatban all bizonyos tipuskizarasi tételekkel.

Legyen V egy varietas. Egy G csoportot V kompatibilis csoportjinak hivunk, ha
létezik egy A algebra V-ben gy, hogy A alaphalmaza megegyezik G alaphalmazaval
és A alapmiiveletei felcserélhetok G miiveleteivel. Egy P részbenrendezett halmazt
V' kompatibilis részbenrendezett halmazdnak hivunk, ha létezik egy A algebra V-
ben ugy, hogy P és A alaphalmazai megegyeznek, és A alapmiveletei megorzik P
részbenrendezését.

A [45] cikkben Taylor bizonyitotta, hogy ha V olyan varietds, amely rendelkezik
Taylor-termmel, akkor }V minden kompatibilis csoportja Abel-féle. Egy részbenren-
dezett halmazt idealtopologidjaval topologikus térnek tekintiink. fgy egy részben-
rendezett halmaz homotépiacsoportjai a szokdsos mddon definialhatdk, 1d. [39].
Egy V varietas véges kompatibilis részbenrendezett halmazanak homotdépiacsoport-
jai kompatibilis csoportjai a varietasnak. Ezért, ha V rendelkezik Taylor-termmel,
akkor a V tetszoleges kompatibilis részbenrendezett halmazanak homotdépiacsoport-
jai Abel-félék. To6bb is igaz, ahogy azt a [28]-ban bizonyitott kiévetkezd alapvetd
fontossdagu eredmény mutatja.

2.1. Tétel [28]. Tetszéleges Taylor-termmel rendelkezd V warietds minden véges
osszefiiggd kompatibilis részbenrendezett halmazdnak homotopiacsoportjai eqyelemiiek.

Egy P véges részbenrendezett halmaz fixponttulajdonsagi, ha az alaphalmazéan
értelmezett minden egyvaltozos miiveletnek, amely megorzi P részbenrendezését,
van fixpontja. K. Baclawski és A. Bjorner egyik [1]-beli eredménye alapjan a fenti
tétel alabbi érdekes kovetkezménye adodik.

2.2. Kovetkezmény [28|. Ha egy véges részbenrendezett halmaznak van monoton
Taylor-mivelete, akkor fixponttulajdonsdgi.

A 2.1. Tétel, a [20] és [26]-beli eredmények alapjan [28] cikkiinkben a kovetkezd
harom tipuskizarasi tételt bizonyitottuk lokalisan véges idempotens varietasokra.

2.3. Tétel [28]. Legyen V lokdlisan véges idempotens varietds. Ekkor a kovetkezd
feltételek ekvivalensek:
(1) 1 ¢ typ{V}.
(2) V minden véges dsszefiiggd kompatibilis részbenrendezett halmazdnak homoto-
piacsoportjai eqyelemiek.

2.4.Tétel [28]. Legyen V lokdlisan véges idempotens varietds. Ekkor a kovetkezd
feltételek ekvivalensek:
(1) typ{V} n{1,5} = 0.

(2) V minden véges dsszefiiggd kompatibilis részbenrendezett halmaza lebonthato.

2.5. Tétel [28]. Legyen V lokdlisan véges idempotens varietds. Ekkor a kovetkezd
feltételek ekvivalensek:
(1) typ{V} N {1,4,5} = 0.

(2) V minden véges dsszefiiggd kompatibilis részbenrendezett halmaza egyelemd.

A [20] monogréfia 9. Fejezetében hat természetes médon ad6dé tipuskizérasi felté-
tel jellemzése szerepel lokalisan véges varietasokra. Ezek koziil harom feltételre az
el6z6 harom tételben adtunk 1jabb jellemzéseket a kompatibilis részbenrendezett
halmazok fogalmat hasznalva. A kompatibilis csoportok és kompatibilis részben-
rendezett halmazok fogalmat felhasznalva, az alabbiakban a masik harom feltételre
adunk jellemzést.
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2.6. Tétel. Legyen V lokdlisan véges idempotens varietds. Ekkor a kovetkezd feltételek
ekvivalensek:

(1) typ{V}n{1,2} =0.

(2) V minden kompatibilis csoportja egyelemd.

2.7. Tétel. Legyen V lokdlisan véges idempotens varietds. Ekkor a kivetkezo feltételek
ekvivalensek:
(1) typ{V} N {1,2,5} = 0.
(2) V minden kompatibilis csoportja egyelemd, és V minden véges dsszefiiggd
kompatibilis részbenrendezett halmaza lebonthato.

2.8. Tétel. Legyen V lokdlisan véges idempotens varietds. Ekkor a kivetkezd feltételek
ekvivalensek:
(1) typ{V}n{1,2,4,5} = 0.
(2) V minden kompatibilis csoportja és minden dsszefiiggé kompatibilis részben-
rendezett halmaza egyelemdi.

Egy X topologikus teret H-térnek neveziink, ha van olyan folytonos h : X? — X
miivelet és e € X, melyekre az z +— h(x,e) és x — h(e,x) leképezések homotSpok
X identikus leképezésével. Taylor a [46] és [47] cikkeiben azt a kérdést vetette
fol, hogy vajon egy olyan folytonos miivelet 1étezésébdl, amely kielégit nem-trivialis
azonossagokat, kovetkezik-e, hogy a topologikus tér H-tér. A [28] cikkiinkben a
2.4. Tétel bizonyitasaban szereplo kontrukciét felhasznalva megadtunk egy véges
részbenrendezett halmazt, amely nem H-tér, de van rajta monoton félhalémiivelet.
Ezzel negativ valaszt adtunk Taylor kérdésére.

Legyen T egy véges tipusu véges struktira. A [27] cikkben bizonyitottuk, hogy
ha A(T) idempotens, és eleget tesz egy nem-trividlis idempotens Malcev-feltételnek,
azaz az A(T') altal generalt varietds tipushalmazaban megjelenik az 1-es tipus, akkor
a CSP(T) probléma N'P-teljes. A [8]-ban Bulatov, Jeavons és Krokhin hasonl6
eredményt bizonyitottak, és T. Feder és M. Vardi dichotémiasejtésének kovetkezo
er0sebb forméjat fogalmaztdk meg.

2.9.Sejtés. Legyen T egy véges tipusi véges reldcids struktira, melyre az A(T)
algebra idempotens. Ekkor a CSP(T) probléma P-beli, ha az A(T) dltal generdlt
varietds tipushalmaza nem tartalmazza az 1-es tipust, és a CSP(T) probléma NP-
teljes kiilonben .

Szamos korabbi eredmény azt mutatja, hogy a sejtés teljesiil. Példaul abban az
esetben, ha T" kételem [38], ha T" iranyitasnélkiili graf [19], vagy ha az A(T) alge-
bra konzervativ [6], a sejtést igazoltak. Tovabbi eredmények, amelyek megerésitik
a sejtést: [17], ha az A(T) algebrdnak van tobbségi mivelete, [7], ha az A(T") alge-
branak van Malcev-termmiivelete, [3] és [21], ha A(T) egy olyan algebra, melynek
kevés részhatvanya van.

A [17] cikkben T. Feder és M. Vardi megnutattak, hogy barmely CSP(T') prob-
léméahoz 1étezik egy olyan véges részbenrendezett halmaz, amelyhez tartozo retrak-
ciéprobléma polinom idében ekvivalens a CSP(T') problémaval. Ebbél az kovetkezik,
1d. [29], hogy T. Feder és M. Vardi dichotémiasejtését elegendé olyan véges relacios
strukturakra bizonyitani, melyek reldciéi az alaphalmaz egyelemii részhalmazai és
egy részbenrendezés. fgy reményeink szerint az elsé tipuskizarasi tételiink szerepet
jatszhat a dichotomiasejtés igazoldsaban, mig a tovabbi 6t tipuskizarasi tételiink a
dichotémiasejtés specidlis eseteinek igazolasaban lehet hasznos segédeszkoz.



3. KORLATOS SZELESSEGU PROBLEMAK ES ALGEBRAK

Az értekezés 3. Fejezetében a [30] cikkben kozolt eredmények attekintését adjuk.
Ebben a cikkben a korlatos szélességii problémak strukturajat tanulmanyoztuk, és
egy olyan tételt bizonyitottunk, amely kapcsolatot teremt a korlatos szélességii prob-
lémékhoz tartozé algebrak és a bevezetésben emlitett egyik Malcev-osztély kozott.
A [30] cikkiinkben T. Feder és M. Vardi [17]-et kévetve definidltuk a korldtos szé-
lességli problémékat egy kétszemélyes jaték segitségével. Megmutattuk, hogy ezek a
CSP-beli problémak polinom idében megoldhatéak egy specialis lokélis konziszten-
cia algoritmus segitségével.

A [30] cikkben algoritmusunkat a korlatos szélességli problémakhoz tartozé alge-
brék tulajdonsagainak vizsgalatara haszndltuk. Bevezettiik a kovetkezo természetes
definiciét. Egy véges A algebra korldtos szélességi, ha minden A véges tipusu rela-
ciés strukturara, amelynek az alaphalmaza megegyezik A alaphalmazaval és melynek
relacidi A véges részhatvanyai, a CSP(A) probléma korlatos szélességii.

A [30] cikkiinkben a kovetkezd két megérzési tételt bizonyitottuk korlatos szé-
lességii algebrékra.

3.1.Lemma [30]. Korldtos szélességii véges algebra altal generdlt varietdsban min-
den véges algebra korldtos szélesséqii.

3.2. Tétel [30]. Ha A és B olyan véges algebrak, melyekre az A dltal generdlt vari-
etds interpretdlhato a B dltal generdlt varietasban, és A korldtos szélességi, akkor
B is korldtos szélességii.

A [30] cikk f& eredményének bizonyitasahoz a kovetkez lemmét hasznaltuk, mely-
nek bizonyitdsa a [20] és [44]-ben szerepld eredményekbél rakhaté ossze.

Egy algebra affin, ha az alaphalmazan létezik egy modulus 1gy, hogy az algebra
és a modulus polinommiiveleteinek klénjai megegyeznek.

3.3. Lemma [30]. Egy V lokdlisan véges idempotens varietdsra ekvivalensek a kivet-
kezd feltételek:

(1) V tipushalmaza nem tartalmazza az 1-es és 2-es tipusokat.
(2) V nem interpretalhatd egyetlen legaldbb kételemdi affin algebra dltal generdlt
varietasban sem.

A lemma és a megOrzési tételek segitségével adodik a kovetkezo eredmény, mely
a [30] cikk f6 eredménye.

3.4. Tétel [30]. Tetszdbleges korldtos szélességli véges idempotens A algebrdra az A
altal generdlt varietas tipushalmazdban nincs 1-es és 2-es tipus.

Tételiink alkalmazhaté annak bizonyitasara, hogy konkrét CSP-beli problémék
nem korlatos szélességliek. A [30] cikkben a tétel hdarom alkalmazdsat mutattuk be.
Tegyiik fel, hogy adott egy N'P-teljes CSP-beli probléma, amirdl azt szeretnénk bi-
zonyitani, hogy korlatos szélességli. Ez természetesen kovetkezik, hogyha feltessziik,
hogy P # NP, mivel a korldtos szélességli problémak P-beliek. Erdekes lehet egy
olyan bizonyitds is, amely nem hasznélja a P # NP feltevést. Elsé két alkalmaza-
sunkban ilyen bizonyitasokra mutattunk példat.

Legyen H egy irreflexiv, szimmetrikus irdanyitott graf. A [19] cikkben P. Hell éa
J. Nesetfil bebizonyitotték, hogy a CSP(H) probléma P-beli, ha H péros gréf, és a
CSP(H) probléma N'P-teljes kiilonben. A 3.4. Tétel elsé alkalmazdsaként P. Hell
és J. Nesettil bizonyitdsat analizélva a [30]-ban megmutattuk, hogy CSP(H) nem
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korlatos szélességii, ha H nem péros graf. A [35] cikkben J. Nesetfil és X. Zhu
ugyanezt az eredményt mas modszerekkel bizonyitottédk.

Cikkiikben a kovetkezo kérdést is felvetették: vajon létezik-e direkt bizonyitas
a P # NP feltevés nélkiil arra, hogy CSP(H) nem korldtos szélességili abban az
esetben, amikor H egy olyan kor, melynek minden éle valahogy iranyitva van, és
a CSP(H) probléma N'P-teljes. A 3.4. Tétel segitségével sikeriilt pozitiv vélaszt
adnunk a J. Nesetril és X. Zhu altal felvetett kérdésre. Eredményiink T. Feder azon
bizonyitasara tamaszkodik, amelyben megmutatja, hogy barmely H korre, melynek
minden éle valahogy irdnyitva van a CSP(H) probléma P-beli, vagy N P-teljes, 1d.
[15].

Harmadik alkalmazasunkban példat mutattunk olyan rendezésprimal algebrara,
mely altal generalt varietas tipushalmaza nem tartalmazza az 1-es tipust, de tartal-
mazza a 2-es tipust. Ilyen példa eddig nem volt ismert. Kiilonds moédon ennek az
eredménynek a bizonyitdsdhoz sziikségiink volt a P # NP feltevésre.

A [30] cikkben a kovetkezd sejtést fogalmaztuk meg.

3.5.Sejtés [30]. Legyen T egy olyan véges tipusi véges struktira, melyre az A(T)
algebra idempotens. Ekkor CSP(T') pontosan akkor korldtos szélességi, ha az A(T)
altal generdlt varietds tipushalmaza nem tartalmazza az 1-es és 2-es tipusokat.

Nemrégiben bizonyitottuk a [31] cikkben, hogy az idempotens esetben sejtésiink
ekvivalens T. Feder és M. Vardi korlatos szélességli problémakra vonatkozd sej-
tésével. Sejtésiink bizonyitdsara részeredmények sziilettek a kongruenciadisztributiv
esetben E. W. Kiss és M. Valeriote [24] cikkében, valamint C. Carvalho, V. Dalmau,
P. Markovié¢ és M. Mar6ti [11] cikkében.

4. VECGES ALGEBRAK FELETTI POLINOMEGYENLET-RENDSZEREK
MEGOLDHATOSAGA

Az értekezés 4. Fejezetében a [49] cikkben kozolt eredmények attekintését adjuk.
A [49] cikkben véges algebrék feletti polinomegyenlet-rendszerek megoldhatdsdgét
tanulmanyoztuk. Egy véges tipust véges A algebra esetén az A feletti polinomegyenlet-
rendszerek megoldhatdségi probléméja a kovetkezé dontési probléma, jele SysPol(A):
dontsiik el, hogy vajon adott, A feletti, véges sok egyenletbol dllo S polinomegyenlet-
rendszernek létezik-e megolddsa A felett.

Jelolje SysPol a SysPol(A) alakd problémdk osztalyat, ahol A véges tipusu
véges algebra. Szamos dichotémiatételt sikeriilt bizonyitani SysPol problémaoszta-
lyra specidlis algebraosztalyok felett. Példdul M. Goldmann és A. Russell [18]-ban
dichotomiatételt bizonyitanak SysPol-ra csoportok felett. O. Klima, P. Tesson és
D. Thérien [25]-ban igazoljédk a dichotémidt SysPol-ra monoidok és méas véges félc-
soportosztalyok felett. Azt is bizonyitjak, hogy minden véges tipusu véges T struk-
tura esetén létezik olyan A algebra, hogy CSP(T) polinom id6ben ekvivalens a
SysPol(A) probléméval.

A [29] cikkben bizonyitottuk a kdvetkez6 eredményt, amely lehetévé teszi SysPol
tanulmanyozéasat a CSP segitségével.

4.1. Tétel. Legyen A véges tipusi véges algebra. Ekkor SysPol(A) polinom idében
ekvivalens a CSP(T) problémdval, ahol a T struktira alaphalmaza megegyezik az A
alaphalmazaval, és'T reldacioi az A alapmiveleteinek grafjai és az alaphalmaz dsszes
eqyelemi részhalmaza.
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Az el6z6 tétel alkalmazdasaként a kovetkezo eredményt bizonyitottuk SysPol-ra
[29]-ben.

4.2. Tétel. Legyen A wvéges tipusi véges algebra. Ha A-nak mincs kompatibilis
Taylor-mivelete, akkor a SysPol(A) probléma N'P-teljes.

Ennek segitségével a 2.9. Sejtés atfogalmazhatd SysPol-ra a kévetkezdképpen.

4.3.Sejtés. Legyen A wvéges tipusi véges algebra. FEkkor a SysPol(A) probléma
P-beli, ha A-nak van kompatibilis Taylor-miuelete, és a SysPol(A) probléma N'P-
teljes kiilonben.

Meglepé médon az A algebra vagy az A altal generdlt varietds tipushalmazara
kirétt feltételek mellett dichotémiatételek bizonyithatéak SysPol-ra. Az elsé ilyen
jellegii dichotémiatételiinket [29]-ben bizonyitottuk. A tétel a kovetkezd.

4.4. Tétel. Legyen A olyan véges tipusi véges algebra, hogy A tipushalmaza nem
tartalmazza az 5-0s tipust, és az A dltal generdlt varietds tipushalmaza nem tartal-
mazza az 1-es tipust. Ekkor a SysPol(A) probléma P-beli, ha eqy A affin algebra,
és a SysPol(A) probléma N'P-teljes kiilonben.

A [49] cikkben egy hasonld, de bonyolultabb dichotémiatételt bizonyitottunk azon
feltétel mellett, hogy az A altal generalt varietds tipushalmaza nem tartalmazza az
1-es tipust, azaz A-nak van Taylor-termmiivelete. A 4.5. Tétel azt az alapvet6 ered-
ményiinket tartalmazza, amely az 1j dichotéomiatételiink bizonyitdsdhoz vezetett.

Egy S félcsoportot Abel-csoportok félhalojanak neveziink, ha S-nek van egy olyan 6
kongruencidja, hogy S/6 félcsoport egy félhald, és a O-blokkok Abel-féle részcsoport-
jal S-nek. Megjegyezziik, hogy Abel-csoportok barmely véges S félhaléjanak van
egy egyértelmiien meghatdrozott idempotens xy™" 'z, n > 1, alaki hdromvéltozos
termmoiivelete.

4.5. Tétel [49]. Legyen M véges halmaz. Legyen xy egységelemes kétvdltozds mivelet,
t pedig Taylor-midvelet M-en, és tegyiik fel, hogy xy felcserélhetd t-vel. FEkkor a
kovetkezok teljesiilnek:
(1) zy Abel-csoportok félhdldjanak mivelete.
(2) At dltal generdlt kion tartalmaz egy hdromvdltozds xy™ 1z alaki idempotens
miveletet.

Egy algebrat, melynek van Taylor-termmiivelete, Taylor-algebrdnak neveziink.
Egy olyan Taylor-algebrat, melynek van kompatibilis Taylor-mtvelete dupldn Taylor-
algebrdnak neveziink. A dupldan Taylor-algebrék a [49]-ban bizonyitott kiovetkezé
jellemzése foszerepet jatszik dichotomiatételiink bizonyitasaban.

4.6. Tétel [49]. Eqgy véges Taylor-algebra pontosan akkor duplin Taylor-algebra,
ha van olyan kompatibilis idempotens hdromuvaltozos mivelete, amely kiterjesztheto
véges Abel-csoportok félhdldjdnak xy™ 1z alaki termmiiveletévé.

A bizonyitdas masik f6 Osszetevéje a V. Dalmau, R.Gavalda, P. Tesson és D.
Thérien [12]-ban leirt specidlis CSP-beli problémék megoldasara vonatkozé polinom
idejii algoritmusan alapszik.

4.7. Tétel [49]. Legyen M wvéges Abel-csoportok félhdldja, és T véges tipusi véges
reldcios struktira, melynek alaphalmaza részhalmaza M alaphalmazdanak. Ha M
idempotens xy" 'z alaki termmivelete megérzi T alaphalmazdt és reldcidit, akkor
létezik egy polinom ideji algoritmus a CSP(T) probléma megolddsdra.



Ezek utdn a 4.2., 4.6. és 4.7. Tételeket felhasznalva kapjuk [49]-ban szerepld 6
tételiinket.

4.8. Tétel [49]. Legyen A véges tipusi véges algebra, amely dltal generdlt vari-
etds tipushalmazdban nem szerepel az 1-es tipus. FEkkor a SysPol(A) probléma
P-beli, ha van olyan kompatibilis idempotens hdaromudltozos mivelete A-nak, amely
kiterjeszthetd véges Abel-csoportok félhdldjanak xy™ 'z alaki termmiveletévé, és a

SysPol(A) probléma N 'P-teljes kiilonben.

A kovetkezo tétel altalanositasa O. Klima, P. Tesson és D. Thérien monoidokra
vonatkozo tételének, és lefed bizonyos olyan eseteket, amikor az algebra, illetve az
altala generdlt varietas tipushalmazaban szerepel az 1-es tipus. Bizonyitasa szintén
a 4.5. Tételen alapul.

4.9. Tétel [49]. Legyen A wvéges tipusi véges algebra, amelynek xy egységelemes
kétvdltozds polinommivelete. Ekkor a SysPol(A) probléma P-beli, ha xy Abel-
csoportok félhdlojdnak mivelete és az idempotens hdromudltozés xy™ 'z mivelet
kompatibilis mdvelete A-nak, és a SysPol(A) probléma N'P-teljes kilonben.

Nemrégiben sikeriilt bizonyitani a 4.8. és 4.9. Tétel kozos altalanositasat. Azt
mondjuk, hogy A-n értelmezett transzforméciok egy F' halmaza szepardlo, ha A
barmely két kiilonboz6 a és b elemére létezik egy f € F' transzformdcid, melyre

fla) # f(b).

4.10. Tétel. Legyen A véges tipusi véges algebra, amelynek F' eqy eqyvdltozos poli-
nommduveletekbol dllo szepardlo transzformdciohalmaza gy, hogy minden f € F-
re létezik eqy g kétvdltozds polinommdivelete A-nak, melyet f(A)-ra megszoritva
egy kétvdltozds egységelemes miveletet kapunk. Ekkor a SysPol(A) probléma P-
beli, ha van olyan kompatibilis idempotens hdromuvaltozos mivelete A-nak, amely
kiterjeszthetd véges Abel-csoportok félhdldjanak xy™ 'z alaki termmiveletévé, és a

SysPol(A) probléma N'P-teljes kiilonben.
Ebbdl a tételbol a 4.8. Tétel kdvetkezd szép altalanositasa adddik.

4.11. Kovetkezmény. Legyen A véges tipusi véges algebra, amely tipushalmazdban
nem szerepel az 1-es tipus. FEkkor a SysPol(A) probléma P-beli, ha van olyan
kompatibilis idempotens hdromudltozos mivelete A-nak, amely kiterjeszthetd véges
Abel-csoportok félhdldjanak xy™ 'z alaki termmiveletévé, és a SysPol(A) probléma
NP-teljes kiilonben.
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