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Constraint satisfaction probléma

T véges relaciés struktira

Input: Egy véges T struktira, amely hasonlé T -hez.

Kérdés: Létezik-e homomorfizmus Z-bél T -be?




Példak CSP-re

@ Haromszinezési probléma
@ Boole-kielégithet&ségi problémak

o Egyenletrendszer megoldhatésagi problemak



Dichotémiasejtés

CSP(7) probléma NP-beli tetszéleges 7 esetén.

Schaefer (1978)

Ha T alaphalmaza kételemi, akkor CSP(7T) polinomidében
megoldhaté, vagy NP-teljes.

Dichotémiasejtés (Feder, Vardi (1993))

Barmely T -re CSP(T) polinomidében megoldhaté, vagy NP-teljes.




CSP és algebrak

o Tetszbleges T struktarara A(7) jeldli azt az algebrat, melynek
alaphalmaza megegyezik 7 alaphalmazaval, miiveletei pedig a
T relacioit meg6rzé miiveletek.

e Jeavons (1998): CSP(7') probléma komplexitasat teljesen
meghatarozza A(7') algebra.

@ Bulatov, Jeavons és Krokhin: a Feder-Vardi sejtés algebrai
formaja



Hobby-McKenzie féle tipusok

@ Hobby és McKenzie: szelid kongruenciak elmélete

@ Minden véges algebrahoz tipushalmaz tartozik, amely
részhalmaza az {1,2,3,4,5} halmaznak.

1: unér tipus

2: vektortér tipus

3: Boole-algebra tipus
4: halé tipus

5: felhalo tipus



A dichotémiasejtés algebrai valtozata

o Varietas: azonossagokkal definialt algebraosztaly.

e Varietds tipushalmaza: a benne szerepl6 véges algebrak
tipushalmazainak unidja.

Az algebrai dichotémiasejtés (Bulatov, Jeavons, Krokhin (1998))

Legyen T olyan struktirara, melyre A(T) algebra idempotens.

e Ha az A(T) altal generalt varietas tipushalmaza nem
tartalmaz 1-es tipust, CSP(7T) polinomidében megoldhatd,

@ kiilsnben a CSP(T) probléma NP-teljes.




Hobby és McKenzie: 6 varietasosztaly tipuskizarassal

1¢ typiV}

typlVt 2 1,2
1,5 ¢ typv

typlV} » 1,2,5
1,4,5 ¢ typlV}

typth » 1,2,4,5



Hobby és McKenzie: 6 varietasosztaly tipuskizarassal

1¢ typiV}

csoportok félhaloi

typlV} » 1,2
félhalok 1,5 ¢ typv

csoportok haloi

typlV} » 1,2,5
halok 1,4,5 ¢ typ{V}

csoportok

typth » 1,2,4,5

Boole-algebrak



Larose, Zadori (2004): 0j tipuskizarasi tételek

o Kompatibilis részbenrendezett halmaz varietasban: egy
varietasbeli algebra alaphalmazan értelmezett részbenrendezett
halmaz, melynek részbenrendezését az algebra miiveletei
megdrzik.

o A kovetkez6 tételekben V egy tetszéleges lokalisan véges
idempotens varietas.



1. Tétel

A kévetkezék ekvivalensek:

(1) 1 ¢ typ{V}.

(2) V minden véges sszefiiggé kompatibilis részbenrendezett
halmazanak homotdpiacsoportjai egyelemiiek.

2. Tétel

A kovetkez6k ekvivalensek:

(1) typ{V}Nn{1,5} =0.

(2) V minden véges sszefiiggé kompatibilis részbenrendezett
halmaza lebonthaté.
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3.Tétel

A kbvetkezék ekvivalensek:

(1) typ{V}n{1,4,5} = 0.

(2) 'V minden véges Gsszefliggd kompatibilis részbenrendezett
halmaza egyelemii.




Korlatos szélességii problémak

o CSP(T) korlatos szélességti, ha egy specialis, lokalisan miikods
algoritmus megoldja a problémat. Az algoritmus polinomidejdi.

@ A algebra korlatos szélességii, ha minden A alaphalmazan
értelmezett 7 struktarara, melynek relaciéit megérzik A
miiveletei, CSP(7") korlatos szélességii.



Larose, Zadori (2006): korlatos szélességii problémak

Ha CSP(T) korlatos szélességti, akkor A(T) is az.

Ha A algebra korlatos szélességti, akkor V(A)-ban minden véges
algebra is az.

Legyen V lokalisan véges idempotens varietas. Ekkor
typ{V} N {1,2} =0, ha V-ben minden olyan algebra, amelynek
alapmiiveletei termmiiveletei egy modulusnak egyelemii.

Feder, Vardi:
A legalabb kételemii véges modulusok nem korlatos szélességiiek.




F6 eredmények korlatos szélességii problémakra

Larose, Zadori (2006)

Ha A korlatos szélességii idempotens algebra, akkor V(A)
tipushalmaza nem tartalmaz sem 1-es, sem 2-es tipust.

Barto, Kozik (2008)

A megforditas is teljesiil.

Barto, Kozik (2008)

Legyen T olyan struktirara, melyre A(T) algebra idempotens.
Ekkor, ha az A(T) altal generélt varietas tipushalmaza nem
tartalmaz sem 1-es, sem 2-es tipust, CSP(7T) polinomidében
megoldhaté.




Polinom-egyenletrendszer probléma

A véges algebra

Input: S polinomegyenletekbdl allé egyenletrendszer
A algebra felett.

Kérdés: Megoldhaté-e S az A algebra felett?




Negativ eredmény SysPolra

Feder, Madelaine, Stewart (2004)

Minden T véges relaciés struktiira esetén CSP(T) polinom idében
ekvivalens egy SysPol(A) problémaval, ahol A olyan unér algebra,
melynek két darab egyviltozés miivelete van.




Pozitiv eredmények SysPolra

Goldmann, Russel (2002)

Legyen A véges csoport. Ekkor SysPol(A) polinomideji, ha A
kommutativ csoport, és NP-teljes egyébként.

Klima, Tesson, Thérien (2004)

Legyen A véges monoid. Ekkor SysPol(A) polinomideji, ha A
kommutativ csoportok félhaloja, és NP-teljes egyébként.




SysPol mint CSP

Larose, Zadori (2006)

Minden A véges algebra esetén SysPol(A) polinom idében
ekvivalens egy CSP(T ) problémaval.

Larose, Zadori (2006)

Legyen A véges algebra olyan, hogy az A az altal generalt varietas
tipushalmazaban nincs 1-es és 5-6s. Ekkor SysPol(A) polinomidejd,
ha A polinomialisan ekvivalens egy modulussal, és NP-teljes
egyébként.




SysPol-ra vonatkoz6 f6 eredményeim (2008)

1. Tétel

Legyen A véges algebra, melynek xy egységelemes kétvaltozos
polinommdivelete. Ekkor SysPol(A) polinomideji, ha

@ xy kommutativ csoportok félhaléjanak szorzasmiivelete,

@ ésazxy !

A SysPol(A) probléma NP-teljes egyébként.

z miivelet kompatibilis A-val.

2. Tétel

Legyen A véges algebra, melynek tipushalmazaban nincs 1-es.
Ekkor SysPol(A) polinomidejd, ha
@ A-nak van egy haromvaltozés kompatibilis mivelete, mely
kiterjesztheté kommutativ csoportok félhaldjanak xy 'z alaki
miiveletévé.

A SysPol(A) probléma NP-teljes egyébként.




