A 2023. évi Schweitzer Miklos Matematikai
Emlékverseny feladatainak (nem hivatalos)
megoldasai

1. feladat. Igazoljuk, hogy ha X egy végtelen, k szdamossdgi halmaz, akkor
van X részhalmazainak olyan F rendszere, hogy

(i) X minden k szimossdgu A részhalmazdhoz van olyan F € F, amelyre
ANF szdmossdga K, €s

(ii) X nem dll eld k-ndl kevesebb F-beli, és eqy k-ndl kisebb szamossagi
halmaz unidjaként.

Megoldds. (Tobb versenyzd dolgozata alapjdn.)

Jelolje || a szamossagot. Az allitast abban az erésebb forméban igazoljuk,
hogy olyan F is létezik, amelyre (ii) mellett az alabbi allitas is teljesiil:

(i’). Minden A C X-hez van olyan F € F, amelyre AN F szimossdga
megegyezik A szdmossdgdval.

I. Elgszor legyen k regularis szamossag. Legyen X = Ug.,X¢ az X egy
felbontasa k darab k szamossagu paronkent diszjunkt halmaz unidjéara, és
legyen F* az X, halmazok, és azon H C X halmazok Osszessége, amelyek
minden X¢-t pontosan egy elemben metszenek. Ha A C X szdmossaga x,
akkor vagy

a) azon &-k halmaza, amelyekre XN A nem {ires, x szamossagu, és akkor
minden ilyen metszetbdl kivalasztva egy-egy elemet (plusz még egy-egy tet-
szélegeset a tobbi X,-bol), kapunk egy H € F* halmazt amelyre |[HNA| = &,
vagy pedig

b) a x regularitdsa miatt van olyan &, hogy |A N X¢| = &, és ekkor is
készen vagyunk (i)-vel.

Ez a rendszer tehat teljesiti az (i) feltételt. Ugyanakkor, ha tekintiink
F, € F*, n < A < k, k-nal kevesebb F*-beli halmazokat, akkor van olyan
£ < K, hogy X, ezek egyikével sem egyezik meg, ezért X NU, -, F; legfeljebb
A szamossagl. Igy X¢ \ U,<\F, szamossiga, és igy méginkiabb X \ U<\ F),
szamossaga k. Ez azt jelenti, hogy X nem all el6 az F,, € F*, n < A, halmazok
és egy k-nal kisebb szdmossagu halmaz uniojaként, azaz (ii) is teljesiil.
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Hogy az erésebb (i’)-t kielégité F rendszert kapjunk nem kell mést ten-
niink, mint F*-hoz hozzavenni az X 0sszes, k-nal kisebb szamosssagu részhal-
mazat. Vilagos, hogy ekkor (i) fennall, és a regularitas miatt (ii) is érvényben
marad.

II. Ezek utdn legyen x szinguldris. Ekkor £ = 3 . ke, ahol cf(k)
a K kofinalitdsa, és minden k¢ szamossag kisebb k-nal. A k¢ szamossagok
helyett a rékovetkezd /-4:? szamossagokat tekintve feltehetd, hogy mindegyik
ke regularis. Legyen X = Ug cf(r)Xe az X felbontdsa paronként diszjunkt
ke szamossagu halmazok unidjara, és legyen F; egy, az I. részben igazolt
rendszer az X, halmazra. Allitjuk, hogy ha F az F = Ue<et(n) Fe, Fe € Fe,
alaka halmazokbol all, akkor F teljesiti az (i’) és (ii) feltételeket.

Valoban, ha A C X, akkor minden &-re van olyan F € F¢ hogy
(AN Xe) N Fe| = [AN X,

amibdl azonnal adodik, hogy az F' = U¢Fy € F halmazra

ANFI =Y [(ANF)n X = ST 1(ANX) N Fl = S 1(ANXo)| = [A].
13 3 13

Masrészrél ha A, N < k és F" € F, n < X és |H| < X, akkor van olyan
¢ < cf(k) hogy A\, N < kg, ezért az Fe rendszer valasztasa miatt az (F7)e,
n < A és H halmazok unidja nem fedheti le X¢-t, és igy az F', n < X és H
halmazok uni6ja nem fedheti le X-et, ami igazolja a (ii) tulajdonsagot.

Ezzel a bizonyitéast befejeztiik.

Erkezett 15 dolgozat. Helyesen oldotta meg Gdspdr Attila, Imolay Andrds és Ko-
csis Anett, tovdbbd lényegében jo Firedi Erik és Foldesi Andrds megolddsa. Rész-
eredményt ért el Lovas Mdrton, Ocsovszki Akos, Raikovich Levente és Sztranydk

Gabriella.

2. feladat. Legyenek Gy, Gy, ... eqy Hausdorff-tér végtelen nyilt részhalma-
zai. Bizonyitando, hogy vannak olyan Vo, Vi, ... pdronként diszjunkt végtelen
nyilt halmazok és ng < ny < --- indexek, amelyekre V; C G, teljesil minden
7 =0,1,... esetén.

Megoldds. (A kitizd megolddsa.)

1. eset. Tegyiik fel, hogy minden x pontnak van olyan U, kornyezete, hogy
U, \{z} csak véges sok G-t metsz. Ekkor legyen ng = 0, zo € Gy tetsz6leges,
és Uy, C Gy a fenti tulajdonsaga kornyezet, amelyre (U, \ {z0o}) N G; =0
minden j > nj-re, végiil pedig legyen Vy := U, \ {z0}. Ezutdn hasonl6an
legyen z1 € G, U,; C G, a fenti tulajdonsagu kornyezet, amelyre (U, \
\{z1}) N G; = 0 minden j > ny > ny-re, és legyen Vi = Uy, \ {z1}. Az
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eljarast folytatva vildgos, hogy egy kivant tulajdonsagu Vg, Vi, ... rendszert
kapunk.

2. eset. Most tegyiik fel, hogy van olyan x pont, hogy annak barmely U
kornyezetére U\ {z} végtelen sok G-t metsz. Legyen U, az x egy kirnyezete,
Gy N(Uo\{x}) # 0, z9 € Gy N (Up\ {x}), és valasszuk el az x es z( pontokat
egy-egy Uy C Uy és Vo C Gy, N Uy kornyezettel (azaz U; es Vj diszjunktak).
Legyen ny > ng olyan, hogy G,,, N (Uy \ {z}) # 0, 21 € G,, N (Uy \ {z}) és
valasszuk el az = es 1 pontokat az Uy C U; es V) C G, NU; kornyezetekkel.
Az eljarast folytatva ismét vilagos, hogy egy kivant tulajdonsaga Vg, Vi, ...
rendszert kapunk.

Erkezett 19 dolgozat. Helyesen oldotta meg Fleiner Zsigmond, Fildesi And-
rdas, Gaspdr Attila, Hegedds Ddniel, Imolay Andrds, Kalocsai Zoltdin, Kocsis Anett,
Lovas Mdrton, Seres-Szabo Mdrton és Zolomy Kristdf, tovdbbd lényegében jo Ko-
kényesi Mdrk, Raikovich Levente és Szabo Eszter megolddsa. Részeredményt ért el
Németh Mdrton Tamds és Somogyi Dalma.

3. feladat. Legyen X = {xo,z1,...,x,} egy véges metrikus tér alaphalmaza,
ahol a pontokat induktiven gy soroljuk fel, hogy minden 1 < k < n-re xy
mazximalizdlja az {xg,x1,...,2x_1} pontoktol vett tdavolsdgok szorzatdt. Iga-

zoljuk, hogy ha eqy x € X-re II, az x pontnak a tér tébbi pontjatol vett
tdavolsdgainak szorzata, akkor 11, < 2" I, minden z-re.

Megoldds. (Tobb versenyzd dolgozata alapjan.)

Legyen x = xy, es jeloljik a kérdéses szorzatot I, ,1-gyel, feltiintetve,
hogy hany pontua térrdl is beszéliink. Az n szerinti indukciéval okoskodunk.

Az allitas vilagos ha n = 1 vagy k = n, és tegylik fel, hogy igaz mar
az allitds n-nél kisebb természetes szamokra. Legyen k < n, és legyen m a
legnagyobb j < n, amelyre d(z;, z;) < d(x,,z;). Ekkor k <m < n.

Ha m = 0, akkor persze k = 0, és minden 0 < j < n-re d(z,,x¢) <
< d(xj,x9),

d(zp, z;) < d(xy, x0) + d(xo, ) < 2d(z0, ),

amibdl kapjuk, hogy

n—1 n—1
I1,, = d(x,,xo) H d(zp, z;) < d(zy, x0) H 2d(z0, z;) = 2" '1,,.
j=1 j=1

Ha m > 0, akkor a felsoroléas tulajdonsagabol

n—1 n—1
(1) a1 = H d(zy, ;) H d(@n, 7;) < 1y ms H d(@n, ),
j<m Jj=m Jj=m



és ugyanakkor

(2) zk,n—i-l H d xlﬁxj H d(xkaxj) = sz,m-&-l H d(xlﬂxj)'

Jj<m, j#k Jj=m+1l Jj=m+1l
Az indukcios feltevés szerint
L, 1 < 27 'y
Haj=m+1,...,n—1, akkor
d(zp, z;) < d(xn, xk) + d(xg, ;) < d(g, ) + d(2g, ;) = 2d(x), T5),
tovabba
AT, ) < d(Tp, 2x) + ATk, T) < d(Tp, 2x) + d(2), T8) = 2d(2), T),

ami azt mutatja, hogy az (1)-ben szereplé n — m tényezss szorzat legfeljebb
akkora, mint a (2)-ben szereplé n — m tényezss szorzat 2"~ "-szerese, amivel
az allitas adodik (1)-bdl es (2)-bdl n-re is.

Megjegyzések:

1. A 2"~ konstans pontos. Valoban, legyen az {wy,...,r,} pontokon a
metrika az, amelynél x, tavolsdga minden mas ponttol 1, és minden mas
tavolsag 2. Ekkor a feladat feltételei teljesiilnek, es IT,, = 2"~! = 2", .

2. Tébb versenyz6 igazolta az erésebb 11, < 2" k11, | k < n, egyenl6t-
lenséget (hogy ezt megkapjuk, a fenti megoldasban tekintsiik kiilén a k < m
és k = m eseteket, és az els6nél alkalmazzuk az erésebb allitas indukcids
feltevését).

3. A feladatbeli felsorolas/konstrukecié Leja lengyel matematikustol ered
az 1950-es évekbdl, aki a sik egy X kompakt halmazanak valamely xq pont-
jabol kiindulva ugy definidlta az 1, xs, ... € K sorozatot, hogy minden k-ra
x, maximalizalja a d(z,zg) - - - d(x, 1) szorzatot az x € X elemeire.

4. A feladat V. V. Andrievskii és F. Nazarov egy eredményéhez is kap-
csolodik a sik kompakt halmazain vett Leja pontokra vonatkozo Lebesgue-
konstansokkal kapcsolatban (ld. V. Andrievskii and F. Nazarov, A simple
upper bound for Lebesgue constants associated with Leja points on the real
line, J. Approz. Theory, 275 (2022)).

Megolddst adott be Féldesi Andrds, Fiiredi Erik, Gdspdr Attila, Hegedis Ddniel,
Imolay Andrds, Ivanyos Janos, Kalocsai Zoltdin, Kempf Alex, Kocsis Anett, Koké-
nyesi Mdrk, Lovas Mdrton, Németh Mdrton Tamds, Somogyi Dalma, Szabd Eszter
és Zolomy Kristof; dsszesen 15 dolgozat. Minden beérkezett megoldds helyes.



4. feladat. Hatdrozzuk meg azokat az X,Y C R halmazpdrokat, amelyekre
igaz a kovetkezd : ha f(x,y) olyan figguény az X XY halmazon, amely minden
x € X-re azy eqy polinomjdval egyezik meg Y -on, és minden y € Y-ra az x
eqy polinomjdval egyezik meg X -en, akkor f kétvdltozds polinom az X XY
halmazon.

Megoldds. (A kitizék megolddsa.)

Megmutatjuk, hogy az X, Y halmazpar pontosak akkor megfelels, ha X és
Y koziil valamelyik véges vagy nem megszamlalhato. ElGszor az elegendGséget
igazoljuk.

Ha valamelyik halmaz véges, pl. Y = {y1, ..., Ym }, és minden j-re f(z,y,) =
= p;(x) az X halmazon valamilyen p; polinommal, akkor nyilvan

Hk;ﬁ]?/ Yr)
ij s (v — w0)

az X x Y halmazon, és a jobb oldal egy kétvaltozos polinom.

Feltehetjiik tehat, hogy mindkét halmaz végtelen, és pl. X nem megszam-
lalhaté. Ekkor van olyan N, és olyan nem megszamlalhato X; C X, hogy
minden z € Xj-re f(z,y) legfeljebb N-edfoku

N
- E ax,jy]
j=0

polinom y-ban az Y halmazon. Valasszunk N + 1 kiilonb6z6 yo, y1, ..., YN
pontot Y-ban. Az a,; egyiitthatok az f(z,yx), k = 0,..., N, értékekbdl
meghatarozhatok a Cramer-szaballyal, azaz a,; az f(z,yx), k = 0,...,N

értékek egy olyan linearis kombinacioja, amelyben a lineéris egyiitthatok csak
az yr szamoktol fiiggenek (azaz x-t6l nem). Mivel itt minden k-ra f(x,yx)
mint x fiiggvénye polinom, azt kapjuk, hogy a, ; x-ben polinom. Tehat

f(x,y) Z s iy

minden y € Y-ra és minden x € X;-re, de ekkor minden x € X-re is, hiszen
mindkét oldal x-nek polinomja rogzitett y esetén.

Ez igazolja a feltétel elegendGségét.

A sziikségességhez tegyiik fel, hogy X és Y megszamlalhatoan végtelenek:
X ={z;}320, Y = {y;}20- Az f(7),Yx))55—0 tablazat diagonalisaba irjuk be
rendre az e/(%il+1%i142) 5 =01, ... szamokat, és a tablazat tobbi részét tolt-
siik ki sorba véve az elsd sort, majd az elsé oszlopot, majd a méasodik sort és
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a masodik oszlopot, sit., oly médon, hogy minden sorban es oszlopban egy
polinom értékei alljanak (pl. a j-edik sorban az f(z;,yx) szamok egy poli-
nom értékei legyenek rendre az yo, y1, ... helyeken). Mivel véges sok helyen
megadott szdmok mindig megegyeznek valamely polinomnak az adott helye-
ken felvett értékeivel, ez a rekurziv kitoltés megtehets. Ugyanakkor barmely
kétvaltozos p(x,y) polinomra van olyan N, hogy [p(z,y)| < (|| + |y| + 2)
minden x-re es y-ra, ami a diagonalis valasztasa miatt azt adja, hogy az
f(xj,y;), 7 =0,1,... értékek nem egyezhetnek mind meg a p(z;,y;) értékek-
kel valamilyen p polinommal.

Erkezett 15 dolgozat. Helyesen oldotta meg Fleiner Zsigmond, Fiiredi Erik, Gds-
pdr Attila, Hegedids Ddniel, Imolay Andrds, Kalocsai Zoltdn, Kocsis Anett, Németh
Marton Tamds és Zolomy Kristdf; lényegében jo Foldesi Andrds, Kdkényesi Mark
és Sztranydk Gabriella megolddsa. Ertékes részeredményeket ért el Kempf Alex,
Lovas Mdrton és Somogyi Dalma.

5. feladat. Legyen G egy tetszdleges véges csoport, és jeldlje t,(G) az
f:G" =G, f(r1,29,...,2,) = apx1ay - -+ Tpay (ag,...,a, € Q)
alaki figgvények szamat. Hatdrozzuk meg {/t,(G) hatdrértékét, ha n — oo.

Megoldds. (A kitiz6 megolddsa.) Jelolje az a = (ag, a1, . . ., a,) vektorhoz
tartozo fliggvényt fa.

Lemma. Legyen G egy csoport, és jelélje Z a centrumdt. Tetszdleges a,b €
€ G esetén ekvivalensek a kivetkezdk:

(Z) fa:fb;'
(ii) ag--+an ="bg---b, ésa;'b; € Z (i=0,...,n).

Bizonyitds. Vezessiik be a ¢; = ai_lbi jeloleést.
(ii) = (i): Tth. ap---ap, =by-- b, és ¢; € Z (i =1,...,n). Ekkor

aO"'an:bO"'bn:(CLOC(])"'(ancn):CO"'Cn'aO"'ana

amibdl az kovetkezik, hogy cq - - - ¢, = 1. Ezt felhasznalva megkapjuk, hogy
Ja=Jfb:

Jo(x) = (apco)x1(arcy) - xp(ancn) = coC1 -+ Cy - GoT1a7 * +  Tpy = fa(X).

(i) = (ii): Tegyiik fel, hogy fa = fu. Ekkor ag---a, = fa(l,...,1) =
= fo(l,...;1) =by---b,. A ¢; € Z éallitast n szerinti teljes indukcioval bizo-
nyitjuk.



— Az n = 1esetben f,, 4, (1) = apr101 = box1by = fpyp, (1) minden x; €
€ G-re, kovetkezésképp o1 - a1b; " = ag by - 1. Ebbdl kovetkezik, hogy
co = aglbo € Z, hiszen aalbo = ozlbl_1 (a fent bizonyitott aga; = bob;
egyenléség miatt). Mivel ¢; = a;'b; konjugaltja cy = a;b; " inverzének,
c1 € Z is teljesiil.

— Tegyiik fel, hogy n > 2, és hogy (n — 1)-re igaz az allitas. TetszGleges
a € G"! esetén

fa(l‘h s 7mn—171) = fa’(xla s 7xn—1)7 ahol a’ = (a()a ey Ap—2, an—lan)-

Ugyanilyen atalakitast alkalmazva az fy, fiiggvényre is, az fa = fp
egyenlGségbdl az indukcios hipotézis alapjan kovetkezik, hogy

€0y Cly vy Cng € Z, (Ap_10) 'bop_1bp = @, cp1by = a; ' cp_1a,cn € Z.
Az fa(1,29,...,x,) figgvényt hasonlé moédon atalakitva kapjuk, hogy
al_lcoalcl €l €L, ..., Ch1EL CpE L.

A fentiek igazoljak, hogy ¢; € Z (i =0,...,n), kivéve az n = 2 esetet,
mert ott csak ¢ € Z és ¢y € Z jon ki a fentiekbdl, de ¢; € Z nem. Ezt

az esetet igy kezelhetjiik:

(ay'coarcr € Zéscg € Z) = coct € Z = c¢1 € 7. O

A lemma allitasat igy is megfogalmazhatjuk:
fa=fo <= Feco,...,cn € Z:b=aic; (1=0,...,n)ésco ¢, = 1.

Ebbél kivetkezik, hogy rogzitett a € G™! esetén |Z|" darab olyan b €
€ G egyiitthatovektor létezik, amelyre f, = fi, (hiszen pl. a cq,...,cp 1
elemeket tetszélegesen valaszthatjuk a centrumbol, és ezek mar egyértelmtien
. |G|n+1

meghatarozzak c, értékét). Igy t,(G) = VAR

a keresett hatarérték pedig

. Gl |G|
1 [—— =1 \ C— = A
o { g = Vel g =160 4

Erkezett 15 dolgozat. Helyesen oldotta meg Foldesi Andrds, Firedi Erik, Gds-
pdr Attila, Hegedis Ddniel, Imolay Andrds, Kempf Alex, Kocsis Anett, Seres-Szabd
Mdrton és Zolomy Kristdf, tovdbba lényegében j6 Fleiner Zsigmond megolddsa.
Részeredményt ért el Budai Adam és Kokényesi Mdrk.
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6. feladat. Igazoljuk, hogy minden elég nagy n természetes szam és 0 < k <
< n esetén van olyan m természetes szam, hogy m-nek pontosan k osztdja
van az {1,2,....,n} halmazbol.

Megoldds. (T6bb versenyzd dolgozata alapjdin.)
Feltessziik, hogy n elegend&en nagy, igy az x-nél nem nagyobb primsza-
mok 7(x) szamara (r = n és x = n/2) teljesiil a primszamtétel, azaz hogy

i<1+i)<w(a¢)< — (1)

Inz Inz Inz —4

Legyen n* = pi"ps®---p2 az 1,2,...,n szamok legkisebb kozds tobbszo-
rose, ahol p; < po < ... < p, primek. Legyen = az n* osztoja, és jeldlje d,(x)
az x szam n-nél nem nagyobb osztoéinak szamat. Ha x és p; olyanok, hogy
piz|n*, akkor

n

dn(z) +1 < d,(piz) < dn(x) + LZJ : (2)

Specidlisan, ha p; > n/2, akkor o; = 1, és d,,(p;x) = d,,(x) + 1.
Lemma. Ha n elegendden nagy, éslnn < p; < n/2, akkorr —i > L%J
Bizonyitds. Mivel n/2 és n kozé legalabb 2 prim esik, ha n elég nagy, igy

r—1> 2.
Ha n/(21nn) < p; < n/2, akkor (I)-t hasznélva

r—i=m(n) —w(p:) > w(n) - (E)>L 1+ 1y n
=7 m(ps) > m "\2) 7 n Inn/  2(In(n/2) —4)
S n > Somp>"
Inn 2Inn-—10" 3lnn i

Mésrészt ha n/(2lnn) > p; > Inn, akkor hasznaljuk (I)-t és a trivilis
m(x) < x becslést:

Inn Inn

1
r—i=mx(n)—mn(p) > - <1+—> — Di-
Itt a jobb oldal nagyobb, mint n/p; pontosan akkor, ha

1
- —(1+— ) p+n<o.
lnn Inn

A bal oldal a vizsgélt intervallumon monoton fogyo, és p; = Inn helyen
teljesiil az egyenl6tlenség (elegendGen nagy n-re). Ezzel a lemmat belattuk.
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Vegyiik észre, hogy van legalabb R = n/Inn — Inn olyan n-nél kisebb
prim, ami nagyobb Inn-nél, azaz vagy teljesiti a lemma feltételét, vagy n/2-
nél nagyobb.

Ha k < R, akkor a keresett m szamot megkonstrualhatjuk mohé modon.
Vegyiik sorban az Inn-nél nagyobb p; primeket «;-szer. Kezdetben m =1, és
a listdnkon legaldbb k kiilonb6z6 prim van. Minden lépésben megszorozzuk
m-et a listankon kévetkezs p elemmel: m’ = mp. Ha a kapott m’-re d,,(m’) <
< k, akkor folytatjuk az eljarast az 4j m = m/-vel, ha d,(m’) = k, akkor
készen vagyunk. Ha d,(m’) > k, akkor viszont p < n/2 kell legyen és igy
a lemma és szerint még tobb kiilonb6z6 prim van hatra listankon, mint
k — d,(m). Ezért p-t nem vessziik be a szorzatba, és folytatjuk az eljarast
m-mel. Mivel n/2 utdn méar minden 0j prim csak eggyel noveli d,, értékét,
igy az algoritmus sikeresen véget fog érni.

A k > R esetben legyen A azon n-nél kisebb szamok halmaza, amelyeknek
csak Inn-nél kisebb primosztoik vannak. Megmutatjuk, hogy A szdmossiga
kisebb, mint R. Az Inn-nél kisebb primek szédma legfeljebb s = 2Inn/Inlnn,
igy ha B azon szdmok halmaza, amelyek néhany kiilénbézé In n-nél kisebb
prim szorzataként elallnak, akkor |B| < 2°. Masrészt legyen C' az n-nél nem
nagyobb négyzetszamok halmaza, ekkor nyilvan |C| < /n. Vegyiik észre,
hogy minden A-beli z elGall egy B-beli és egy C-beli elem szorzataként, azaz
kell6en nagy n-re

Ebbél kovetkezik, hogy ha n*-bol Gsszeszorozzuk az Osszes Inn-nél kisebb
alapu primhatvanyt, akkor a kapott szamnak k-nél kevesebb n-nél nem na-
gyobb osztdja lesz, ha n elég nagy. Innen viszont a fentiek szerint jarhatunk
el ismét, csak most m kezdeti érték nem 1, hanem a Inn-nél kisebb alapt
primhatvanyok szorzata. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Megjegyzések:

1. Az allitas minden n-re igaz, ezt Fiiredi Erik dolgozataban helyesen
megsejtette. Errél hamarosan Makay Géza cikkeiben olvashatunk bévebben,
amelyek az Erint6ben és KoMaLban fognak megjelenni (varhatoéan 2023. de-
cemberében és 2024. januéarjaban).

2. Tébb versenyzd bevezette a W(n,r) fliggvényt, amely azon n-nél nem
nagyobb pozitiv egészek szamat jeloli, amelyeknek nincs r-nél nagyobb prim-
osztojuk. A k > R eset Granville alabbi eredménye segitségével is kezelhet6:

U(n,lnn) = nlillr.;i'(l‘f‘o(l/lnlnn))’

ahogy n tart végtelenbe. Részletesen itt olvashatunk a témarol: A. Granville,
On positive integers < x with prime factors < tlog x, pp. 403—422 in Number



theory and applications (Banff, AB, 1988), edited by R. A. Mollin, NATO
Adv. Sci. Inst. Ser. C Math. Phys. Sci. 265, Kluwer, Dordrecht, 1989.

Erkezett 9 dolgozat. Helyesen oldotta meqg Fiiredi Erik, Gdspdr Attila, Kocsis
Anett, Németh Mdrton Tamds és Zolomy Kristéf. Ertékes részeredményekre jutott
Imolay Andrds és Kdkényesi Mdrk.

7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan D, K C N? halmazok, hogy

tetszdleges 4 elemd Ay és As halmazok esetén |Ay N As| = 1 akkor és csak
akkor teljesiil, ha léteznek olyan 4 elemid Az, Aa, ... halmazok, amelyekre

A; N A; =0 minden (i,j) € D-re, és |A; N A;| =2 minden (i,7) € K-ra.
Megoldas. A megoldashoz hasznaljuk az alabbi lemmét.

Lemma. Legyen m < n természetes szamok, és N == (n —1)(") + 2. Ekkor
tetszdleges Uy, ..., Uy n elemid@ halmazokra, amennyiben |U;NU;| = m teljesiil
minden 1 < i < j < N-re, akkor | ﬂf\il U;| =m.

Legyenek Uy, ..., Uy halmazok a lemméban elsirt feltétellel. A skatulyelv
szerint létezik egy olyan n elemd I C {2,..., N}, hogy az U; N U; metszet
ugyanaz az m elemd R halmaz minden ¢ € [I-re. Elegendd igazolni, hogy
R C Us; minden més Uy (azaz s ¢ I U {1}) esetén is. Ehhez tekintsiik a
paronként diszjunkt X; = U; \ R (i € I U {1}) halmazokat. Ha valamely U,
nem tartalmazza R-t, akkor sziikségképpen belemetsz mind az n 4+ 1 darab
X; halmazba, ezért legalabb n + 1 elemt, ami ellentmondéas. Ezzel a lemmat
belattuk.

A tovabbiakban legyen n = 4,m = 2, s igy a lemma szerint N = 20.

A feladat allitasa azonnal kovetkezik az alabbi allitasbol (az A,, B, és C
halmazok megfelels atnevezése utan).

Allitas. Legyenek C és Ays tetszdleges 4 elemi halmazok. Ekkor |CNAys| = 1
pontosan akkor teljesil, ha léteznek olyan szintén 4 elemid A;j 1 <i < j <
<5,(i,7) # (4,5) és By, :i € {1,...,5},k € {1,..., N} halmazok, hogy

(a) minden 1 <i<5¢és1<k<l<N esetén |By N By| =2,
(b) minden 1 <i<j<5és1<k <N esetén By, N Bj; =0,

(¢c) minden 1 <i<j<5és1l<k<N esetén |A;; N By| = |Ai; N Bj| =2,
€s

(d) minden 1 <i < j <4 esetén |C' N A;;| = 2.

10



Elgszor is tegyiik fel, hogy |C' N Ass] = 1. Ebben az esetben léteznek
olyan aq, as, as, a4, as, by, b, b, by, by paronként kiilonbozs elemek, hogy C' =
= {ay,a9,a3,a4} és Ays = {ay, by, as, bs}. Tekintsiink tovabba ¢y, dy, : 1 <
<1 <51 <k < N elemeket tgy, hogy minden kiilénb6z6 modon jelolt
elem kiilonbo6z6. Definialjuk ekkor az A;; : 1 < i < j < 5,(4,5) # (4,5) és
By i€ {l,...,5},k€{l,..., N} halmazokat a kovetkezGképpen.

(i) Ay = {aiabiyajabj}
(i) Bix = {ai, bi, ci, dir }-

(Vegyiik észre, hogy (i,7) = (4,5) esetén is teljesiil (i).) Konnyen ellen-
6rizhet, hogy a fenti halmazok kielégitik a fenti (a)—(d) feltételeket.

A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy léteznek olyan A;; : 1 < i < 5 <
<5,(i,5) # (4,5) és By, =i € {1,...,5},k € {1,..., N} halmazok, amelyek
teljesitik az (a)—(d) feltételeket. Belatjuk, hogy ekkor |C'N Ays| = 1.

Legyen 1 < i <5 tetszleges. Ekkor az (a) feltételbsl kovetkezik, a lem-
méat hasznélva, hogy létezik olyan X; két elemid halmaz, amelyre a B;; hal-
mazok paronkénti metszete megegyezik X;-vel. A (b) feltételbdl kovetkezik,
hogy az X, X5, X3, X4, X5 halmazoknak paronként diszjunktaknak kell len-
niiik. Vélasszunk most tetszéleges 1 < i < j < 5 indexeket. Ekkor az (a)
és (c) feltételek szerint az A;; és By, : 1 < k < N halmazokra egyiitt is
igaz, hogy a paronkénti metszetiik 2 elemi. Ez a Lemma szerint csak gy
lehetséges, ha ez a metszet pontosan X;. Specidlisan X; C A;;. Hasonlokép-
pen kévetkezik, hogy X; C A;;. Mivel |A;;| = 4,|X;| = |Xj| = 2, és az
X; és X, halmazokrol tudjuk, hogy diszjunktak, igy tudjuk, hogy val6jaban
A =X, UXj (%).

Azt allitjuk, hogy |C'N X;| = 1 minden ¢ € {1,2,3,4} esetén. Valoban
legyen s; = |C' N X;|. Ekkor a (x) észrevételt hasznalva a (d) feltétel az
si+s; =2:1<1i<j <4 egyenletrendszerhez vezet. Az 51 + s9 = 51+ 53 =
= 51 + s4 egyenletekbdl azonnal kovetkezik, hogy sy = s3 = s4 és hasonléan
s1 = o is. Igy a fenti egyenletrendszer egyetlen megoldasa s; = sy = s3 =
= s4 = 1. Mivel |C] = 4, ezért ebbdl adodik az is, hogy C' C X; U X, U X3 U
U X,. Ujra hasznélva a () feltételt, és hogy az X1, X», X3, X4, X5 halmazok
paronként diszjunktak kovetkezik, hogy C'N Ays = C'N Xy, amirdl a fentiek
szerint tudjuk, hogy pontosan egy elemd.

Erkezett 14 dolgozat. Helyesen oldotta meg Firedi Erik, Gdspdr Attila, Hege-
dis Ddniel, Imolay Andrds, Kokényesi Mdrk, Lovas Mdrton, Seres-Szabd Mdrton,
Sztranydk Gabriella és Zolomy Kristdf, tovdbbd lényegében jo Kocsis Anett meg-
olddsa. Megfeleld konstrukciot adott Fleiner Zsigmond, Ivanyos Jdnos és Kempf
Alex.

11



8. feladat. Legyen q egy tetszdleges nem azonosan 0 komplex egyiitthatds
polinom, és I'y = {z : |q(2)| = 1} a szintvonala. Igazoljuk, hogy minden
2o € T'y pontra van olyan p polinom, amelyre |p(zo)| = 1, de minden z-tdl
kiilonbozd z € T'j-ra |p(z)| < 1 teljesiil.

Megoldds. (Gdaspdr Attila megolddsa.) Ha g konstans és 1 abszolut érték,
akkor az allitds hamis, mert I'y = C, igy p-nek korlatosnak kellene lennie,
de akkor csak konstans lehet, ami nem teljesiti a feltételt. Ha ¢ konstans, de
nem 1 abszolut értékd, akkor az allitas trivialis, mert I'y = ). A tovabbiakban
feltessziik, hogy ¢ nem konstans.

Régzitsiink egy 2y € I'y-t. Vilagos, hogy ha |¢| = 1, akkor I'¢, = T',.
Emiatt feltehets, hogy ¢(z) = 1.

Legyen ,

po(2) = () + @S

Ha |¢(z)| = 1, akkor

po(2) = q(z>+(CI(Z) - 1)(61(? —q(2)q(2)) _

_ o) (1 SUCEBITOR 1)) o) (1 lata) - 1|2> |

Mivel |g(z) — 1] < |g(2)| + 1 = 2, ebbdl kovetkezik, hogy

la(z) — 117 la(z) — 112
(2] = [1- 12 5

Ebbdl lathato, hogy ha ¢(z) # 1, akkor |po(2)| < 1.

A ¢-1-nek a zp-ban valamilyen k& > 1-re k-szoros gyoke van. Legyen r
olyan interpoléciés polinom, aminek a zy-ban legalabb 2k-szoros gyoke van,
és a ¢ — 1 minden 2z-t6l kiilonb6z6 z gyokére r(z) = —1. Ilyen van, mert a
g-1-nek véges sok gyoke van.

Legyen p = pg + er alaku, ahol £ > 0 valés. Mivel ¢ (z9) = 1 és 1 (z) =
= 0, ellendrizhetd, hogy p (z9) = 1. Megmutatjuk, hogy ha ¢ elég kicsi, akkor
minden z € I',)\ {zo}-ra |p(z)| < 1. A ¢ nem konstans, ezért lim,_,, ¢(z) = oo,
tehat a I'; kompakt. Igy elég azt megmutatni, hogy minden z € I';-nak van
olyan U kornyezete, hogy ha ¢ elég kicsi, akkor minden w € UN (L, \ {20})-ra
plw)] < 1.

Legyen z € I',. Eloszor tegyiik fel, hogy q(z) # 1. Ekkor |pg(2)| < 1. A py
folytonossaga miatt a z-nek van olyan korlatos U kornyezete, ahol |py(2)| <
< 1 — ¢ valamilyen § > 0-ra. Az r korlatos az U-n, ezért ha az ¢ elég kicsi,
akkor e|r| < ¢ az U-n. Ekkor az U-n |p| < |po| +¢|r| < (1 —9)+d = 1.

—1—
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Most tegyiik fel, hogy ¢(z) = 1 és z # z,. Ellendrizheto, hogy
[p(w)[* = [po(w)* + 25 Re (r(w)po(w) ) +2r(w) 2
Mivel |po(w)| < 1 minden w € I';-ra, elég azt megmutatni, hogy
2 Re (r(w)M) +2fr(w))? < 0

a z-nek egy kornyezetében. Lathato, hogy r(z)po(z) = —1, igy a folytonossag
miatt van olyan korlatos U > z kornyezet, ahol 2 Re (rpg) < —1. Az r korlatos
az U-n, ezért ha e elég kicsi, akkor ¢|r|> < 1 az U-n. Ekkor teljesiil, hogy

2¢ Re (r(w)M) +2fr(w)|? < e(—1+1) =0

minden w € U-ra, tehat |p(w)| < 1 minden w € U N ['j-ra.
Végiil tegyiik fel, hogy z = 2. Tudjuk, hogy a (q(w) — 1)*nek 2k-szoros,
az r-nek legalabb 2k-szoros gyoke van a zp-ban, ezért az

(g—1)

a zp-nak egy kornyezetében korlatos. Legyen U egy ilyen kornyezet, és legyen
e olyan kicsi, hogy e|r| < |¢ — 1/?/10 az U-n. Az is feltehetd, hogy U-n a 2
a ¢ — 1 egyetlen gyoke. Ha w € U NI, és w # 2y, akkor

la(w) — 1]

—1/?
: lg(w) — 112 _

10

[p(w)] < |po(w)| +elr(w)| =1 - +elr(w)] <1- L.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: A feladat sajnos pontatlanul lett kittizve, a versenybizottsag
teljes értékd megoldasként csak azt fogadta el, ha a versenyzé a trivialis
ellenpélda észrevétele utan az altalanos esetre igazolta az allitast.

Erkezett 10 dolgozat. Helyesen oldotta meg Gdspdr Attila, Kocsis Anett és Zo-
lomy Kristéf, tovdbbd lényegében jo Fiiredi Erik megolddsa. Ertékes eredményt ért
el Kokényesi Mark és Gdrgydn Barnabds.

9. feladat. Legyen C[—1,1] a [—1,1] intervallumon folytonos valds figgvé-
nyek tere a szokdsos szuprémum normdval, és legyen V' eqy zdrt, véges kodi-
menzids altere C|—1,1]-nek. Igazolandd, hogy valamely legfeljebb 1 normdji
p € V polinomra p'(0) > 2023.

Megoldas.
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Legyen X = C[—1,1], ||-]| a szuprémum norma, x : X — X/V a hanyados
leképezés. A V = X eset trivialis, ezért feltessziik, hogy X/V dimenzi6ja d >
> 1. Legyen {ey,...,eq} az X/V egy bazisa. Valasszunk f; € X elemeket
ugy, hogy k(f;) =e;, 7 =1,...,d, éslegyen Y az fi,..., fq altal kifeszitett
altere X-nek. Ekkor X =V @Y. Legyen I1: X — X a V@Y felbontas altal
definialt projekcio Y-ra. Mivel V' és Y zartak, a zart graf tétel alkalmazaséval
IT folytonos.

Jelolje P a polinomok alterét X-ben. Legyen (gx) olyan polinomsorozat
P-ben, amelyre ¢},(0) = 1 és ||gx|]| — 0, ha k — co. Pl g.(z) = (1 — 2?)*.

A p polinom megadésara harom konstrukciét mutatunk.

1. (Gaspar Attila megoldéasa alapjan.) Legyen [ : Y > Z;‘l=1 cifi —
(c1,...,cq) € R4 és L = [oll. Ekkor L : X — R? folytonos sziirjektiv
linearis operator, amelynek a magja V. Legyen £ € {&1}4 és

Us={g9geX:sgnlLi(g) =¢&,i=1,...,d}.

Vilagos, hogy Us # () és nyilt. P = X alapjan létezik s¢ € P N Ug. Feltehet6
|sell < 1/2. Az, = qx/+/||qx|| polinomokra ||74| — 0 és r7,(0) = oo, k — oo.
Vélasszuk k-t olyan nagyra, hogy ||ry|| < 1/2, 73,(0) > 2023 — s;(0) és 1, +
+ s¢ € Us minden ¢ € {£1}? esetén. Ekkor a pe = ry + s¢ € Ug polinomra
Ipell < 1 és pi(0) > 2023, £ € {£1}".

Tegyiik fel, hogy az orig6 nincs benne az L(p¢)-k konvex burkaban. Ekkor
a Farkas-lemma szerint van olyan v € R¢, hogy Z?Zl v;Li(pe) > 0 minden
¢-re. Ez ellentmondas arra a &-re, amelyre & = —sgn(v;), hav; #0,av; =0
esetben pedig &; tetszbleges.

[gy van olyan a¢ > 0, hogy deag =183 cacl(p) =0. Ap=73_, aep;
polinomra az L linearitdasa matt L(p) = 0, azaz p € V, tovabba kénnyen
lathato hogy p'(0) > 2023, ||p|| < 1.

2. (Zolomy Kristof megoldasa alapjan.) A hy = ¢x/||qk|| polinomokra
lhell = 1, k = 1,2,..., és hi(0) = oo (k — o0). A {Ilhy,IThy,...} C Y
halmazbol valasszunk egy maximalisan fiiggetlen részhalmazt tgy, hogy I1h;-
t akkor vessziik hozza, ha nincs benne a kisebb indexti [1h;-ek altal kifeszitett
altérben. Legyenek ezek Ilhy,, ..., I1Ag, , m < d.

Ekkor minden & > k,,-re

Z Cthkj + ¢ llh, =0

Jj=1

valamely ¢y, ..., ¢, cx € R esetén, ahol feltehets ¢, > 0 és Z;”Zl lcj|+cx = 1.

14



Az (ay, ..., an) = || 25, a;Ilhy; || folytonos fiiggvény a kompakt {(a1, ..., an) €
€ R™:1/2 < 37" Ja;| < 1} halmazon felveszi az o minimumat, ami pozitiv,
mert 1Ay, ..., 11y, fliggetlenek.

Nyilvan |[IThg|| < ||TI||||he]] = ||IT]|. Ha I1hy = 0, akkor ¢ = 1 valaszthato.
Ha ¢, < 1/2, akkor > " . [e;] > 1/2 és

I D L
[ — I

Tehat k > k,, esetén ¢ > ¢ = min{1/2, a/||II|} > 0.
Minden k > k,,-re legyen p;, = 2721 cjhi,+crhy € P.Ekkoracy, ..., ¢y, cp
vaaksztasa és Il linearitasa miatt Ilp, = 0, és igy pr = (id —II)pr € V N P.

Tovabba [Ipxl| < >°71, [¢j| +cx =1 és

Ck

m

p1(0) = chi(0) — Z |, (0)] = o0 (i = 00)

teljesiil. Tehat elég nagy k-ra p; teljesiti a feltételeket.

3. I(X) = I(P), mert P = X. II(P) C II(P), mert II folytonos. Mivel

[I(P) C Y, Y véges dimenzios, ezért II(P) = II(P). Igy II(X) = II(P) C
C TI(P) = TI(P) C TI(X). Innen TI(P) = TI(X) kovetkezik, és létezik p; €
€ P ugy, hogy Il(p;) = f;, azaz p; — f; € V és k(p;) = k(fj) =€, j =
= 1,...,d. Tehat fi,..., fq helyett vehetjiik a p;,...,ps polinomokat a V'
egy komplementer alterének a megadasahoz, azaz feltehets, hogy Y C P.

Mivel ¢ € P, llg € Y C P, ezért (id —II)g, € V N P, tovabba
((id =I1)gx)'(0) = ¢;,(0) — (Hgx)'(0) = 1 — (Ilgx)'(0).

A véges dimenzios Y C P altéren barmely két norma ekvivalens, tehat van
¢ > 0 ugy, hogy minden & indexre |(TIg;)"(0)| < || (Tgx) ||+ || Tgx || < ¢||Tg|| <
< c|||[||gkll- Mivel ||lgx]| — 0, k — oo, kapjuk, hogy ((id —II)gx)’(0) — 1,
k — oo. Nyilvan ||(id —IT)gx|| < (1+ ||TI|])||gk|| — 0, k — oo. Tehéat elég nagy
k-ra a
o= (id —IT) gy
F G —TD)g]
polinom V-beli, ||pg|]| =1 és p},(0) > 2023.
Erkezett 7 dolgozat. Helyesen oldotta meg Gdspdr Attila, Kocsis Anett és Zo-
lomy Kristof.

10. feladat. Legyen n > 2 adott természetes szam. Mutassuk meg, hogy nem
létezik olyan ¢ valds szdm, amelyre

exp(T ;— S) < Cexp(T) + exp(9)

- 2
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teljestil minden T, .S dnadjungdlt n x n-es komplex mdtrizra.
(Ha A, B onadjungdlt n x n-es komplex matrizok, akkor A < B azt jelenti,
hogy a B — A mdtriz pozitiv szemidefinit.)

Gdspdr Attila megolddsa: Rogzitsiink egy pozitiv valos z-et. Legyen

000 - 0 010 -0 1
00z 0 - 0 100 - 0 0
s=| 000 0| 7=l000 - 0] ,=]0
000 - 0 000 0 0

Az S diagonalis, ezért

1 0 0
0 e 0 - 0
exp(S)=| 0 0 1 - 0|,
00 0 -~ 1

emiatt v*exp(S)v = 1. Ebbgl adodik, hogy a

Utcexp(T) ; exp(S) .

nem fiigg z-t6l. Igy elég azt megmutatni, hogy az z-et jol megvalasztva a
. (T + S)
UV exp T (%

tetszblegesen nagy lehet. Mivel az exp hatvanysora nemnegativ egyiitthatos,
valamint S, T' és v elemei is nemnegativak, a fenti kifejezést alulrél becsiil-
hetjiik az egyik taggal:

T+S 1/T+S\° 1
vt exp (L) v>vts (L) v> —v'TSTy =

2 6\ 2 = 18
0 0 T
1 ! | . e
——otrs| 0o =2l O 2t 0 [ 22
w0 T [ TwY | | T
0 0 0

ez valoban tetszdlegesen nagy lehet.
Erkezett 5 dolgozat. Helyesen oldotta meg Gdspdr Attila.
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11. feladat. Legyen K eqy egységnyi teriiletd szabdlyos hdromszdog, és vd-
lasszunk n fiiggetlen véletlen pontot egyenletesen K-bol. Jelolje K,, a K dsszes
olyan eltoltjanak metszetét, amely tartalmazza a vdalasztott pontokat. Menny:
K, teriiletének a vdrhato értéke ?

Megoldds (Kékényesi Mdrk dolgozata alapjan).

Jelolje a, b, ¢ a hdromszog oldalait, és legyen m,, my, m. a megfelel§ ol-
dalnak és a hozza legkozelebb es véletlen pontnak a tavolsdga. Az eredeti
haromszog magassaga mg = 3/4. A kérdéses K, sokszogek metszete, ezért
maga is sokszog. Oldairanyai pedig csak K oldaliranyai koziil keriilhetnek ki,
ezért K, is egy szabélyos haromszog, amelynek magassaga mo — (m, + mp +
+ m,), igy teriilete

1
T = —= (mo — (Mo +mp +me))°.

V3

Vilagos, hogy m, > = pontosan akkor teljesiil, ha minden valasztott pont
egy mo— x magassagu szabalyos haromszogbe esik, ezért a véalasztott véletlen
pontok fliggetlensége miatt

P(m, > z) (%(mo _ x)Q)n, 2 € [0, mg).

Ugyanigy, m, > x és my > y pontosan akkor teljesiil egyszerre, ha minden
valasztott pont egy mg — x — y magassigu szabalyos haromszogbe esik, ezért

1 n
P(mg, > x,my >y) = (—(mo—x—y)Q) , T,y > 0,24y < mg.

V3

Ezekbdl derivalassal adodik az my, ill. (mg, my) valtozok strtségfiiggvénye

f(z) =37"2n(me — 2)™1,  z € [0, myl,
f<I7y) - S_n/22n(2n - 1)(m0 —x— y)2n—27 r,y > 07'7; +y < mg.
A kovetkezd varhato értékeket rutin szamolassal kaphatjuk:

mo

E(m,) = /0 Oa:f(a:)dx = o1’

mo 1 2 1
E(m?) = 2 f(x)de = 2nm? | — —
(ma) /0 v flo)de =2nmo \ o8 = 5T Y 3 )

E(mamp) = /Omo (/Omo_x :vyf(w,y)dy) do = ont 177)1(32714— %)
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Végiil a valtozok szimmetriaja miatt

E(T,) = % (mg + 3E(mz) + 6E(m,my) — 6m0E(ma))
6 6

_n+1+2n+1'

Ezt akartuk kiszamolni.

Megjegyzés: a fentiekhez hasonlé 6tletekkel kiszamithato az is, hogy nT(K'\
\ K,,) hatéreloszlasa (3,2) paramétert gamma eloszlas.

Erkezett 11 dolgozat. Helyesen oldotta meg Fiiredi Erik, Gdspdr Attila, Imolay
Andrds, Kocsis Anett, Kokényesi Mark és Zolomy Kristdf, tovdibbd lényegében jo
Kalocsai Zoltan megolddsa. Sztranydk Gabriella helyes eredményre jut, de gondo-
latmenete tilsdgosan szemléletre alapoz.
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