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1. Oszthatésag, legnagyobb k6z6s osztd, primfaktorizacié az egész szamok korében

Az oszthatésagi relacié alapveté tulajdonsagai

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam osztdja a b egész szamnak (b t6bbszdrdse a-nak), ha létezik olyan
c egész szam, amelyre b = ac.

Jelolés. Az oszthatosagi relaciot | jeloli: a | b <= Jec € Z: b= ac.

1.2. Tétel (az oszthatésag tulajdonsagai). Tetszoleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az aldbbiak:

(1) a | a; (reflexivitas) (6) a|l <= a==1,

(2) (a|beésb|c) = a|c; (tranzitivitds) (M) 0|a <= a=0;

(3) (a|bésb|a) < a=+b; B) (a|lbésalc) = a|bLg

4) 1|a; 9) alb = a|bg

(5) a|0; (10) a | b < ac]| be, ha ¢ # 0;
(11) a | b = |a| < |b], ha b # 0.

Bizonyitds.
(1) Az oszthatosag definicidja szerint olyan ¢ egész szamot kell talalnunk, amelyre a = ac. Nyilvan ¢ = 1 megfelels
lesz.

(2) Tth. a | bésb | ¢, azaz b = au és ¢ = bv alkalmas u,v egész szamokkal. Az els§ egyenlSséget a masodikba
helyettesitve rogton megkapjuk, hogy ¢ tébbszordse a-nak: ¢ = bv = (au)v = a(uv).

(3) Tth. a | bésb | a, azaz b = au és a = bv alkalmas u,v egész szamokkal. Az els§ egyenlGséget a masodikba
helyettesitve azt kapjuk, hogy a = bv = (au)v = a(uv). Ha a # 0, akkor egyszertsithetiink a-val: 1 = uv. Ez
csak u = v = %1 esetén teljesiil, és ekkor a = bv = £b. v Hatra van még az a = 0 eset; ekkor b =au=0-u =0,
és igy persze a = +b. v

Olyan ¢ egész szamot kell taldlnunk, amelyre a = 1 - ¢. Nyilvan ¢ = a megfelels lesz.

Olyan c egész szamot kell taldlnunk, amelyre 0 = a - ¢. Nyilvan ¢ = 0 megfelel§ lesz.

(4)

(5)

(6) Ez kovetkezik a (3)-as és (4)-es tulajdonségokbol (de persze kozvetleniil is kénnyen belathato).
(7) Ez kovetkezik a (3)-as és (5)-0s tulajdonsagokbdl (de persze kozvetleniil is konnyen belathato).
(8)

Tth. a|bésalc, azaz b = au és ¢ = av alkalmas u, v egész szamokkal. Ekkor b &+ ¢ = au £ av = a(u £ v), tehat
b £ c valéban tobbszorose a-nak.

(9) Ez kovetkezik a tranzitivitasbol, hiszen b | be.

(10) Az allitasnak az a | b = ac | be irdnya része minden c esetén igaz (még akkor is, ha ¢ = 0). Valoban, a | b
azt jelenti, hogy b = au alkalmas u egész szammal, és ekkor be = (au)c = (ac)u. v' A masik iranyhoz tfh. ac | be,
vagyis bc = (ac)u, ahol u egész szam. Ha ¢ # 0, akkor ezt az egyenl@séget c-vel egyszerisithetjik, és igy azt
kapjuk, hogy b = au. v’

(11) Tth. a | b, azaz b = au alkalmas u egész szammal. Ha b # 0, akkor u sem lehet nulla (ugye?), és igy |u| > 1.
Ezért |b] = |au| = |a| - |u| > |a] - 1 = |a|. v/
(]

1.3. Megjegyzés. Ha csak nemnegativ szamokat tekintiink, akkor (3) szerint (¢ | bésb | a) <= a = b. Ezt a
tulajdonsagot antiszimmetrianak nevezzik. A reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus relaciok neve részbenrendezési
reldcio. Tehat az oszthatosag részbenrendezés az Ny halmazon; masképp fogalmazva, (Ny; |) részbenrendezett halmaz.
A valés szamok szokasos rendezése is részbenrendezési relacio, tehat (R; <) is részbenrendezett halmaz. Halmazok kozott
pedig a tartalmazasi relacié részbenrendezés, igy példaul (P(U); C) részbenrendezett halmaz tetsz6leges U halmaz esetén.

TA pozitiv egész szamok halmazat N, a nemnegativ egész szamok halmazat N jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és No = {0,1,2,...}.
1
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(Itt P(U) az U halmaz hatvanyhalmazat jeloli.) Véges részbenrendezett halmazokat (de néha még végteleneket is) lehet
agynevezett Hasse-diagrammal abrazolni. Ime harom négyelemi részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjaz:

) o ® @)
VRN )

{a} Q
0 ()
({172v376}§§) ({1’273’6};|) (P({a7b})7g) ({TvaK7F};E)

1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy két egész szam asszocidlt, ha kolcsonosen osztjak egymast.

Jelblés. Az asszocialtsagi relaciot ~ jeloli: a ~b <= a |bésb|a.

1.5. Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy az asszocialtsag reflexiv és tranzitiv relacio, tovabba még szimmetrikus is:
a~b = b~ a. A reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus relaciokat ekvivalenciareldcionak nevezziik. Az ekvivalencia-
relaciok mindig meghatarozzék az alaphalmaz egy osztdlyozdsdt. Az egész szamok esetén a ~ b <= a = +b, ezért az
asszocialtsagi osztalyok itt {a, —a} alaka halmazok (a # 0 esetén kételemt, a = 0 esetén egyelemd halmaz).

1.6. Definicié. Az a € Z szamot egységnek nevezzik, ha a ~ 1 (vagy, ami ezzel ekvivalens: a | 1).
1.7. Allitas. Az egész szamok gytrdjében csak két egység van: 1 és —1.

1.8. Megjegyzés. Az oszthatosag, asszocidltsag, egység fogalma nemcsak az egész szamok gyftirijében, hanem barmilyen
kommutativ, egységelemes, zérusosztomentes gytriiben (azaz integritastartomdnyban) definidlhato, és hasonlo (de
nem pont ugyanilyen!) tulajdonsagokkal rendelkeznek.

Legnagyobb k6z6s oszt6, maradékos osztas, euklideszi algoritmus

1.9. Definicié. A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kdzos osztojanak nevezziik, ha kielégiti a kovetkezs
két feltételt:

(KO) d|aésd]|b;
(LN) VkeZ: (k|aésk|b) = k|d.
Hasonloan definidlhato egész szamok legkisebb kézds tobbszordse is.

Jel6lés. Az a és b szamok legnagyobb koézos osztojat lnko(a, b) vagy (a, b), legkisebb koz6s tobbszorosiiket pedig 1kkt(a, b)
vagy la, b] jelli.

1.10. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté nem egyértelmi: ha d legnagyobb koz6s osztoja a-nak és b-nek, akkor —d
oszthatosag szerepel, semmi mas). E két szdmon kiviil nincs mas legnagyobb kozos oszto, tehat az lnko asszocialtsag
erejéig egyértelmien meghatarozott, ezért szoktuk igy is irni: d ~ Inko(a,b). Szokasos megallapodas az is, hogy a két
érték koziil mindig a nemnegativat tekintjiik.

1.11. Megjegyzés. Jelolje egy a nemnegativ egész szam nemnegativ osztoinak halmazat D,. Ekkor a és b nemnegativ
koz0s osztoinak halmaza D, N Dy. Ezen a halmazon kétféle részbenrendezést is értelmezhetiink: a nagysag szerinti ren-
dezést és az oszthatOsag szerinti rendezést. A legnagyobb kozos osztéd altalanos és kozépiskolaban hasznalatos definicidja
szerint Inko(a, b) nem maés, mint a (D, N Dy; <) rendezett halmaz legnagyobb eleme. Az altalunk hasznalt Definicié
szerint Inko(a, b) nem méas, mint a (D, N Dy; |) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. Péld4ul a = 18, b = 30 esetén
DisN D3y ={1,2,3,6}. A (D15N D3p; <) és (D1g N Ds3p; |) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramja az Megjegy-
zésben lathato (a bal oldali két diagram az &dbran). Ha a és b is pozitiv (s6t, még akkor is, ha egyikiik nulla), akkor a
két definicio ekvivalens egymassal: ha d a legnagyobb eleme a (D, N Dy;|) részbenrendezett halmaznak, akkor minden
k € D,NDy esetén k | d, és igy k < d is teljesiil, tehat d legnagyobb eleme a (D, N Dy; <) rendezett halmaznak is (ugye?).
Ha azonban a = b = 0, akkor a (D, N Dy; <) rendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme (miért?), mig a (Dg N Dp;|)
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme 0 (ugye?). Tehat a = b = 0 esetén az ,iskolas” definici6 nem hasznalhato, az
segyetemi” definici6 viszont igen. Egy maésik el6nye az Definiciénak, hogy altalanosithato az egész szamok gytirdjérdl
més gytriikre, ahol nincs is ,nagysag szerinti” rendezés (méas kérdés, hogy legnagyobb kozos osztok nem minden gytriben
léteznek).
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1.12. Tétel (a maradékos osztas tétele). Ha a,b € Z, és b # 0, akkor léteznek olyan egyértelmtien meghatarozott ¢ és
r egész szamok, amelyekre a = bg+r és 0 < r < |b|.

Bizonyitds. El6szor az egzisztenciat bizonyitjuk. Tekintsiik az a — bq alakit nemnegativ szdmok halmazat:
R={a—bg:q€eZ}NNy.

Ez a halmaz nem iires (ugye?), igy van legkisebb eleme. (A természetes szamok egy fontos tulajdonsaga, hogy Ny minden
nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.) Jelolje r a R halmaz legkisebb elemét. Az R halmaz definicioja szerint
r el6all r = a — bg alakban alkalmas ¢ egész szdmmal, tovabba r > 0. Csak azt kell még igazolnunk, hogy r < [b]. Tth.
ezzel ellentétben r > |b|. Legyen ' = r — |b|; ekkor #/ > 0, tovabba v’ = (a — bg) — |b| = a — b(q¢ £ 1). Ez azt jelenti, hogy
r’ € R, ami ellentmondés, hiszen r’ < r, és allitolag r volt az R halmaz legkisebb eleme.

Most igazoljuk az unicitast. Tfth. a = bgy + 11 = bga + 12 és 0 < ry,7ry < |b]. Atrendezéssel azt kapjuk, hogy
b(q1 — q2) = 1o — 11, s igy

6] - lgr — g2| = [r2 — 7]

Nézziik meg, hogy mekkora lehet itt a jobb, illetve a bal oldal. Mivel 71 és ro is 0 és |b| — 1 kozott van, |ro — 1] < |b].
Masrészt, q1 # q2 esetén a bal oldalra || - |q1 — ga| > || teljesiilne. Ebbdl kovetkezik, hogy a két oldal csak ¢; = go esetén
lehet egyenls, és ekkor persze r; = ry (ugye?). v/ O

1.13. Definicié. Adott a és b egész szamok esetén az el6zé tételbeli ¢ és r kiszdmitasat maradékos osztdsnak nevezzik.
Az a szam az osztando, b az 0szto q a hdnyados, és r a maradék.

1.14. Lemma. Tetszbleges a,b, k € Z esetén a és b k6z6s 0sztoi ugyanazok, mint a — kb és b kdzos osztoi.

Bizonyitds. Ha s | a és s | b, akkor s | a — kb, és igy s kozos osztoja az a — kb és b szamoknak. Forditva, ha s | a — kb és
s | b, akkor s | (a — kb) + kb = a és, igy s kozOs osztdja a-nak és b-nek. O

1.15. Tétel (euklideszi algoritmus). Barmely két pozitiv egész szamnak van legnagyobb kézos osztoja, és az az euklide-
szi algoritmussal megkaphato. Az a = rg, b = ry pozitiv egész szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus maradékos
osztasok ismételt elvégzését jelenti:

ro=qri+r2  (0<ry <rp);
ri=gqra+1r3  (0<r3<rg);
ro=gqsrs+rs (0 <1y <r3);

Tic1 = qir +Tir1 (0 < ripq <1y);

Az eljaras véges szamu lépés utan véget ér: létezik olyan n € N, hogy r,+1 = 0. A legnagyobb k6z6s oszt6 az utolsod
nemnulla maradék, azaz lnko(a,b) = r,. A legnagyobb kozos oszto kifejezhets a két szam ,linedris kombinaciojaként”:
léteznek olyan x,y egész szamok, melyekre ax + by = Inko(a, b).

Bizonyitds. A b=1ry > 19 >1r3 > --- > 0 egyenl6tlenségekbsl lathato, hogy legfeljebb b 1épés utan nulla lesz a maradék.
Tth. r,+1 =0, azaz r, az utolsé nemnulla maradék.

Mivel ro = rg — q171, az @ Lemma szerint rg és r; k6zds osztoi ugyanazok, mint ry és 7o kozos osztoi: D,y N D,, =
D,, N D,,. Ismét alkalmazva az Lemmaét, kapjuk, hogy D,, N D,, = D,, N D,,, és igy tovabb:

D,NDy, =D, ND, =D, ND,,=D,,ND,, =+=D, ND, ., =D, NDy=D, NNyg=D,, .

Tn+41

Tehat a és b kozos (pozitiv) osztéi pontosan ugyanazok, mint r,, (pozitiv) osztoi. Ezek kozott pedig r, a legnagyobb
(nemcsak az oszthatosagi, hanem a nagyséag szerinti rendezésben is).

A tétel utolso allitasnak bizonyitasahoz ¢ szerinti indukciéval igazoljuk, hogy mindegyik r; el6all a és b ,linearis kom-
binaciojaként”:

Elxl-,yi cZ: r;=ax; + byl (11)

(Két dologban eltériink az indukeié szokasos sémajatol. Egyrészt nem minden ¢ nemnegativ egészre bizonyitunk, hanem
csak i =0,1,...,n-re. Mésrészt az indukcids 1épésben két 1épéssel nyilunk vissza: amikor ¢ 4 1-re bizonyitjuk az allitast,
nemcsak i-re, hanem ¢ — 1-re is feltessziik, hogy teljesiil. Emiatt a kezd6lépésnél is az els6 két értékre (1 = 0ési = 1)
kell ellendrizniink az allitast.)
Kezd6lépés: i =0 és i = 1 esetén trivialisan teljesiil (L.1)):

ro=a=a-1+b-0 (tehat xg =1 és yp = 0 jo lesz);
rin=b=a-0+0b-1 (tehat x1 = 0 és y1 = 1 jo lesz).
Indukcios lépés: Legyen 1 < i < n, és tfth. r;_1 és r; el6all a kivint modon; ez az indukcios feltevés:

ri—1 = axi—1 + by;—1 és r; = ax; + by;. (IH)
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Be kell latnunk, hogy (1.1)) teljesiil ¢ + 1-re is. Ehhez fejezziik ki az r;11 maradékot az euklideszi algoritmus megfelels
lépésébdl: r; 11 = r;—1 — q;r;. Helyettesitsiik r;_1 és r; helyébe az indukcios hipotézisben szerepld felirdsukat:
Tig1 = Tric1 — ¢iri = (awi_1 + by;_1) — qi(ax; + by;)
= a(zi—1 — qiwi) + b(yi1 — qiyi)-
Azt kaptuk, hogy 741 is kifejezhets a és b segitségével az elSirt modon, pl. x40 = i1 — Gi%; €S Yip1 = Yie1 — Y
egylitthatokkal. Ezzel kész az indukcids bizonyitas. O
1.16. Kovetkezmény. Barmely két egész szamnak létezik legnagyobb kozos osztdja.

Bizonyitds. Mivel minden szdm asszocidlt az abszolut értékéhez, elegendé nemnegativ egészekre bizonyitani az allitast.
Ha a és b is pozitiv, akkor a fenti tétel szerint Inko(a,b) létezik. Ha a = 0, akkor a-nak minden szdm osztoja, ezért a
és b kozos osztdl ugyanazok, mint b osztdi, és igy Inko(a,b) ~ Inko(0,b) ~ b. Hasonléan, b = 0 esetén azt kapjuk, hogy
Inko(a, 0) ~ a. O

1.17. Példa. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 150 és b = 54 szamokra, és fejezziik ki minden osztasbol (az
utolso kivételével) a maradékot a és b segitségével:

150 = 2-54 + 42 = 42 = 150-2.54 = a—2
54 = 1-42 + 12 = 12 = 54-—42 = b—(a—2b) = —a+3b

2 = 3.12 +@ —  [6] = 42-3.12 = (a—2b)-3(—a+30) = |da—11b
12 = 2. 6 +

Tehat Inko(a,b) = 6, és ez igy fejezhets ki a és b ,linearis kombinaciojaként”: 6 = 4a — 11b.
1.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok relativ primek, ha Inko(a,b) ~ 1. Jelolés: a L b.

1.19. Koévetkezmény. Tetszbleges a,b egész szamok esetén, ha Inko(a, b) # 0, akkor
@« b
Inko(a, b) Inko(a, b)
Bizonyitds. Tth. d := lnko(a,b) # 0 (milyen a,b esetén teljesiil ez?). Az a és b szamokat a = agd és b = byd alakba
irhatjuk alkalmas ag, by egész szamokkal (miért?). Az[l.15] Tétel szerint vannak olyan z, y egészek, amelyekre ax +by = d.

Egyszertsithetiink d-vel (miért?), és igy azt kapjuk, hogy aor + boy = 1. A bal oldal oszthato ag és by legnagyobb kozos
osztdjaval (miért?), tehat Inko(ag, bg) | 1, azaz ag és by valoban relativ primek. O

1.20. Kovetkezmény (Euklidész lemmaja). TetszGleges a, b, ¢ egész szamok esetén, ha Inko(a, b) # 0, akkor
a

ko(a D) | ©

Bizonyitds. Tth. d := Inko(a,b) # 0, és irjuk fel az a és b szamokat az Ko6vetkezmény bizonyitdsaban latott modon
a = apd és b = byd alakban. Ezzel a jeloléssel a bizonyitandé allitas igy fest:

albe =

aopd | bod - ¢ PRIN ap | c.
Mivel d # 0, a bal oldali oszthatésagot d-vel egyszertsithetjiik; igy a kovetkezd ekvivalenciat kell igazolnunk:
ag | boc PR ag | c.

A |, <7 irany trividlis (ugye?). A ,, = 7 irdnyhoz tth. ag | bpc. Az[1.15] Tételt hasznélva felirjuk a legnagyobb kizos
osztot ax + by = d alakban. Mindkét oldalt d-vel egyszertsitve, majd c- vel szorozva, azt kapjuk, hogy agcx + bocy = c.
Itt a bal oldalon mindkét tag oszthato ap-lal (miért?), ezért ¢ is oszthato vele, és épp ezt kellett bizonyitanunk. (Il

1.21. Példa. Milyen x egész szamokra lesz 150z oszthat6d 54-gyel? Euklidész lemmaja szerint

54
54150z <= ————— ‘ = 9|z
| 150z Inko(54, 150 | * &
Tehat az 54 | 150z ,oszthatosagi egyenlet” megoldashalmaza {...,—18,—-9,0,9,18,...}.

1.22. Kovetkezmény. Tetszbleges a,b, ¢ € Z esetén, ha a L b, akkor a | bc < a | c.

1.23. Tétel. Tetszbleges a, b, ¢ egész szamokra teljesiilnek az alabbiak:

(1) Inko (Inko (a,b) ,c) ~ Inko (a,Inko (b, c)); (6) Inko (a,b) ~a <> a|b;

(2) Inko (a,b) ~ Inko (b, a); (7) Inko (a + be, b) ~ Inko (a,b) ;

(3) Inko (a,a) ~ a; (8) Inko (a,b) - ¢ ~ Inko (ac, be) ;

(4) Inko (0,a) ~a (9) Inko (a,b) » 0 = Inko (lnko%ayb),m> ~1;
(5) Inko (1,a) ~ 1; (10) Inko (a,b) ~1 = Inko (a,bc) ~ Inko (a,c).

Bizonyitds. Az allitasok egy része kovetkezik a korabbi tételekbdl, mas résziik pedig kénnyebben lathato lesz majd abbdl,
ahogyan a legnagyobb kozos osztot kiszamitjuk a primhatvanytényezds felbontasbol, ezért nem bizonyitjuk Sket. O
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1.24. Lemma. Ha a és b relativ prim egész szamok, akkor tetszéleges ¢ € Z esetén
(alceésb|c) < ab]c.

Bizonyitds. A ,,<=" irany kovetkezik az oszthatosag tranzitivitasabol (ugye?). Az ,, =" iranyhoz tth. a |césb|c. Az
utobbibol az kovetkezik, hogy ¢ = bu alkalmas u egész szammal. Ekkor tehat a | ¢ = bu, és igy az Kovetkezmény
szerint a | u. Mindkét oldalt b-vel szorozva azt kapjuk, hogy ab | ub = ¢, és épp ezt kellett igazolnunk. O

1.25. Kovetkezmény. Barmely két egész szamnak létezik legkisebb tobbszorose, és minden a, b € Z esetén
Inko (a, b) - 1kkt (a, b) ~ ab.
Bizonyitds. Ha b = 0, akkor Inko(a,b) ~ Inko(a,0) ~ a és lkkt(a,b) ~ lkkt(a,0) ~ 0 (miért?), tehat ekkor teljesiil az

allitds. Az a = 0 eset hasonld, ezért most mar tfh. se a se b nem nulla. Legyen d ~ Inko(a,b), és legyen ¢t = %b.
Megmutatjuk, hogy ¢ legkisebb kozos tobbszordse a-nak és b-nek. Az vilagos, hogy t egy kozds tobbszords, hiszen t = a - %
ést=10-9. Tth. k egy tetszoleges kozos t&bbszords, azaz a | k és b | k. Ekkor § % 6s b | % is teljestl (miért?), és igy
az Lemma szerint § - g | g, hiszen § L g (lasd az m Kovetkezményt). Mindkét oldalt d-vel szorozva azt kapjuk,
hogy § - g -d | % -d, vagyis t | k, és épp ezt kellett bizonyitanunk (ugye?). O

Primszam, felbonthatatlan szam, a szamelmélet alaptétele

1.26. Definicié. A p € Z egész szam felbonthatatlan (idegen szoval: irreducibilis) elem az egész szamok gytr(jében,
ha p nem nulla, nem egység, és csak tgy bonthatd két egész szam szorzatara, hogy az egyik tényezd asszocidlt p-hez.
(Ekkor a masik tényezd sziikségképpen egység; ilyenkor trividlis faktorizdciordl beszéliink.) Formélisan:

p=0,1 é VabeZ: p=ab = (p~avagyp~D).

1.27. Megjegyzés. A p € Z elem akkor és csak akkor felbonthatatlan, ha asszocialtsig erejéig pontosan két osztdja van:
1 és p (ugye?).

1.28. Definicié. A p € Z egész szam prim(tulajdonsdgi) elem az egész szamok gytr(jében, ha p nem nulla, nem
egység, és valahanyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik tényezGjének. Formaélisan:

p=0,1 é VabeZ: plab = (p|a vagy p|b).

1.29. Megjegyzés. A fenti két definicio a felbonthatatlansag és a primtulajdonsag altalanos gytrtelméleti definicidja (az
egész szamok gytrtjére megfogalmazva). A  koznyelv” szohasznéalata tobb ponton is eltér ettdl. Egyrészt, a primszamokat
az Definiciéval (pontosabban annak az Megjegyzésben leirt atfogalmazaséaval, a nemtrivialis valodi osztok
hidnyéval) szokték definialni. Ez nem okoz nagy problémat, mert, amint a kovetkezs tételben latni fogjuk, az egész
szamok gytrtjében a felbonthatatlansag és a primtulajdonsig ekvivalens. A masik eltérés, hogy éaltalaban csak pozitiv
szamokat szokas primszamnak (illetve Osszetett szamnak) tekinteni. Ezt a konvenciot mi is megtartjuk: a tovabbiakban
primszamon a Z gytrd pozitiv felbonthatatlan elemét értjiik. Tehat p € Z primszam, ha

p>2 é Va,beN: p=ab = (p=avagy p=0»).

Hasonloképpen, dsszetett szamon olyan pozitiv egész szamot értiink, amelynek van nemtrivialis faktorizaciéja. Ha
negativ szamokat is meg akarunk engedni, akkor nem primszdmokrol, hanem prim elemekrsl beszéliink (noha persze ezek
is szamok).

1.30. Tétel. Az egész szamok gytirtjében a felbonthatatlansag és a primtulajdonsig ekvivalens.

Bizonyitds.

° ‘ prim = felbonthatatlan ‘ Tth. p prim elem a Z gytrtiben. Mivel p = 0,1, csak azt kell igazolnunk, hogy

p-nek minden felbontésa trivialis. Legyen p = ab egy tetsz6leges felbontas. Ekkor a | p és b | p (ugye?), tovabba
p | ab is teljestil(miért?). Utobbibol a primtulajdonsag szerint kovetkezik, hogy p | a vagy p | b. Az els§ esetben
(figyelembe véve az a | p oszthatosagot) azt kapjuk, hogy p ~ a, a masodik esetben pedig hasonléan kovetkezik,
hogy p ~ b. Ezzel belattuk, hogy minden p = ab felbontéas trivialis, tehat p felbonthatatlan.

° ‘fclbonthatatlan — prim ‘ Tth. p felbonthatatlan elem a Z gytriben. Ekkor p ~ 0,1, ezért csak azt kell

igazolnunk, hogy ha p | ab, akkor sziikségképpen p | a vagy p | b. A p | ab oszthatosagbol Euklidész lemmaja
szerint kovetkezik, hogy m | b. Mivel p felbonthatatlan és Inko(p, a) osztoja p-nek, csak két lehetGség van
a legnagyobb kozos osztora: Inko(p,a) ~ 1 vagy Inko(p,a) ~ p. Az els§ esetben a fenti m | b oszthatosag
egyszeriien azt jelenti, hogy p | b (ugye?). Ha pedig Inko(p, a) ~ p teljesiil, akkor p | a (miért?). Ezzel belattuk,
hogy p osztdja a és b koziil legalabb az egyiknek, tehat p prim.

O
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1.31. Lemma. Legyen p primszém, n € N és ay,...,a, € N. Hap|as-...-a,, akkor p | a; valamely i € {1,... ,n}-re.

Bizonyitds. Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az n = 1 esetben semmitmondo6 az allitas, az n = 2
esetben pedig rogton kovetkezik a primtulajdonsagbodl. Legyen most mar n > 3, és tth. valahanyszor p osztdja egy
n-tényezGs szorzatnak, mindannyiszor osztoja a szorzat valamelyik tényezGjének (ez az indukcios feltevés). Tth. p osztoja

egy n-tényezds szorzatnak: p | a; - ... an - apq1. A primtulajdonsigot az a = ay - ... ap, b = an,41 ,szereposztassal’
alkalmazva kapjuk, hogy p | a1 - ... a, vagy p | ant1. A masodik esetben készen is vagyunk (i = n + 1 megfelels lesz),
az els6ben pedig az indukcios hipotézisbél kovetkezik, hogy p | a; valamely ¢ € {1,...,n} indexre. O

1.32. Tétel (a szamelmélet alaptétele). Barmely pozitiv egész szam felbonthaté primszamok szorzatéra, és ez a felbontas
a tényezsk sorrendjétdl eltekintve egyértelm.
Bizonyitds.

° Legyen NIF mindazon pozitiv egészek halmaza, amelyek nem bonthatéak primek szorzatéara, azaz

Nincs Irreducibilis Faktorizaciojuk. Tfh. NIF # (), és legyen n a NIF halmaz legkisebb eleme. Ekkor n # 1 (mert
az lres szorzat primfelbontasa 1-nek), és nem lehet n primszam (mert akkor az n egytényezGs szorzat lenne a
primfelbontasa). Tehat n Osszetett szam: n = ab, ahol 1 < a,b < n. A NIF halmaz legkisebb eleme n, ezért,
a,b ¢ NIF, és igy felbonthatoak primek szorzatara: a = py -... -pp és b = q1 - ... qo. Ekkor n-nek is van
primfelbontésa: n=py ... Dk -q1 - ... q, ellentétben azzal a feltevésiinkkel, hogy n € NIF.

° Legyen NEF mindazon pozitiv egészek halmaza, amelyek tobbféleképpen is felbonthatéak primek szor-
zatéara, azaz Nem Egyértelmi a Faktorizaciojuk. Tth. NEF = (), és legyen n a NEF halmaz legkisebb eleme. Ekkor

n-nek van két lényegesen (nemcsak a tényezok sorrendjében) kiilonb6z6 primfelbontasa: m = py-...-px = q1-. .. qq.
Ebbgl kovetkezik, hogy p1 | ¢1 - ... - q¢ (ugye?), és igy az Lemma szerint p; osztdja valamelyik g;-nek. A

jelolés egyszertisége (és az altalanossag megszoritasa nélkil) tfth. py | ¢1. Mivel ¢; felbonthatatlan, ez nem lehet
valodi oszthatosig, azaz sziikségképpen p1 = ¢1. Igy n mindkét felbontasabol tordlhetjik a p; = ¢ tényezét:

P2 ... Pk =q2- ... q Ez két lényegesen kiilonboz6 irreducibilis faktorizaciéja az - szémnak (miért?), tehat
;—1 € NEF. Ez azonban ellentmondas, mert pﬂl < n, marpedig n volt a NEF halmaz legkisebb eleme. (|

1.33. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a bizonyitas soran hol a felbonthatatlanségot, hol a primtulajdonsagot hasznaltuk
(mikor melyiket?), ezért (is) volt fontos el6re belatni, hogy ez a két tulajdonsag ekvivalens.

1.34. Megjegyzés. Ha az n szam felbontasaban egy prim tobbszor is szerepel, akkor azokat 6sszevonhatjuk egy tényezévé,

igy kapjuk a prémhatvdnytényezds alakot: n = p' - ... pi*, ahol pi,...,pr paronként kiilonbozé primszamok, az
aq, ..., kitevGk pedig pozitiv egész szamok. Természetesen a primhatvanytényezss alak is a tényez6k sorrendjétél

eltekintve egyértelmd.

1.35. Megjegyzés. Negativ szadmokat is megengedve, a primfelbontés csak a tényezsk sorrendjétdl és asszocialtsagtol
eltekintve lesz egyértelmii. Ezt fogalmazzuk meg a kovetkezs tételben.

1.36. Tétel. Az egész szamok gytrtjének minden nemnulla eleme felbonthat6 irreducibilis elemek szorzatara, és ez a
felbontas a tényezk sorrendjétsl és asszocialtsagtol eltekintve egyértelmi. Az egyértelmiiség pontosabban a kovetkez6t

jelenti: han =py-... - py ésn =qi ... q, ahol a p; és g; elemek mind irreducibilisek, akkor k = ¢, és létezik olyan
7 € Sk permutacio, amelyre p; ~ ¢ minden i € {1,...,k} esetén.
1.37. Kovetkezmény. Legyen az a és b pozitiv egész szamok primhatvanytényezds felbontasa a = pi* - ... pin és
b= pﬁ U.....pPr (azokat a primeket, amelyek csak az egyik szamban fordulnak el, a masikban nulla kitevével tiintetjiik
1 n

fel). Ekkor teljesiilnek az alabbiak:

(D alb <= a;<Bi(i=1,...,n);

(2) Inko(a,b) = pinin(omﬂl) o pgin(anvﬁn);

(3) 1kkt(a,b) = pllnax(ahﬁl) . ,p?ax(@mﬂn)'
Bizonyitds.

(1)
. Tth. a | b, azaz b = ac alkalmas ¢ pozitiv egész szammal. Legyen ¢ primhatvanytényezss alakja a
kovetkezs: ¢ = p]* - ... p)», ahol a ~; kitev6k nemnegativ egész szdmok. (Ha c-ben esetleg fellépne olyan
primtényezd, ami nem szerepel b-ben (persze ilyen nincs), akkor azt utolag tegyiik be a és b felbontasaba
is, nulla kitevével.) A b = ac egyenlségbe behelyettesitve b és ¢ primhatvénytényezss felbontasat, azt
kapjuk, hogy b = p{* ™" . ... . pnt7n. Osszehasonlitva ezt b ,eredeti” primfelbontasaval, a szamelmélet
alaptételének unicitas része szerint «; + 7; = f; minden i indexre. Mivel «; > 0, ebbdl kovetkezik, hogy
. Tfh. a; < B, és legyen v; = 3; — a; minden 7 esetén. Ekkor a ¢ := p]*-...-p)" pozitiv egész szammal

a = be teljesil (ugye?), és igy a | b.
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(2) Legyen d; = min(«y, §;) minden i esetén, és legyen d = p‘fl N e
osztOja a-nak és b-nek.
(KO) Mivel ¢; < «; minden ¢ indexre (ugye?) a tétel (1)-es allitasabol kovetkezik, hogy d | a. Hasonléan lathato,
hogy d | b, tehat d valoban kozos osztoja a-nak és b-nek.

. Megmutatjuk, hogy d legnagyobb kozos

(LN) Tth. k egy pozitiv kozos osztoja a-nak és b-nek, és legyen k primhatvanytényezds alakja k = pi™ - ... pZn.
Mivel k | a és k | b, az (1)-es allitas szerint »; < a; és 3 < f3;, kovetkezésképp »; < min(wy, 3;) = §; minden
i indexre. Ismét az (1)-es allitast hasznéalva adodik, hogy k | d, és épp ezt kellett bizonyitanunk.

(3) Ez a (2)-es allitashoz hasonléan igazolhato (HF). O
1.38. Kovetkezmény. Két egész szam akkor és csak akkor relativ prim, ha nincs kozos primosztojuk.

1.39. Megjegyzés. Az Megjegyzésben emlitettiik, hogy az oszthatosig tetszéleges integritastartomamyban definiél-
haté. A legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros, felbonthatatlan és prim elem fogalma is barmely integritas-
tartomamyban értelmezhets. Sajnos eléfordulhat, hogy nem létezik barmely két elemnek legnagyobb kozos osztoja, az
irreducibilis és prim elemek nem feltétlentil lesznek ugyanazok, és egyértelmi irreducibilis faktorizacio se mindig létezik.

Vannak olyan integritastartoményok, amelyekben lehet valamiféle maradékos osztast végezni, és erre épitve euklideszi
algoritmust végrehajtani. Az ilyen gytirtiket euklideszi gyiridknek nevezziik. Euklideszi gytrtkben az eddig tanultak
mind érvényesek, méghozza szinte sz6 szerint ugyanazokkal a bizonyitdsokkal, mint az egész szamoknal. A legfontosabb
példa: test feletti polinomokkal lehet maradékos osztast végezni, ezért barmely T test esetén a T feletti polinomok egy T'[x]
euklideszi gytirtit alkotnak, és igy a ,polinomok szdmelmélete” az egész szamok szamelméletéhez hasonldan felépithets.
Egy maésik fontos példa: az ,komplex egész szamok”, vagyis az a+bi (a,b € Z) alaki komplex szamok is euklideszi gytirtt
alkotnak. Az ilyen szamokat Gauss-egészeknek nevezziik, és a Gauss—egészek gytrtjét Z[i] jeloli.

2. Szamelméleti kongruenciak

Linearis diofantoszi egyenletek

2.1. Tétel. Tekintsiik tetsz6leges adott a,b, ¢ (a,b # 0) egész szamok esetén az ax + by = ¢ kétismeretlenes linedris
diofantoszi egyenletet (a megoldasokat az egész szamok gytrdjében keressiik).

(i) Az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha Inko(a,b) | c.

(ii) Ha (z0,yo) egy megoldas, akkor barmely ¢ € Z esetén az alabbi (x4, y;) par is megoldas, tovabba minden megoldas
elsall ilyen alakban a t szdm alkalmas megvalasztasaval:

b

_ -
Inko(a,b) be="o

a
Te=rot ~ Inko(a,b) r
Bizonyitds.

(i) A feltétel sziikségességét konnyt belatni: ha (z,y) egy megoldas, azaz ax + by = ¢, akkor a bal oldal oszthato
Inko(a, b)-vel (miért?), és igy lnko(a,b) | c. Az elegenddség igazolasahoz tth. Inko(a,b) | ¢, azaz ¢ = Inko(a,b) - ¢1
alkalmas c¢; egész szammal. Az Tétel szerint létezik u,v € Z, hogy au+ bv = Inko(a, b). Beszorozva mindkét
oldalt ¢q-gyel, azt kapjuk, hogy a(ucy) 4+ b(ver) = ¢, vagyis az (ucy,ver) szampar megoldasa az egyenletnek.

(i) Jeldlje M az egyenlet megoldashalmazat: M = {(z,y) € Z?: ax + by = c}. Legyen (z0,y0) € M egy tetsz6leges
rogzitett megoldas, azaz axg + byg = c¢. Azt kell bizonyitanunk, hogy M = {(x¢,y¢): t € Z}. A ,,D” tartalmazast
(vagyis azt, hogy (x¢,y:) minden t-re megoldas), egyszert behelyettesitéssel lehet ellendrizni:

axs + by = a(a:o + =axg+byy =c (miért?).

L_t) +b(yo_+.t)
Inko(a, b) Inko(a, b)

A [ C” tartalmazas azt jelenti, hogy tetsz6leges (x,y) € M megoldés esetén van olyan t € Z, amelyre (z,y) =
(zt,y¢). Ennek igazolasdhoz tfh. (z,y) € M, és ne feledjiik, hogy korébban feltettiik azt is, hogy (zo,y0) € M.
Tehat azt tudjuk, hogy ax + by = ¢ = axg + byg. Atrendezve, azt kapjuk, hogy a(z — z¢) = b(yo — y). Itt a
bal oldal szemlatoméast oszthato a-val, és igy a | b(yo — y). Euklidész lemmaja szerint ebbdl az kovetkezik, hogy
m | yo — y, ez pedig az oszthatosag definicidja szerint azt jelenti, hogy yo — y = m -t alkalmas t egész
szammal. Ezzel meg is kaptuk, hogy y = yo — m -t, azaz y = y;. Hogy megkapjuk z-et is, helyettesitsiink

vissza az a(x — o) = b(yo — y) egyenldségbe: a(x — xg) = blyo —y) = b - m -t. Ebb6l mar z-et konnyen

kifejezhetjiik: = = zg + m -t, azaz T = xy. O

2.2. Példa. Oldjuk meg a 6z + 9y = 15 diofantoszi egyenletet. Az euklideszi algoritmusbdl azt kapjuk, hogy Inko(6,9) =
3=6-(—1)+9-1. Szorozzuk be mindkét oldalt 5-tel: 15 = 6 (—5) + 9 - 5. Ebbdl lathato, hogy o = —5,yp = 5 egy
partikularis megoldésa az egyenletiinknek. Az altalanos megoldas képlete (az a = 6,b = 9 ,szereposztassal”):

9 6
zo=-5+gt=-5+3 y=5-3t=5-2 (t€Z)
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2.3. Megjegyzés. A kapott megoldasok nem masok, mint azon racspontok koordinatai, amelyek illeszkednek a 6x + 9y =
15 egyenletii egyenesre (lasd az abran a bal oldali grafikont). Az egyenes meredeksége —%, ezért egy racspontbdl a
kovetkez6be tgy jutunk, hogy 3-at lépiink jobbra, és 2-t lépiink lefelé. Figyeljiik meg, hogy az altalanos megoldas
képletének éppen ez a szemléletes jelentése.

Az euklideszi algoritmus nélkiil is konnyen kitalalhattuk volna, hogy x = 1,y = 1 megoldéasa az egyenletnek. Ha ebbdl a
partikularis megoldéasbol indultunk volna ki (azaz z¢o = 1,yo = 1), akkor igy festene az altalanos megoldas képlete:

Ez latszolag nem egyezik meg a[2:2] Példaban kapott eredménnyel, de valojaban a két képlet ugynazt a végtelen szampar-
halmazt irja le, csak a ¢ paraméterek el vannak cstusztatva egyméshoz képest. (Példaul a (7, —3) megoldas ott ¢ = 4-gyel
jon ki, itt pedig t = 2-vel.)

(10,5)

(4.1)

4)

(_5)_5)

2.4. Megjegyzés. Vilagos, hogy az egyenlet jobb oldalan 15 helyett barmilyen 3-mal oszthat6 szadmot irva, az egyenletnek
lesz megoldésa (és egy megoldast megkaphatunk az euklideszi algoritmusbol levezetett Inko(6,9) =3 =6-(-1)+9-1
Osszefiiggésbdl). Ha viszont 15 helyébe 3-mal nem oszthatéd szamot frunk, akkor nem lesz megoldas, mert 6z 4+ 9y mindig
oszthaté 3-mal (ha z és y egész szamok).

2.5. Példa. Oldjuk meg a 6x — 9y = 15 diofantoszi egyenletet. Szorozzuk be ismét az euklideszi algoritmusboél kapott
3=06-(—1)+9-1 egyenldség mindkét oldalat 5-tel, és alakitsuk az elGjeleket tigy, hogy 6z — 9y alaku kifejezést kapjunk:
15=6-(=5)—9-(=5). Ebbdl lathato, hogy xg = —5, yo = —b egy partikuléaris megoldéasa az egyenletiinknek. Az altalanos
megoldas képlete (az a = 6,b = —9 ,szereposztassal”):

xt=—5+%9t:—5—3t, yt=—5—gt=—5—2t (t € 7).
Az altalanos megoldas igy is felirhato, ha a legkisebb pozitiv megoldast valasztjuk kiindulépontnak:
xy=4-3t, y=1-2t (teZ).
2.6. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a fenti képletben ¢ elGjele x4-nél is és y;-nél is negativ. Ez nem meglepd, hiszen

a 6z — 9y = 15 egyenletii egyenes meredeksége pozitiv, tehat csokkens = értékekhez csokkend y értékek tartoznak. (Lasd
a fenti abran a jobb oldali grafikont.) Helyes lenne az altalanos megoldas ebben a forméban is:

=443t y=1+2t (teZ).

Ez csak abban kiilonbézik a[2.5] Példaban masodikként felirt megoldastol, hogy ¢ helyébe —¢-t frunk, azaz a racspontokat
nem balra lefelé, hanem jobbra felfelé indexezziik.

Kongruenciarelacio

2.7. Definicié. Legyen m € Ny és a,b € Z. Ha a — b oszthaté6 m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m. Az m szamot a kongruencia modulusdnak nevezzik.

2.8. Megjegyzés. A modulo 0 és a modulo 1 kongruencia nem til érdekes: a = b (mod 1) minden a,b € Z esetén
teljesiil, a = b (mod 0) pedig csak akkor, ha a = b (ugye?). Ezért tobbnyire csak olyan kongruenciakkal foglalkozunk,
ahol a modulus legalabb 2.

Jeldlés. A kongruenciat = jeloli, a modulust uténa zarojelben tiintetjiik fel a ,mod” réviditést hasznalva (de ezt idénként
elhagyjuk). Tehat a =b (mod m) <= m|a—b.

2.9. Tétel. TetszSleges m > 2,a,b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ugyanazt a
maradékot adja m-mel osztva.
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Bizonyitds. Osszuk el a-t és b-t maradékosan m-mel: a = mqy + 11 és b = mqs + ro, ahol 0 < 71,175 < m — 1. Ekkor

a=b (mod m) <= m|a—b <= m|m(@g—q)+(r1 —r2) < m|ry —re (miért?).

Az ry —ry szam a {—(m —1),—(m — 2),...,m — 2, m — 1} halmazba esik (miért?), méarpedig ebben a halmazban csak
egyetlen m-mel oszthato szam van, nevezetesen a nulla (ugye?). Azt kaptuk tehat, hogy a =b (mod m) <= r;—ry =0,
és éppen ezt kellett igazolnunk. ([
2.10. Példa.

e 2021 = 2035 (mod 7), mert 2035 — 2021 = 14 oszthato 7-tel.
e 12345 # 6789 (mod 9), mert 9-cel osztva 12345 maradéka 6, mig 6789 maradéka 3.
e 23 = 4677863 = —34267467 £ —497973413 (mod 10).

2.11. Tetel. Tetszbleges m, my,mo > 2,a,b,¢,a1,b1,as,by € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
1) a=a (mod m) (reflexivitas);

a=b (mod m) = b=a (mod m) (szimmetria);

b (mod m)ésb=c (mod m)) = a=c¢ (mod m) (tranzitivitas);
b1 (mod m)
b

al E = . = . .
az = by (mod m)} => artap=bi£by, a1 ap=by by (mod m);
5) ha ¢ # 0, akkor ca = ¢b (mod m) <= a=b (modm);
6) ham L ¢, akkor ca =cb (mod m) <= a=b (mod m);

a=b (mod my)

a=b (mod m2)} <= a=b (mod [my,ms));
8) haa=b (mod m), akkor Inko(a, m) ~ Inko(b, m).

Bizonyitds. A bizonyitasok soran minden kongruenciat a definici6 alapjan atirunk oszthatosagra, majd hasznéljuk az
oszthatdsag ismert tulajdonséigait.

(1) a=a (mod m) < m|a—a <= m]|0, ez pedig minden m-re teljesiil (ugye?).
(2) a=b (mod m) = m|a—b = m|—(a—b)=b—a = b=a (modm).

(3) (a=b(mod m)ésb=c (mod m))= (m|a—bésm|b—c)=m|(a—b)+(b—c)=a—c=a=c (mod m).
(1)

Tth. a3 = b; (mod m) és ag = by (mod m), azaz m | a1 — by és m | ag — ba. Nézziik el6szor az Osszegre
vonatkozo allitéast:

a1 +as = by + by (mod m) <~ m‘(a1+02)—(b1+b2) <~ m‘(al—b1)+(a2—b2),

és ez utobbi nyilvan teljesiil, mert feltevésiink szerint az Osszeg mindkét tagja oszthatdo m-mel. A kivonasra
vonatkozo allitas hasonloan egyszert.
A szorzasnal mar be kell ,csempészni” egy triikkésen —aj1bs + a1be alakban irt nullat:

a1 -az =by by (mod m) <= m|ajas — b1bs
< m|ajaz — arby + a1by — bibs = aj(as — ba) + (a1 — by)bs.
Az utolso kifejezés oszthatd m-mel, mert mindkét tagban szerepel egy m-mel oszthat6 tényezs (ugye?).
(5) Ez gyakorlatilag Euklidész lemmaja ,alruhdban” :
ca =cb (mod m) <= m|ca—cb=cla—0b)
m

—b

Inko(m, ¢)

= azb(modlnko(#’c)).

(Hol hasznaltuk ki azt, hogy ¢ # 07 A fenti levezetés melyik lépésénél lenne baj, ha ¢ = 0 lenne?)

(6) Ez specilis esete az el6zonek.

(7) Aza =0 (mod my) és a = b (mod mso) kongruencidk azt jelentik, hogy mi,ms | a — b, vagyis a — b egy
kozos tobbszorose mq-nek és mo-nek. A legkisebb k6z0s tObbszoros definicidja szerint ez azzal ekvivalens, hogy
a — b t6bbszorose [mq, ma]-nek, azaz [mi, ms] | a —b. A kongruencia definici6ja alapjan ez azt jelenti, hogy
a = b (mod [my,mz]). (Hasonloan lehet ,Gsszeolvasztani” ketténél t6bb kongruenciat is, ha azok csak a
modulusaikban kiilénboznek.)

(8) Hajtsuk végre gondolatban az euklideszi algoritmust az (a,m) szdmparra. Az els lépésben a-t osztjuk m-mel
maradékosan; legyen a maradék r. A masodik (és minden tovabbi) lépésben az a szdm mar nem szerepel, csak m
és r. Ha a (b,m) szamparra hajtjuk végre az euklideszi algoritmust, akkor (a Tétel szerint) az els6 lépésben
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megint 7 lesz a maradék, hiszen @ = b (modm). Tehat a masodik lépéstdl kezdve a két algoritmus megegyezik,
igy a végeredményiik is ugyanaz lesz: Inko(a, m) ~ Inko(b, m).

Egy masik bizonyitas, az euklideszi algoritmus felhasznalasa nélkiil: Ha a = b (mod m), akkor b = a+m¢t alkalmas
t egész szammal (miért?). Ebbol latszik, hogy ha k egy tetszsleges kozos osztdja a-nak és m-nek, akkor k osztoja b-
nek is (ugye?) és igy kozos osztoja b-nek és m-nek. Hasonloan belathato, hogy Vk € Z: k | b,m = k| a,m, tehat
a és m kozos osztoi ugyanazok, mint b és m kozos osztéi. Ebbol pedig méar kovetkezik, hogy Inko(a, m) ~ Inko(b, m)
(miért?). O

2.12. Megjegyzés. A fenti tételbeli (1)—(3) tulajdonsagok szerint a modulo m kongruencia ekvivalenciareldacio az
egész szamok halmazan; a megfelel6 ekvivalenciaosztalyokat maradékosztdlyoknak nevezzik.

2.13. Példa. A 10 = —1 (mod 11) kongruenciat énmagéval k-szor megszorozva (am Tételben szerepls (4) tulajdonséag
szorzésra vonatkozo részét alkalmazva) azt kapjuk, hogy 10¥ = (—1)* (mod 11) minden k € Ny esetén. Ebbdl, ismét a
(4)-es tulajdonsagot hasznalva (most mar nemcsak a szorzasra, hanem az Gsszeadasra vonatkozo részt is) levezethetjiik a
11-gyel val6é oszthatosag szabalyét:

@y agarap = ag + 10 -ay +10% -ag + --- + 10" - a,,
=ap+(-1) a1+ (-1)2 - ag + -+ (=1)" - an
=ap—ay+az—---ta, (mod 11).

Linearis kongruenciak és multiplikativ inverzek

2.14. Definicié. Linedris kongruencidnak nevezzik az ax = b (mod m) alaka ,egyenletet” , ahol a, b, m adott egész
szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében keressiik.

2.15. Példa. Oldjuk meg a 6z = 15 (mod 9) linearis kongruenciat. A kongruencia definicioja Definici6) szerint
6x =15 (mod 9) <= 9| 6z — 15. Ez az oszthatosag pedig azt jelenti, hogy 6x — 15 = 9y alkalmas y egész szammal. A
kongruenciat tehat sikeriilt atfogalmaznunk a 6z — 9y = 15 diofantoszi egyenletté. Ezt mar korabban megoldottuk (lasd
a[2.5] Peldat): azt kaptuk, hogy az altalénos megoldds x; = —5 — 3t (¢ € Z). (Most csak az @-re vonatkozo részt frtuk fel
az altalanos megoldasbol, mert y-ra nincs sziikségiink.) Tehat x akkor és csak akkor megoldasa a kongruencianknak, ha
el6all —5—3t alakban alkalmas t egész szammal, vagyis a megoldashalmaz egy mindkét iranyba végtelen, 3-as differenciaji
szamtani sorozat:

M={3t—-5:tcZ}y={...,—14, —11, =8, =5, —2, 1,4, 7,10, 13,... }.

Ez a halmaz pontosan azokbol a szamokbol all, amelyek 3-mal osztva 1-et adnak maradékul (egy tgynevezett modulo
3 maradékosztaly). Tehat egyetlen megoldas van modulo 3, és a megoldast témoren ,kongruenciasan” igy is felirhatjuk:
=1 (mod 3). Persze azt is irhatnank, hogy x = —5 (mod 3), ha mar —5 szerepelt a diofantoszi egyenlet megoldasaban.
Ez a két kongruencia ekivalens egymassal, hiszen —5 =1 (mod 3).

2.16. Teétel. Tekintsiik tetszbleges adott a, b, m (m > 2) egész szamok esetén az ar = b (mod m) linearis kongruenciat.

(i) A kongruencianak akkor és csak akkor van megoldasa, ha lnko(a, m) | b.

(ii) Ha van megoldas, akkor egyetlen megoldas van modulo m

(iii) Az eredeti m modulusra vonatkozoéan Inko(a, m) kiillonb6z6 megoldas van. Ha x( egy megoldas, akkor az altalanos
megoldas:

x=x0+t- (modm) (t=0,1,...,lnko(a,m) —1).

Inko(a, m)

linearis diofantoszi egyenletté:
ar=b (mod m) <= m|ar—b < ye€Z:ax—b=my < Ty Z:ax—my=">o.

Tehat x akkor és csak akkor megoldasa a linearis kongruencianknak, ha van olyan y egész szam, amelyre (z, y) megoldasa
az ax — my = b diofantoszi egyenletnek. Igy nincs més dolgunk, mint alkalmazni erre az egyenletre a Tételt. A
képleteket egyszeriibb lesz felirni, ha bevezetjiik a d = Inko(a,m) jelolést.

(i) Az ax — my = b diofantoszi egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha d | b.

(ii) Ha (zo,y0) egy megoldasa az egyenletnek, akkor az altalanos megoldéas (csak az z-re vonatkozd formulat irjuk
fel, mert y-ra nincs sziikségiink): x; = 2o + % -t (t € Z). A linearis kongruenciank megoldéshalmaza tehat
M = {xo +otite Z}, ez pedig szemlatomést egy modulo %7 maradékosztaly.

m.

(iii) Lattuk, hogy a megoldasok mind ugyanazt a maradékot adjak modulo %; most nézziik meg, hogy a ¢ paraméter
kiilonb6z§ értékeire hanyféle maradékot kaphatunk modulo m. Tekintsiink két tetszGleges t1,to € Z értéket, és
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vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz z;, és z;, kongruens egymassal modulo m:

m m
xy, =x, (mod m) <= xo+ — -t1 =20+ — - t2 (modm)

m I m a
= E'tlzgqb (mod m)
< t; =ty (mod m)
< t; =t2 (mod %)

d

< t; =t2 (mod d).

Tehat két megoldas akkor és csak akkor kongruens egymassal modulo m, ha a felirasukban szerepl6 ¢ paraméterek
kongruensek modulo d. Ezért a megoldasok annyiféle maradékot ,tudnak” adni m-mel osztva, ahanyféle maradékot
egy tetszsleges t egész szam adhat d-vel osztva. Utdbbira nyilvan d lehet&ség van, és minden lehetséges maradékot
megkapunk, ha a ¢ paramétert 0-t6l (d — 1)-ig futtatjuk. Tehat az ax = b (mod m) linearis kongruencia altalanos
megoldasa: x = x; (modm) (¢ =0,1,...,d — 1), és éppen ezt kellett igazolnunk. O

2.17. Példa. A Példaban szerepld kongruenciat megoldhatjuk tisztan ,kongruencias” szamolassal, diofantoszi egyen-
letre valo atiras nélkil is (ellendrizziik, hogy minden lépésben ekvivalens atalakitast végziink!):

6z =15 (mod 9)
6x =6 (mod 9) (mert 15 = 6 (mod 9))
z =1 (mod 3) (lasd a Tételbeli (5) tulajdonsagot)

Tehat a kongruencia megoldéasai a 3t + 1 (¢t € Z) alaka szamok. Ezek 9-cel osztva haromféle maradékot adhatnak: 1-et,
4-et vagy 7-et, ezért az eredeti modulus szerint harom megoldésa van a kongruencidnknak: x = 1,4,7 (mod 9).

2.18. Definicio. Az a és b egész szamok egymas multiplikativ inverzei modulo m, ha ab=1 (mod m).
Jelélés. Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ inverzét a~'-gyel jeldljiik.

2.19. Tétel. Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha a L m. Ilyenkor a
multiplikativ inverz mod m egyértelmtien meghatarozott.

Bizonyitds. Ez gyakorlatilag specialis esete a[2.16] Tételnek: amikor @ modulo m multiplikativ inverzét keressiik, akkor az
ar =1 (mod m) linearis kongruenciat kell megoldanunk. A Tétel szerint ennek akkor és csak akkor van megoldésa,
ha Inko(a,m) | 1, vagyis, ha a L m. Ha ez teljesiil, akkor a megoldasok Inko(a, m)-féle maradékot adnak m-mel osztva.
Mivel Inko(a, m) = 1, ez azt jelenti, hogy modulo m egyetlen megoldas van. O

2.20. Példa. A multiplikativ inverz egy linearis kongruencia megoldasaként kaphaté meg. Masrészt, a multiplikativ inverz
segithet linearis kongruencidk megoldasaban is. Példaul a 3z =1 (mod 7) linearis kongruenciat megoldva azt kapjuk,
hogy 3 multiplikativ inverze 5 modulo 7 (ugye?). Ha ezt mar tudjuk, akkor kénnyen megoldhatjuk pl. a 3z =4 (mod 7)
linearis kongruenciat agy, hogy mindkét oldalt beszorozzuk 5-tel (miért lesz ez ekvivalens atalakitas?): 152 = 20 (mod 7).
Ez a kongruencia mar ,meg van oldva”, hiszen 15 = 1 (mod 7) miatt a bal oldalon csak 1.z all: x =6 (mod 7).

Linearis kongruenciarendszerek

2.21. Definicié. Adott a;,b;,n; (i =1,...,k) egész szamok esetén az alabbi .egyenletrendszert” linedris kongruenci-
arendszernek nevezzik (az x ismeretlent is természetesen az egész szamok korében keressiik):

arx =b; (mod nq)

arr = b (mod nyg)

2.22. Megjegyzés. A Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon megoldhatjuk (ha
van megoldasuk), és igy a kongruenciarendszert a kovetkezs alakra hozhatjuk:

x=c; (mod my)
(%)

x =c¢r (mod my)

2.23. Példa. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert:

x=7 (mod 6)
x =22 (mod 9)
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Fogalmazzuk at mindkét kongruenciat oszthatésagra, majd ,milyen alakta szam x” tipusu allitasra:

x=7 (mod 6) < 6|z—7 < JyecZ:xz=06y+7T;
=22 (mod 9) <= 9|2 —22 < Fz€Z:x=9z+22

Az z-re kapott két kifejezést egyenlévé téve a 6y + 7 = 9z 4 22 diofantoszi egyenletet kaptuk, Ez lényegében ugyanaz,
mint a Példaban megoldott egyenlet, a megoldasa tehat y = 4+ 3t, z = 14 2t (t € Z). Ebbdl kifejezhetjiik x-et:
x=06y+7=06-(4+3t)+7=18t+ 31 (ugyanezt megkaphattuk volna z-bdl is). Tehat a kongruenciarendszer megoldasai
az x = 18t 4+ 31 (t € Z) alaka szdmok, vagyis x akkor és csak akkor megoldas, ha x = 31 (mod 18) (ugye?). Mivel
31 =13 (mod 18), a megoldast igy is felirhatjuk z =13 (mod 18).

I s

2.24. Tétel. A () linearis kongruenciarendszernek k = 2 esetén pontosan akkor van megoldasa, ha Inko(mq,msg) | ¢1 —ca.
Ha van megoldas, akkor a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak modulo [mq,ms], vagyis az altalanos megoldas
ilyen alaka: z = s (mod [mq, ms)).

Bizonyitds. Mindkét kongruenciat atfogalmazzuk a kongruenciarelacio és az oszthatosagi relacio definicija alapjén:

x=c; (mod my) < my|z—c < Jy €Z: x =yimy + cg;
x=co (mod my) <= mo |z —cy <= Jys €Z: x = yamay + ca.

Tehat a kongruenciarendszeriinknek akkor és csak akkor van megoldéasa, ha 1éteznek olyan y, yo egész szdmok, amelyekre
y1my1 4+ ¢1 = yama + ¢z (ekkor & = yymy + ¢; megoldasa a kongruenciarendszernek). Atrendezve, azt kapjuk, hogy
Yy1m1 — Yomeo = co — c1. Ennek a kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek a @ Tétel szerint akkor és csak akkor van
megoldasa, ha Inko(mq,ms) | ca—c1, tehat ez a kongruenciarendszer megoldhatosaganak feltétele. A tétel masodik allitasa
megkaphato a diofantoszi egyenlet altalanos megoldéasanak felirdsaval, de rogton kovetkezik a Tételben szerepls (7)
tulajdonsagbdl is. O

2.25. Tétel. Ha a linearis kongruenciarendszernek van megoldasa, akkor megoldasai egyetlen modulo [my, ..., my]
maradékosztalyt alkotnak.

Bizonyitds. Tth. s egy megoldasa a kongruenciarendszernek. Ekkor minden i € {1,...,k} esetén az = = ¢; (modm;)
kongruencia ekvivalens az z = s (modm;) kongruenciaval, hiszen s = ¢; (mod m;) (ugye?). Tehat a kongruencia-
rendszer ekvivalens a kovetkezével:

x=s (mod mq)

x=s (mod my)

A Tételben szerepls (7) tulajdonsag alapjan ez a kongruenciarendszer ekvivalens az & = s (mod[my, ..., mg])
kongruenciaval, amelynek megoldashalmaza nyilvan egyetlen mod[my, ..., my] maradékosztaly. [

2.26. Tetel. A linearis kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldésa, ha barmely két kongruencidbol
allo részrendszerének van megoldasa, azaz Vi,j : Inko(m,;,m;) | ¢; — ¢;. Specidlisan, paronként relativ prim modulusok
esetén mindig van megoldas.

Bizonyitds. A feltétel sziikségessége nyilvanvald (ugye?), az elegenddség viszont egyaltalan nem az, de nem bizonyitjuk
be. O

2.27. Tétel (kinai maradéktétel). Ha a kongruenciarendszerben a modulusok paronként relativ primek (azaz i # j
esetén Inko(m;,m;) = 1), akkor mindig van megoldas, és a megoldas megkaphaté a kdvetkez6 modon. Tekintsiik azt a
kongruenciarendszert, amelyet gy kapunk —b(’)l7 hogy az i-edik sorban a jobb oldalra 1-et irunk, a tobbi sorban pedig
0-t:

z = 0 (mod my)

r =1 (mod m;) (%;)

z = 0 (mod my)

Ennek a kongruenciarendszernek van megoldasa; jelolje e; egy tetsz6leges megoldasat (i = 1,...,k). Ekkor az eredeti
kongruenciarendszer altalanos megoldésa:

x=crer + -+ cger (mod my -+ -my).

Bizonyitds. Az m; modulusok paronként relativ primek, ezért a legkisebb kozos tobbszorosiik [my, ..., mg] =my-...-my.
Legyen M; az i-edik modulust kivéve a tbbiek legkisebb kézos tobbszorose: M; :=my - ...m;_1 - Mj1 ... M. A
kongruenciarendszer ekvivalens az alabbival (miért?):

=0 (mod M;)

x=1 (mod m;)
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Mivel M; L m;, a Tétel szerint ennek a kongruenciarendszernek van megoldasa (miért?). Ha e; egy megoldas, akkor
alapjan e; =1 (mod m;), és minden j # i esetén e; = 0 (mod m;) (ugye?). Az e; szamoknak ezt a tulajdonsagat
felhasznalva ellenérizziik, hogy az s := c1e; + - - - + cpeg szdm megoldasa a kongruenciarendszernek:
s=crer + -+ 161 + i€ + Cip1€i41 + -+ Creg
=c-0+--4¢-1-0+¢-1+c¢y1-04+--+c¢-0=¢ (mod m;).

Tehat s kielégiti az i-edik kongruenciat minden i-re, azaz megoldésa a kongruenciarendszernek. A . Tétel szerint a
kongruenciarendszer altalanos megoldasa = s (mod [my,...,mg]), és épp ezt kellett igazolnunk. O
2.28. Példa. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszert.

x = ¢ (mod 3)

x = ¢y (mod 4)

x = ¢z (mod 5)

Irjuk fel a harom segéd-kongruenciarendszert:

x = 1 (mod 3) x = 0 (mod 3) z = 0 (mod 3)
z = 0 (mod 4) x = 1 (mod 4) z = 0 (mod 4)
x = 0 (mod 5) x = 0 (mod 5) z = 1 (mod 5)
Mindegyikben a két 0 jobb oldala kongruenciat ,0sszeolvasztjuk” egyetlen kongruenciava:
z = 0 (mod 20) x = 0 (mod 15) x = 0 (mod 12)
= 1 (mod 3) = 1 (mod 4) z = 1 (mod 5)

A segéd-kongruenciarendszerek megoldésai:
x = 40 (mod 60) ‘ z = 45 (mod 60) ‘ x

36 (mod 60)

Legyen tehat e; = 40, ey = 45, ez = 36, és igy az eredeti kongruenciarendszer megoldasa:
x=40-¢1 +45-¢c2+36-c3 (mod 60).

Maradékosztalyok

2.29. Definicié. Egy a egész szam modulo m maradékosztdlydin aza = {b € Z : a =b (mod m)} halmazt értjiik
(vagyis az a elemnek a modulo m kongruenciarelacio szerinti ekvivalenciaosztalyat).

2.30. Megjegyzés. Az @ jelélés nem utal a modulusra, de a szévegkornyezetbsl mindig vilagosnak kell lennie, hogy mi a
modulus. A definiciobdl lathato, hogy tetszéleges a,b € Z esetén a =b <= a=0b (mod m).

Jeldlés. A modulo m maradékosztalyok halmazat Z,, jeloli. Tehat Z,, = {@:a € Z} = {0,1,...,m —1}.
2.31. Példa. A modulo 3 maradékosztalyok:
0=1{..,-3,0,3,6,...} = {3k: ke Z},
T={..,-21,47. . ) ={3k+1:keZ),
2={..,-1,2,58,. . Y ={3k+2:keZ)

2.32. Definicié. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Tehat cq,..., ¢, akkor és csak akkor teljes maradékrendszer
modulo m, ha {a, . ,@} =Z.

2.33. Példa. A  standard” modulo 3 teljes maradékrendszer 0, 1,2. Ezen kiviil van még (végtelen) sok teljes maradék-
rendszer, példaul 2021,2022,2023 és 239, —584, 729 is teljes maradékrendszerek modulo 3 (ugye?).

2.34. Allitas. Ha a ci,...,¢,, egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és a,b € Z,a L m, akkor
acy +b,...,ac,, + b is teljes maradékrendszer modulo m.
Bizonyitds. Tth. ¢y, ..., ¢, teljes maradékrendszer modulo m, és nézziik meg, hogy az acy +0b, ..., acy, + b szamok kozott

vannak-e olyanok, amelyek kongruensek egymassal modulo m (a szdmolas soran a kongruenciarelacio Tételben
felsorolt tulajdonsagait hasznaljuk):

ac; +b=ac; +b (mod m) < ac; = ac; (mod m) <= ¢ =c¢; (modm).

(Vegyiik észre, hogy az utolsé lépésben kihasznaltuk azt, hogy a L m.) Tudjuk, hogy ¢i,..., ¢, paronként inkongru-
ensek modulo m, igy ¢; = ¢; (mod m) csak i = j esetén lehetséges. Ez pedig a fenti szamoléas alapjan azt jelenti,
hogy az aci + b, ..., ac, + b szamok is paronként inkongruensek modulo m, vagyis minden maradékosztalybol legfeljebb
egy elem szerepelhet kozottik. Mivel a maradékosztalyok szama is éppen m, a skatulya-elvbél addédik, hogy minden
maradékosztalybol fel is 1ép egy szam. Ezzel belattuk, hogy aci +0,...,ac,, + b teljes maradékrendszer modulo m. O
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2.35. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazén értelmezziik az Osszeadést és a szorzast a kovetkezdképpen:
tetszbleges a,b € Z esetén legyen ab=a+b, a®b=a-b.

2.36. Tétel. A fenti miiveletek joldefinialtak, azaz maradékosztalyok Osszege (szorzata) nem fligg attol, hogy az egyes
maradékosztalyokbol melyik szamot valasztjuk reprezentansnak. Ezekkel a miiveletekkel Z,, kommutativ egységelemes
gytirtt alkot (modulo m maradékosztdly-gyird ).

Bizonyitds. Az @ és b maradékosztalyok Gsszege a fenti definicié szerint @ © b = a + b. Vegyiink az @ maradékosztalybol
egy maésik elemet, legyen ez a;. Az, hogy a és a; ugyanabba a modulo m maradékosztalyba tartoznak, azt jelenti, hogy
a=a; (mod m). Hasonléan, vegyiink egy by € b szamot; ekkor b = b; (modm). Ismét am Definiciot hasznalva, azt
kapjuk, hogy @1 ® by = a; + b;. Node itt ugyanazt a két maradékosztalyt adtuk Gssze mint az el6bb (hiszen @ = @y és
b = by ), tehat nagy baj lenne, ha az eredmény mas lenne! (Ekkor azt mondanéank, hogy @ nem joldefinialt a Z,, halmazon.)
Szerencsére nincs baj: a kongruencia Tételbeli (4)-es tulajdonsaga szerint @ = ay (modm) és b = by (mod m)
maga utan vonja, hogy a + b = a; + b1 (modm). Ez azt jelenti, hogy a + b = a; + b1, vagyis két maradékosztaly Osszege
nem fiigg attol, hogy mely elemeikkel reprezentaljuk ket a szamolas soran (a @ mitivelet joldefinialt a Z,, halmazon).
Hasonl6an lehet belatni, hogy © is joldefinialt mivelet a modulo m maradékosztalyok halmazan, igy tehat van értelme a
(Zn; ®, ©) algebrai struktararol beszélni.

Azt allitjuk, hogy ez a struktira egy kommutativ egységelemes gytirii. Ehhez sok mindent kell ellendrizni, csak az
egyik legOsszetettebbet, a disztributivitast részletezziik (a tobbi HF!). A (bal oldali) disztributivitashoz azt kell belatni,
hogy minden @, b, ¢ € Z,, esetén a® (b®¢) = (@©b) ® (@®¢). Induljunk ki a bal oldalbél, és alkalmazzuk a Definiciot
elsbb az sszeadéasra, majd a szorzasra: a® (b@P¢) =a®b+c = a-(b+c). Itt a ,yonas” alatt mar egész szamokon
végezziik a miveleteket (nem pedig maradékosztalyokon), azt pedig tudjuk, hogy az egész szamok korében teljesiil a
disztributivitas: a- (b4 c¢) = (a-b) + (a - ¢). Most ,yvisszafel¢” alkalmazzuk a Definiciot elébb az sszeadasra, majd
a szorzasra: (a-b)+(a-c) =a-b®a-¢c= (@Ob) @ (a®¢c). Ezzel belattuk, hogy a ® miivelet (balrol) disztributiv

hasonloan vissza lehet vezetni a (Z; +, -) gytrd megfelels tulajdonsagaira. (I

2.37. Megjegyzés. A @ és © jeloléseket csak ideiglenesen, a fenti bizonyitas erejéig hasznaltuk, hogy meg tudjuk
kiilonboztetni Z,, miiveleteit Z miveleteitsl. Ezentul elhagyjuk a ,karikdkat”, de a szovegkornyezetbdl mindig vilagosnak
kell lennie, hogy +, illetve - éppen az egész szamok, vagy pedig a modulo m maradékosztalyok 0sszeadasat, illetve szorzasét
jeloli-e.

2.38. Példa. Ime Z, sszeado- és szorzotablaja:

+({0 1 2 3 iy 12 3
00 I 2 3 0/0 0 0 O
1|1 B2a3 TN 1 283
212 3 0 1 210 2 0 2
3 3 pim T |2 JNim 3 2 1

2.39. Példa. A Zjy; maradékosztaly-gytiriben 12+ 17=29=8, 12—-17=-5=16 ¢és 9-5 =45 =3 (ugye?).
2.40. Definici6. Azt mondjuk, hogy az @, b € Z,, maradékosztalyok egymas multiplikativ inverzei, ha @-b = 1.
Jelélés. Az @ € Z,, maradékosztaly multiplikativ inverzét @1 jeldli.

2.41. Példa. A Z,; maradékosztaly-gytriiben 4 inverzének meghatarozasahoz meg kell oldanunk a 4z = 1 (mod 21)
kongruenciat. A megoldas x = 16 (mod 21), tehat Zai-ben 1 '=T16.

2.42. Tétel. Az a € Z,, maradékosztalynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze, ha a L m. Ilyenkor a
multiplikativ inverz egyértelmitien meghatarozott.

Bizonyitds. Ez csak atfogalmazasa a Tételnek. O

2.43. Megjegyzés. A Tételbeli utolso allitas szerint van értelme egy modm maradékosztaly és az m modulus
legnagyobb kozos osztojarol beszélni (hiszen nem fligg a reprezentans valasztasatol). Amint a fenti tételbdl is lathato,
fontos szerepet jatszanak azok a maradékosztalyok, amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és
jelolést vezetiink be.

2.44. Definici6. Az a € Z,, maradékosztalyt redukdlt maradékosztdlynak hivjuk, ha Inko(a, m) ~ 1.

*
m

Jeldlés. A modm redukalt maradékosztalyok halmazat Z7, jeloli. Tehat Z;

m

={a€Zpy:alm}.
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2.46. Tétel. A Z;, halmaz csoportot alkot a szorzis miiveletével.

Bizonyitds. Ha a és b relativ primek m-hez, akkor ab is relativ prim m-hez (ugye?), tehat a Z;, halmaz zart a szorzasra.
A maradékosztalyok szorzasa asszociativ mivelet, az egységelem 1, ami nyilvan redukalt maradékosztaly, és Z;, minden
elemének van inverze (és az inverz is Z7 -ban van). O

2.47. Definici6. Ha a és m relativ primek, akkor tetszéleges k € N esetén értelmezhetjiik az @~ * € Z*, negativ kitevéjii
hatvanyt: legyen @~ % = (Ek)fl.
2.48. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvinyozas szokésos azonosségai érvényben maradnak redukalt mara-

dékosztalyok egész kitevss hatvanyozasara. (Valojaban nemcsak a ZF, csoportban, hanem barmely Abel-csoportban ez a
helyzet.)

2.49. Tétel. A Z,, maradékosztaly-gytirti akkor és csak akkor test, ha m primszam.

Bizonyitds. A ,csak akkor” rész igazolasahoz tfh. m Osszetett szam, vagyis van nemtr1v1ahs faktorizacidja: m = a- b, ahol
1 < a,b < m. Ekkor se a se b nem oszthaté m-mel, azaz @, b # 0, viszont @-b = ab = m = 0 (ugye?). Ez azt jelenti, hogy
@ és b zérusosztok Z,,-ben, tehat Z,, nem test (s6t még csak nem is mtegrltastartomany).

Az akkor” rész bizonyitasahoz tfh. m primszam. Tudjuk, hogy Z,, kommutativ egységelemes gytiri Tétel),
tovabba |Z.,| = m > 2. Tehat a test definiciojabol ,majdnem minden” teljesiil Z,,-re, csak azt kell még belatnunk, hogy
minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze. Tekintsiink tehat egy tetszGleges @ € Z, \ {6} elemet. Ekkor
m t a (miért?), és ebbdl kovetkezik, hogy a L m (miért?). A Tétel szerint @-nak van multiplikativ inverze, és ezzel
belattuk, hogy Z,, test. ([l

2.50. Tétel (Wilson tétele). Ha p primszam, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

Bizonyitds. Fogalmazzuk at az allitast maradékosztalyokra: ha p prim, akkor az 1-...-p — 1 = —1 egyenlSség teljesiil
Zy-ben. Mivel p prim, a Z, \ {0} = {T, . ,]ﬁ} halmaz minden elemének van multiplikativ inverze, és az inverz is
megtalalhazo ebben a halmazban (miért?). Ez lehet6vé teszi, hogy parokba rendezziik a tényezéket: @ és b egy part alkot,
ha egymas inverzei, azaz @ - b = 1. Megtorténhet azonban, hogy egy maradékosztalynak sajat maga lesz a parja; nézzik
meg, hogy mikor fordul ez el6 (minden lépéshez tessék odaképzelni egy ,miért?” kérdést):

@ sajat maganak a parja <= @-a=1 <= a’>=1 (mod p)
— pla*—1=(a—1)(a+1) < pla—1vagyp|a+1
<= a=1 (mod p) vagy a=—1 (mod p) <= a=1vagya=p— 1.
Tehat csak 1 és p— 1 lesz sajat magénak a péarja. Rendezziik at 4gy a szorzatot (felhasznalva a maradékosztalyok
szorzasanak asszociativitasit és kommutativitasat; lasd a Tételt), hogy minden tényezs a péarja mellé keriiljon:

To..op—1=1-(__ )-...-(__)-p—1
Itt minden zardjelen beliil a két tényezd szorzata 1, tehat a végeredmény p — 1 = —1, és ezt kellett bizonyitanunk. O

Az Euler-féle ¢ fiiggvény

2.51. Definicié. Jeloljik ¢(n)-nel az n-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok koziil azoknak a szaméat, amelyek n-hez
relativ primek:

pon)={a:1<a<nésaln}.
Az igy kapott fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik. Ha megallapodunk abban, hogy Z; egyelemi halmaz,
akkor tomorebben is megfogalmazhatjuk a definiciot:

o: N> N n—|Z].
2.52. Példa. Szamitsuk ki kozvetleniil a definicié alapjan ¢ néhéany értékét:
(a) »(6) |Ze {15} =2
(b)
)
)

o(7) = |2z = [{1,2,3,4,5,6}| = 6;
(C (P( ) |Z8 ’{1537577“ =4;

(d) ¢(1024) = |Z3g94| = |{1,3,5,...,1023}| = 1024/2 = 512;
(e) »(81) = |Zsl|—‘{1777

2.53. Allitas. Tetsz6leges p prim és o pozitiv egész kitevé esetén

.,79,80}| = 81 —81/3 = 54.

_ _ 1
e(p*) =p* —p*=p*(p-1)=p*- (1—5).
Bizonyitds. Az {1,...,p*} halmaz minden p-edik eleme oszthato p-vel (ezek szama p®~1), a tobbiek viszont relativ primek

p®-hoz (ugye?). Igy tehat p(p®) = p® — p*~ L. O
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2.54. Tetel. Legyen az n pozitiv egész szam primhatvanytényezss felbontasa n = Hle pi*. Ekkor

k 1 k k

i i—1y i—1
pm)=n-[Ja-=) =] - o5 =]]p" i - 1).

- Di il .

=1 1=1 1=1
Bizonyitds. Legyen U = {1,...,n} és A; = {a €U :p;|a} minden ¢ = 1,...,k esetén. Ekkor az U halmaz azon
elemei, amelyek relativ primek n-hez, éppen az Ay U --- U Ay halmaz komplementerét alkotjak (ugye?), tehat ¢(n) =
‘Al U---UAg ’ Ezt a szita-formula segitségével szamithatjuk ki:

pn) = [ATU— U&= U= > [Aul+ Y0 [Aundul— Y0 JAa DA N Ay |++(=1F[An - N Ayl
1<ii <k 1<i; <ia<k 1<iy <in<iz<k
Ugyanezt felirhatjuk egyetlen szummaéaban is:

pn) = [A U UA = > (=14, N NA
0<s<k
1<i1 < <is <k
(Itt s = 0 esetén nulla db halmazt metsziink; ennek eredménye U. Ez hasonldé megéllapodas, mint az, hogy az iires
Osszeg értéke 0, az tires szorzaté pedig 1. Gondoljuk meg, hogy miért értelmes az iires uniot (-nak, az iires metszetet
pedig U-nak definialni.) Ki kell tehat szamitanunk tetszéleges 1 < 43 < -+ < 45y < k indexek esetén az A;, N---N A;,

metszet elemszamat. Ez a halmaz azokbol az a € U szamokbdl all, amelyek oszthatoak p;,, ..., p;, mindegyikével, ami
azzal ekvivalens, hogy p;, - ... p;, | a (miért?). Ilyen a szambol pedig 5 van az U halmazban (ugye?). Ezt
i1 Dis
behelyettesitve a szita-formuldba, azt kapjuk, hogy
n
p(n) =AU U&L|= >  (-1)——
oSt Piy - Pi

1<in <+ <is<k

Egy kicsit részletesebben kiirva:

pn) =40 UA]=n— Y —¢ Y L Y "

1<i <k pil 1<ir<ia<k pil 'piz 1<y <ig<iz<k pil 'piz ng pi1 I 'pik

@(n):no<lfpil)~...~<lfpik),

és ezzel meg is kaptuk a tételbeli els§ alakot ¢(n)-re. (Ez a szorzatta alakitds talan nem vilagos els6 latasra. Kénnyebb

Ezt {igyesen szorzatta alakitjuk:

,visszafelé” megérteni: bontsuk fel a zarojeleket az (1 — p%) (1 - pik) szorzatban, és gy6zédjiink meg rola, hogy
éppen a fenti 6sszeget kapjuk. (Hany tagja van az Osszegnek?) Célszert lehet elGszor a k = 2,3 esetekben felirni ezt a
zérojelfelbontést.) 0
2.55. Példa. Az el6z6 tétel bizonyitasanak vazlata k = 2, azaz n = pI* - p5? esetén:
U={1,...,n} U|=n
Ai={a€U:pi|a} [Ai]= 2
As={ac€U:py|a} |Ag|:pﬂ2
AlﬂAgz{aEU:p1p2|a} |A10A2|:p302

- n n n 1 1
= A UA| =|Ul-|4;1| - |A AnNnAsy|l=n-———+ —=n-(1-—) - (1—-—
o(n) = |[A1 U Ay| = [U| — |A1] — |[Ag| + |[A1 N Az =n s p2+p1p2 n ( ) ( )

2.56. Példa. Szamitsuk ki a tanult képlet Tétel) alapjan ¢ néhany értékeét:

(a) ©(1000) = (23 - 53) = p(23) - (5%) = (23 — 22) - (53 — 5%) = 4 - 100 = 400;

(b) ©(360) = (2% 32 5) = 9(2%) - p(3%) - p(5) = (2° = 22) - (32 = 3) - (5~ 1) =46 - 4 = 96;

(c) ¢(2023) = p(7-17%) = @(7) - (17%) = (7T —1) - (17> = 17) = 6 - 272 = 1632.
2.57. Definicié. A z komplex szamot n-edik egységgydknek nevezzik, ha z" = 1. A z egységgyok rendjén azt a
legkisebb n pozitiv egész kitevst értjiik, amelyre z"=1. A z egységgyok rendjét o(z) jeloli (olvasd: ordd). Formalisan:

o(z) ;=min{n e N: 2" =1}.

Ha o(z) = n, akkor azt mondjuk, hogy z primitiv n-edik egységgydk. Ebben az esetben z hatvanyaiként megkaphato
az Osszes n-edik egységgyok.
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2.58. Allitas. A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n) minden n pozitiv egész szam esetén.

Bizonyitds. Az n-edik egységgyokok eg, . ..,e,_1, ahol g, = cos %T’T +isin %Tﬂ = cis 2'“7” Nézziik meg, hogy mely ¢ pozitiv

egészekre teljesiil, hogy ef = 1 (g4 akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgydk, ha a legkisebb ilyen ,,jo” kitevé n):

efi=1<+= (cisZT)f =1 <« cisZr =1 (miért?)

= n |kl (miért?)

3 | ¢ (miért?).

P n
Inko(n,k

Tehat m tObbszordsei lesznek a jo kitevSk ex-hoz, ezek koziil a legkisebb pozitiv nyilvan maga m Ez azt
jelenti, hogy o(ex) = IIENOR Igy &) akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha Inko(n, k) ~ 1. Vagyis a primitiv
n-edik egységgyokok halmaza {ey : 0 <k <n—1 és k L n}, ennek a halmaznak pedig éppen ¢(n) eleme van (ugye?). O

2.59. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra > ¢(d) = n.
d|n

Bizonyitds. (tortekkel) Tekintsiik a T = {%, %, ceey %} halmazt; ennek szemlatomast n eleme van. Ha egy T-beli tortet
egyszerisitliink amennyire csak lehet, akkor egy olyan % alakt tortet kapunk, ahol d | n (miért?), k¥ L d (miért?) és
1 < k < d (miért?). Forditva, ha d | n, k L dés 1 <k < d, akkor % = ]”;/d szerepel a T halmazban (miért?). Azt
latjuk tehat, hogy a T-beli torteket egyszertisitve, éppen a % (d|n,k Ldeésl <k <d) torteket kapjuk meg, tehat
ezekbdl is n darab van. Rogzitett d nevezs esetén a k szamlalora p(d) lehetdség van (ugye?). Eszerint ha a T-beli tortek
egyszertsitett alakjait a nevezsik szerint csoportositva szamoljuk 6ssze, akkor éppen a > din p(d) osszeget kapjuk, és ezzel

kész is a bizonyitas. (Il

Bizonyitds. (egységgyokokkel) Megmutatjuk, hogy a > ¢(d) dsszeg az n-edik egységgyokoket szamolja meg, ezekbsl pedig
d|n

tudjuk, hogy n van. Legyen E, = {eq,...,en_1} az n-edik egységgyokok halmaza, és tetszleges d € N esetén jelolje Py
a d-edik primitiv egységgyokok halmazat. A Allitas bizonyitasa soran lattuk, hogy az ), = cis %Tﬂ komplex szam
rendje d := m, vagyis ej primitiv d-edik egységgyok (azaz e € P;). Nyilvan d | n (miért?), tehat azt kaptuk, hogy
minden n-edik egységgyok primitiv d-edik egységgyok n valamely d osztojara. Forditva, ha z primitiv d-edik egységgyok
n valamely d osztojara, akkor 2" = (z%)"/¢ = 17/4 = 1 (ugye?), tehat z € E,. Latjuk tehat, hogy E, felbonthaté a
P; (d | n) halmazok egyesitésére, és ezek a halmazok paronként diszjunktak (miért?):

E, = U P,
d|n
Diszjunkt halmazok egyesitésénél az elemszamok 6sszeadddnak, tehét

n=|En| = ‘UPd’ =3 |Pi.
d|n d|n

A . Allitasbol tudjuk, hogy |P;| = ¢(d), tehat a fenti egyenldség igazolja, hogy n = Zd‘n o(d). O
2.60. Allitas. Ha a | m, akkor az a: Z%, — Z%,, T — @ - T leképezés bijekcio.

¥, T —a T (ugye?), és ebbdl kivetkezik,

hogy « bijektiv. (I

Bizonyitds. Konnyen ellendrizhets, hogy az a leképezés inverze a~1: Zx, — 77

2.61. Definicié. Modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezzik egész szamok egy olyan rendszerét, amely min-
den modm redukalt maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz. Tehat cq,...,c, akkor és csak akkor redukalt
maradékrendszer modulo m, ha {c1, ..., } = ZF,. (Itt persze sziikségképpen k = |Z7,| = p(m).)

2.62. Megjegyzés. A Allitas maradékrendszerekkel a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg: ha a cq,. .., Co(m) €8ESZ
szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m, és a € Z,a 1 m, akkor acy, ..., ac,(my) is redukalt maradékrend-
szer modulo m. (Hasonlitsuk ezt dssze a Allitassal!)

Hatvanyozas modulo m

k

2.63. Definici6. Ha a € Z és m > 2 relativ primek, akkor tetszéleges k € N esetén értelmezziik az a~* negativ

kitevsjt hatvanyt modulo m: legyen a=* = (ak)f1 (mod m). Ez 6sszhangban van a Definicioval): @ € Z}, esetén
@~* = (@)

2.64. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvanyozas szokisos azonossagai érvényben maradnak az egész kitevss
modulo m hatvanyozas fenti értelmezése mellett. Figyelni kell azonban arra, hogy a jelolés ugyanaz, mint a valos szamok
hatvanyozasanal, de a jelentése negativ kitevs esetén egészen mas. Példaul 372 = 97! =271 =4 (mod 7), de annak,
hogy 32 =1/9 (mod 7) nincs értelme, mert a kongruencia csak egész szdmokra van értelmezve.
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2.65. Definicié. Ha a € Z és m > 2 relativ primek, akkor a modulo m rendjén azt a legkisebb pozitiv egész kitevét
értjiik, amelyre a-t emelve olyan szamot kapunk, ami m-mel osztva 1-et ad maradékul. Jeldlés: o,,(a). Hasonloan, egy
@ redukalt maradékosztily rendjén azt a legkisebb pozitiv egész kitevét értjiik, amelyre a-t emelve 1-t kapunk. Jelolés:
o(a@). Formalisan:

om(a) :=min{k € N:a* =1 (mod m)};
o(@) :=min{k e N:a" =T}.

Ha a nem relativ prim m-hez, akkor o,,(a) és o(@) nem értelmezett, a L m esetén pedig mindketts értelmezett (ez
kévetkezik pl. a[2.69 Tételbsl, de anélkiil sem nehéz belatni), és természetesen ekkor oy, (a) = o(a).

e o e s e r]s |
Ik

2.66. Példa. Hatarozzuk meg 015(7) értékét. Ehhez kezdjiik el hatvanyozni a 7 € Z3g elemet:

a
‘|

:
-
El
o
-
E

A harmadik hatvanyra jott ki el6szor 1, ezért o(7) = 3 = 015(7).

2.67. Tétel Tetsz6leges a € Z7, redukalt maradékosztaly és k, £ € Z kitevSk esetén érvényesek az alabbiak.
(1) a* =1 < o(a) | k
(2) @ =a" < k= (mod o(a))

. o(a)
3) o(@") = ———~—
() o@) = @
Bizonyitds.
(1) Osszuk el a k kitevét maradékosan az o(a@) renddel: k = ¢ - o(a) + r, ahol 0 < r < o(a). Ekkor

Ek _ aq.o(a)-o-r — (ao(a))q g = 1?. a =a.

e —: Hao(a)|k, azaz r = 0, akkor a* =a" =a’ = 1.
e —>: Hao(a@) 1k, azaz 0 < r < o(a@), akkor @* = @" # 1, mert o(@) a legkisebb olyan pozitiv kitevs, melyre
a-t emelve a hatvany 1 lesz.
(2) Ezt konnyen visszavezethetjiik az els§ allitasra:

—k 4 —k—t

a"=a" < @ "=1 <= o(a)|k—{¢ < k=/{ (mod o(a)).

(3) Keressiik meg mindazon j ,,jo” kitevéket, amelyekre (@*)/ = 1:
@)Y =1 < @ =1 < o(a) | kj —

O(a)) ) tobbszorosei, igy a legkisebb jo kitevs 0(6’“) = %

Tehat az a*-hoz tartozo jo kitevék éppen ko(o(2) %)
O

2.68. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 719017 A Példaban megallapitottuk, hogy 015(7) = 3. A Tételbol
tudjuk, hogy ezt azt jelenti, hogy 7 € Z}y hatvanyozasakor a kitevé modulo 3 ,szamit”. Mivel 1001 = 2 (mod 3), azt

kapjuk, hogy 7O 7 = 13, vagyis 71901 =13 (mod 18).
2.69. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a*(™ =1 (modm).

Bizonyitds. Legyen ci,...,cCpm) egy tetszGleges redukalt maradékrendszer modulo m, azaz {c1,...,%5(m)} = Z,. Ha
a 1 m, akkor a . Allitas szerint {Tq, - 7W} = Z,,. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢1 - ...  Coim) = @C1 - . .. * ACy(m),
hiszen mindkét oldalon Z}, Osszes elemének szorzata all. Ezt az egyenlSséget kongruencidval is megfogalmazhatjuk:
Cl®o. Cy(m) = ACL - ... ACy(m) (mod m). Jelolje C a bal oldalon all6 szamot, és a jobb oldalon emeljiik ki az a-kat:
C =a?™) .C (mod m) (ugye?). Mivel C' L m (miért?), egyszertisithetiink C-vel (ugye?), és igy megkapjuk a bizonyitani
kivant 1 = a?™) (mod m) kongruencit. O

2.70. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a nem oszthato p-vel, akkor a?~1 = 1 (mod p). Mas
(ekvivalens) megfogalmazasban: Ha p primszam, akkor minden a egész szamra a? = a (mod p).

Bizonyitds. Alkalmazzuk az Euler—Fermat-tételt az m = p esetben, ahol p primszam. Ekkor az a 1 m feltétel azt jelenti,
hogy p 1 a (miért?) és o(m) = ¢(p) = p— 1 (ugye?). Tehat ebben az esetben igy fest az Euler—Fermat-tétel: minden a
egész szamra pfa = aP 1 =1 (mod p). Ha beszorzunk a-val, akkor az a? = a (mod p) kongruenciat kapjuk, ami
még akkor is igaz, ha p | a (miért?). O
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2.71. Peélda. Mit ad 11-gyel osztva maradékul 12375°? Mivel 123 = 2 (mod 11), a hatvany alapjat kicserélhetjiik
2-re: 12379 = 2765 (mod 11). Osszuk el a kitevst maradékosan ¢(11)-gyel (azaz 10-zel): 765 = 10 - 76 + 5. A
hatvanyt atalakitva és az Euler-Fermat-tételt hasznalva a kovetkezképpen szamolhatunk (melyik 1épésben hasznaljuk az
Euler-Fermat-tételt, és miért hasznalhatjuk egyaltalan?):

12376% = 2705 = 2107645 = (210)76. 95 = 176. 25 = 2° = 10 (mod 11).

2.72. Kovetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m > 2 modulushoz, akkor tetszéleges k, £ € Z kitevk esetén

(1) om(a) | p(m);
(2) k=¢ (mod p(m)) = a* =a’ (mod m).

Bizonyitds.
(1) Az Euler-Fermat-tétel szerint a?(™ =T, és igy a Tétel (1)-es allitasabol kovetkezik, hogy o, (a) | ¢(m).
(2) Tth. k=4 (mod p(m)). A most belatott o,,(a) | p(m) oszthatésig szerint ekkor k = ¢ (mod o,,(a)) is teljestil
(ugye?), és igy a Tétel (2)-es allitasabol kovetkezik, hogy a* = a’ (mod m).
U

2.73. Példa. Mit ad 44-gyel osztva maradékul 444729'8? Hogy hasznalhassuk az Euler-Fermat-tételt, meg kell gy6z6d-
niink roéla, hogy a hatvany alapja és a modulus relativ prim. Ha el6szor az alapot redukéljuk modulo 44, akkor kénnyebb
dolgunk lesz: 44472918 = 32018 (mod 44), és az vilagos, hogy 3 L 44. Most szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fiiggvény értékét
a modulusnal: ¢(44) = p(4) - ¢(11) = 2-10 = 20. A Kovetkezmény szerint a kitevé modulo 20 ,szamit”. Mivel
2018 = 18 (mod 20), a kitevot kicserélhetnénk 18-ra, de talan jobban jarunk, ha inkdbb —2-t irunk helyette:

44477018 = 32018 = 372 — 9=1 = 5 (mod 44).
(Az utolso lépéshez meg kell oldanunk a 9z =1 (mod 44) kongruenciat, ennek megoldasa x =5 (mod 44).)

2.74. Tétel. Minden racionélis szam tizedes tort alakja periodikus. Konkrétabban: ha a és b relativ prim természetes
szamok és b > 1, akkor
(i) ha b minden primosztoja 2 vagy 5, akkor ¢ véges tizedes tort;

(ii) ha b primosztoi kozott nem szerepel se 2 se 5, akkor 7 tiszta szakaszos tizedes tort;

(iii) ha b primoszto6i kozott szerepel 2 vagy 5, és szerepel mas primszam is, akkor § vegyes szakaszos tizedes tort.

Bizonyitds.
(i) Tfh. b = 2% . 5% (k£ € Ny), és legyen m = max(k,f). Ekkor a tortet tudjuk gy béviteni, hogy a nevezs 10
hatvanya legyen:
a a  a-2mk.gmet gogmekogmet g
b 2k.5t " gm.zm T 10m To1om’
¢ véges tizedes tort (ugye?).

Ebbdl kovetkezik, hogy

(ii) Tfh. b primoszt6i kézott nem szerepel se 2 se 5, és az altalanossag megszoritasa nélkiil tth. a < b. Ekkor ¢ tizedes
tort alakja igy fest:

% =0,dyds ..., ahol d; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Mivel b L 10, értelmezett az r = 0,(10) rend. Szorozzuk meg az § tortet 10"-rel:

10" - a
b :dldz...dr,dr+1dr+2....
Vonjuk ki egymashol a fenti két tortet:
10"-a a 10"-—1
— == - a.
b b b
Ez egy egész szam (miért?), kovetkezésképp § és % tortrésze megegyzik. A tizedes tort alakokat tekintve a

tortrészek megegyezése azt jelenti, hogy di = d;y1, d2 = d;12, és igy tovabb. Tehat ¢ valoban szakaszos tizedes
tort, és a szakasz hossza 7.

(iii) Tfh. b = 2% .5%. ¢ (k,£ € Ny, ¢ L 10), ahol k és ¢ koziil legalabb az egyik pozitiv, és ¢ > 1. Az els6 részhez
hasonlé modszerrel bévitjiik a tortet (tovabbra is az m = max(k, £) jelolést hasznalva):

_a a-2m7k.5m=t 1 g.om7k.pgmet 1 g
T 2k.5l.e  om.pm.e 1M ¢ T10m e

SRS

Itt (ii) alapjan “7/ tiszta szakaszos tizedes tort, és ebbdl kovetkezik, hogy § vegyes szakaszos tizedes tort (ugye?).
O
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2.75. Megjegyzés. A Tétel természetesen altalanosithato tetszéleges alapu szamrendszerre (hogyan?).

2.76. Megjegyzés. A Tétel megforditasa is érvényes: minden periodikus (azaz véges, tiszta szakaszos vagy vegyes
szakaszos) tizedes tort racionalis szam. Bizonyitas helyett egy példan mutatjuk meg, hogyan lehet az x = 65,289 3115
periodikus tizedes tortet felirni két egész szam héanyadosaként:

T = 65,2893115311531153115. ..
1032 = 65289,31153115311531153115...
1072 = 652893115,31153115311531153115....

A fenti szamolasbol kovetkezik, hogy 107z és 1032 tortrésze megegyezik, ezért kiilonbségiik egész szam. Ebbél meg is
kapjuk x felirdsat két egész szam hanyadosaként:
652827826 652827826 326413913

1072 — 10°%2 = 652827826 — 1 = = = .
. v TTTH0TZ105 T 9999000 4999 500

Primitiv gyok, index

2.77. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g egész szam primitiv gyok modulo m, ha rendje éppen p(m).

2.78. Allitas. A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az 6sszes modm redukalt maradékosztaly
megkaphat6 g hatvanyaként.

Bizonyitds. A2 - Tétel masodik allitasa szerint éppen o(g) darab redukalt maradékosztaly all elg g hatvanyaként. Mivel

Osszesen p(m) redukalt maradékosztaly van, pontosan akkor kapjuk meg mindet § hatvanyaként, ha o(g) = p(m). (I

2.79. Tétel. A kovetkezd modulusokhoz létezik primitiv gyok (és csak ezekhez): 2,4, paratlan primhatvanyok, paratlan
primhatvanyok kétszeresei. Ezekben az esetekben a modm primitiv gyokok szama ¢(p(m)).

2.80. Megjegyzés. A fenti tétel bizonyitésa nehéz, ezért nem ismertetjiik. Csak annyit emlitiink meg, hogy prim modulus
esetén a [2.59] Tétel fontos szerepet jatszik a bizonyitasban.

2.81. Definici6. Tegyiik fel, hogy g primitiv gyok az m modulushoz. Az a egész szam indexén (az m modulusra és a g
primitiv gyokre nézve) olyan i kitevét értiink, amelyre ¢° = a (mod m).

Jel6lés. A modulust az egyszertiség kedvéért nem irjuk ki (ez tobbnyire amugy is vilagos a szovegkornyezetbdl), tehat a
indexét réviden indy a jeloli.

2.82. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor ind, a nem értelmezett (ugyanis g* mindig relativ
prim m-hez). Ha viszont a és m relativ prim, akkor a [2.78 “ Allitas szerint a elall g hatvanyaként modulo m, tehéat ekkor
indg a értelmezett.

2.83. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy az index nem mas, mint a logaritmus mod m analogonja. Nem megleps tehat,
hogy hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik, amint ezt a kovetkezs tételben latjuk. A [2:67} Tétel masodik allitasa szerint
az index csak modulo ¢(m) van meghatarozva, ezért az indexre vonatkozo alabbi azonossdgokban nem egyenldségeket,
hanem (mod ¢(m)) kongruencidkat irunk.

2.84. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, legyen k tetszdleges egész szam, a és b pedig relativ primek m-hez. Ekkor
érvényesek az alabbi azonossagok:

(i) indg 1 =0 (mod ¢(m));
(ii) indg(ab) =indga+indgd (mod ¢(m));
(iii) ind,a* =k -indya (mod ¢(m));
(iv) indy(ab™!) =indya —ind, b (mod ¢(m)).
Bizonyitds.
(i) =1 (mod m) = indy;1=0 (mod ¢(m)).
(i) ab = ginda(@) ginds(b) = gindy(a)+indy () (mod m) == ind,(ab) =indya +ind,b (mod @(m)).
(iii) = (gnds(@))k = ghinds(a) (mod m) = ind,a* =k-indya (mod ¢(m));
)

(iv) ab~! = gindela)(ginds(b)) =1 = gindg(a)=indy () (mod m) == ind,(ab~') =indya —indyb (mod p(m)).

Q
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2.85. Példa. Ellendrizziik, hogy g = 2 primitiv gyok a p = 11 modulushoz. Ehhez szamitsuk ki 2 hatvanyaink modulo
11 maradékait:
ilo1234567809

2011 2485109736

(Az utolsé oszlopot nem is kellett volna kiszamolni, mert a kis Fermat-tételbsl tudjuk, hogy 29 =1 (mod 11). Nem is
lesz sziikségiink erre az oszlopra, ezért irtuk sziirkével.) A tablazatbol lathato, hogy 011(2) = 10 = ¢(11), tehat 2 valoban
primitiv gyék modulo 11. Az is latszik a tablazatbol, hogy minden modulo 11 redukalt maradékosztaly megkaphato 2
hatvanyaként. A tablazatban minden szam f6l6tt az indexe taldlhat6. Ha megcseréljiik a két sort, és a fols¢ szamok
szerint rendezziik az oszlopokat, akkor kapjuk az alabbi indextdbldzatot:

a [123456780910
indya/0 18249736 5

2.86. Példa. Oldjuk meg a fenti példaban konstruélt indextablazat segitségével az 5 = 5 (mod 11) kongruenciat. A
megoldast kereshetjiik z = 2 (mod 11) alakban (miért?), és a jobb oldali 5-Gst is felirhatjuk 2 hatvanyaként. Igy az
1 = indy x ismeretlenre egy linearis kongruenciat kapunk, amit kénnyen meg tudunk oldani:

29=5 (mod 11) <= 260 = 2% (mod 11)
< 6i = 4 (mod 10)
— i =4 (mod 5)
<~ i = 4,9 (mod 10)
< 2! = 56 (mod 11)
< =z = 5,6 (mod 11)

Eredményiink igy is megfogalmazhato6: a Zq; testben 5-nak két hatodik gyotke van, mégpedig 5 és 6.

2.87. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvdanymaradék modulo m, ha az 2™ = a (mod m)
kongruencianak van megoldasa.

2.88. Tétel. Legyen ¢ primitiv gyok modulo m, és legyen a relativ prim m-hez. Ekkor a pontosan akkor m-edik
hatvanymaradék modulo m, ha Inko(n, ¢(m)) | ind, a.

Bizonyitds. Ha a 1 m, akkor az 2™ = a (mod m) kongruencia megoldasa(i) is relativ prim(ek) m-hez (ha van egyaltalan
megoldas). Ezért kereshetjiik a megoldast z = g° (mod m) alakban. Irjul fel a-t is g hatvanyaként: a = g™ ¢ (mod m).
Helyettesitsiik ezt be a kongruenciaba, és ,hozzuk le” a kitevGket:

indg a

" =a (mod m) <= ¢g"" =g (mod m) <= ni=indga (mod ¢(m)).

Egy linearis kongruenciat kaptunk az ¢ ismeretlenre, és ennek a kongruencianak akkor és csak akkor van megoldasa, ha
Inko(n, ¢(m)) | ind, a. O

Négyzetes maradékok, Legendre-szimbélum

2.89. Definicié. Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziik modulo m, ha az 22 = a (mod m) kongruencianak

van megoldasa. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék modulo m.

2.90. Példa. Kozismert (és konnyen ellendrizhets), hogy négyzetszam nem adhat 2-t maradékul harommal osztva (0-t
és l-et persze adhat). Tehat a akkor és csak akkor négyzetes nemmaradék modulo 3, ha a = 2 (mod 3). Hasonlban,
modulo 4 a négyzetes maradékok 0 és 1, a négyzetes nemmaradékok pedig 2 és 3.

2.91. Tetel. Legyen p paratlan primszam, g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z pontosan akkor négyzetes maradék
modulo p, ha p | a vagy ind, @ paros.

Bizonyitds. Ha p | a, akkor a =0 (mod p), és a 0 nyilvan négyzetes maradék. Ha p 1 a, akkor a L p, igy alkalmazhato
a Tétel: a akkor és csak akkor négyzetes maradék, ha Inko(2,¢(p)) | indya. Mivel ¢(p) = p — 1 péaros szam,
Inko(2, ¢(p)) = 2, és ezzel kész is a bizonyitas. O
2.92. Definicié. Tetszsleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthato a egész szam esetén értelmezziik az (%) Legendre-
szimbolumot a kovetkezSképpen:

a\ _ 1, ha a négyzetes maradék mod p;
" | =1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

b
2.93. Tétel (Euler-kritérium). Ha p paratlan primszam és p t a, akkor

(a) =a"7 (mod p).

b
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2.94. Tetel. Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthato a, b egész szamok esetén teljesiilnek az alabbiak:
(1) a=b (mod p) = (%) =(Y);

o @®-oo

2.95. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel). Tetszoleges p, ¢ kiilonbdzd paratlan primszamok esetén

(-

2.96. Tétel (a négyzetes reciprocitasi tétel elsé kiegészitd tétele). Tetszbleges p paratlan primszam esetén
-1\ _ (_1)%1 _ 1, hap=1 (mod 4);
p ) "~ 1-1, hap=3 (mod 4).

2.97. Tétel (a négyzetes reciprocitasi tétel masodik kiegészitd tétele). Tetszbleges p paratlan primszamra

2) et o[ L hap=1L7T (mod 8)
7 ~|-1, hap=3,5 (mod 8).

3. Szamelméleti fiiggvények

Oszt6k szama, osztok Gsszege

Jel6lés. Az n pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak halmazat D,, jeloli (1 és maga n is beletartozik).

3.1. Definicié. Szdamelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a pozitiv egész szamok halmazén van értel-
mezve, értékei pedig valos (vagy komplex) szamok.
3.2. Definicié. Néhany nevezetes szamelméleti fiiggvény:

e 7(n)=|D,| (n pozitiv osztoinak szama);

e g(n)=>Y d (n pozitiv osztoinak Osszege);
d|n

e p(n)={aeN:1<a<mnésaln} (redukalt maradékosztalyok szama, Euler-féle ¢ fiiggvény).
3.3. Példa. Mivel Dry = {1,2,3,4,6,8,9,12,18,24, 36, 73}, ezért 7(72) = 12 és o(72) = 195 (ellendrizziik!).

3.4. Tétel. Legyen az n pozitiv egész szam primtényezss felbontasa n = Hle p;". Ekkor

k
T(n) = (o1 +1)- ...« (ar + 1) = [ [ (e + 1).

i=1
Bizonyitds. Han = pi" -...-pi*, akkor az Kovetkezmény szerint n pozitiv oszt6i pontosan az alabbi szamok:
pfl ~...«p§:’°, ahol 0 < 3; < ay.
Itt minden ¢ esetén a f3; kitevére a; + 1 lehetGség van, ezért Osszesen (g + 1) - ... (o + 1) lehetGség van a kitevoket
megvalasztani a fenti osztoéban. O

3.5. Példa. Szamitsuk ki 1500 osztéinak szamat. A primhatvanytényezds felbontas: 1500 = 22 - 3 - 53, ezért 7(1500) =
2+1)-(1+1)-3+1)=3-2-4=24.
3.6. Tétel. Legyen az n pozitiv egész szadm primtényezss felbontasa n = Hle p;". Ekkor

k k pqi+1 -1
o(n) ZH(1+pi+p?+'~-+p?i) :Hzi
i— - Di — 1
i=1 i=1
Bizonyitds. A [3:4 Tétel bizonyitasaban megadtuk n osztoit, tehat most mér nincs mas dolgunk, mint dsszegezni a
p’fl N ~p£’“ (0 < B; < ;) alaku szamokat:

o(n) = Z P

0<B;<a;

k
Ha a [[(1+p; +p? + -+ p5) szorzatban felbontjuk a zarojeleket, akkor valoban éppen a fenti dsszeget kapjuk:

i=1
k
||(1+pi+p§+~-~+p§“)—< > pfl)-...-( > pfjk)— > o

1=1 0<pi1<a1 0<Br<ak 0<B;<a;
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3.7. Példa. Ha n-nek csak két primosztoja van, azaz n = p{* - p5?, akkor osztoi a pi* 'pgz (0 < 6; < o) alaku szamok.
Ebben az esetben igy fest a fenti tétel bizonyitasa:

Weptst ot ettt = (X o) (X )= X ok =t
0<B1<an 0<Br<ag 0<Bi<ey

A szamolés attekinthetébb, ha tablazatba rendezziik n osztoéit, elészor soronként Gsszegziink, majd a Gsszeadjuk a sor-
Osszegeket:

1 p pi P — (L+pr+pi+-+pi")

p2 pip2 pipe - pi'pe — (I+pi+pi+-+p7) o
ps  pps  pis - pi'ps — (L+pi+pi+eo- 00 p3
ps? pips? pips? --- pUpe? — (1+pi+pi -+ 52

|

(L+pr+pi+-+p") (L+p2+ps 4 +p5?)

3.8. Példa. Szamitsuk ki 1500 osztoinak Gsszegét. A primhatvanytényezds felbontas: 1500 = 22 - 3 - 52, ezért o(1500) =
(1+244)-(143)-(1+5+25+125) =7-4-156 = 4368.

Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények

3.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha f(1) = 1 és minden a,b € N
esetén a L b = f(ab) = f(a) - f(D).

3.10. Tétel. Ha az f szamelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, akkor tetszsleges paronként kiilonbozs pq, ..., p
primszamok és tetszéleges ag, . .., ax pozitiv kitevGk esetén

FOr - p) = f07) - FRRF)
Bizonyitds. Alkalmazzuk a gyenge multiplikativitas definiciojat az a = pi*, b = py? - ... - pp* ,szereposztassal’ (ezek

relativ primek, ugye?):

SO pRk) = flab) = f(a) - f(b) = f(pT™) - f(p3? - ... - DR*).

A masodik tényez6t hasonloan ,szétszedhetjiik”, ismét alkalmazva a gyenge multiplikativitas definiciojat: f(p3*-...-pp*) =
F(P52) - f(ps® - ... - pi*). Igy folytatva, Gsszesen k — 1 alkalommal hasznalva a gyenge multiplikativitast, megkapjuk a
kivant felbontést. U

3.11. Megjegyzés. A fenti tétel kovetkezd megforditasa is igaz: ha f(1) = 1 és f(n) értékeit a tételben leirt modon
minden n esetén ki lehet szamitani az f(p;") értékek szorzataként, akkor f gyengén multiplikativ.

3.12. Lemma. Ha a és b relativ prim pozitiv egész szadmok, akkor ab pozitiv oszt6i éppen a és b pozitiv osztdinak szorzatai,
tovabba ab minden pozitiv osztdja egyértelmiien all el§ a egy pozitiv osztojanak és b egy pozitiv osztéjanak szorzataként.

Bizonyitds. Legyenek a osztoi uq,...,u, és b osztéi vy,...,ve (itt persze k = 7(a) és ¢ = 7(b)). Harom dolgot kell
bizonyitanunk:

(i) minden ¢ és j esetén u,;v; | ab;

(ii) ha d | ab, akkor van olyan i és j, hogy d = u;v;;

(iii) ha Uj Vi, = Uiy Vjy, akkor il = ig és jl = j2.

Lassunk hozza:

(i) Tudjuk, hogy a = u;s és b = v;t alkalmas s és t egész szamokkal. Ebbdl kovetkezik, hogy ab = w;v; - st, ez pedig
igazolja, hogy w;v; | ab.

(ii) Tth. d | ab, és legyen u = lnko(d,a), v = m. Ekkor u | a (ugye?), tehat v = u; alkalmas i indexszel.
Euklidész lemmaja szerint teljestil v | b is (miért?), tehat v = v; alkalmas j indexszel. Az u = u; és v = v;
szdmokat eleve gy konstrualtuk, hogy d = uv = u,;v; teljesiiljon, ezzel tehat kész a bizonyitas.

(iii) Tfh. w;, v, = u;,vj,. Abbol, hogy a és b relativ prim, kévetkezik, hogy u;, L v;, (miért?). Az u; vj, = u;,vj,
egyenldség miatt u;, | uj,v;, (ugye?). Alkalmazva az Kovetkezményt, nyerjiik, hogy w;, | u;,. Hasonloan
belathato, hogy w;, | u;,, tehat u;, = u;, (miért?), és igy 41 = io. Ezutan mar az u;,v;, = u;,v,, egyenléséghsl
egyszeri egyszertisitéssel kapjuk, hogy v;, = vj,, azaz j1 = j». O

3.13. Megjegyzés. Az el6z6 lemma allitadsa kicsit formalisabban igy fogalmazhaté meg: ha a L b, akkor az alabbi
leképezés bijekcio:
Dy, X Dy = Dgp,  (u,v) — uv.
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3.14. Teétel. A 7 és o szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.

Bizonyitds. Az vilagos, hogy 7(1) = o(1) = 1. Tth. a L b, legyenek a 0sztoi uq,...,ur és b osztoi vy,..., v (itt
persze k = 7(a) és £ = 7(b)). A Lemma szerint ab osztoi pontosan az w;v; (i = 1,...,k, j = 1,...,{) alaka
szamok, és ab minden osztoja egyértelmten 4ll el ilyen alakban. Ebb6] rogton kiévetkezik, hogy ab osztoinak szama:
7(ab) =k - € =1(a)  7(b). Ezzel 7 gyenge multiplikativitasat be is lattuk.

A o fliggvény gyenge multiplikativitasanak igazolasahoz szamitsuk ki a o(a) - o(b) szorzatot, bontsuk fel a zarojeleket,
és gy6z6djiink meg rola, hogy az eredmény éppen o(ab):

o(a) o) = (ur+ - +ug) (v +--+v) =uvn +u1v2+~-~+ukw:Zuivj = o(ab).
0,J

Az utolso lépésben azt hasznaltuk fel, hogy az u,v; alaka szamok éppen ab oszto6i (és ab minden osztdja pontosan egyszer
lép fel); ehhez volt sziikséglink a Lemmara. Ezzel belattuk, hogy o is gyengén multiplikativ. O

A gyenge multiplikativitast hasznalva 4j, egyszertibb bizonyitast kapunk 7(n) és o(n) képletére.
3.15. Teétel. Legyen az n pozitiv egész szam primtényezss felbontasa n = Hle p;*. Ekkor
k k ) k p_ar‘rl -1
— . . f— . PR al f— 71’
T(n)—H(az—f—l), U(n)—H(l—i-pz—i—pi-l- +p,;)—H ——
i=1 i=1 =1
Bizonyitis. Ha n = p* (primhatvany), akkor D, = {1,p,...,p%*}, és igy az osztok szama: 7(n) = |D,| = a + 1, az
a+1
osztok Osszege pedig: o(n) =1+p+ -+ p* = % (miért?). Mivel a 7 és o fiiggvények gyengén multiplikativak,
a[3.10] Tételt hasznalva mar kész is a bizonyitas. O

3.16. Tétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ.
Bizonyitds. Tth. m L n, és tekintsiik az alabbi kongruenciarendszert:

(mod m) }

r =

a
b (mod n)

T

Ennek a kongruenciarendszernek minden a és b esetén van megoldésa, és a megoldasok egyetlen maradékosztalyt alkotnak
modulo lIkkt(m,n) = mn. Ezért pontosan egy megoldas esik a {0, 1, ..., mn— 1} halmazba; jelolje ezt a megoldast f(a,b).
Ezzel definidltunk egy f leképezést:

f:{0,1,...,m—1} x{0,1,...,n—1} —» {0,1,...,mn — 1}, (a,b) — f(a,b).

Tetsz6leges « € {0,1,...,mn — 1} egész szdm esetén egyértelmien meg lehet adni, hogy milyen a és b értékek esetén lesz
x megoldasa a fenti kongruenciarendszernek, igy kapjuk az f leképezés inverzét:

7o 1,...,mn—1} = {0,1,...,m — 1} x {0,1,...,n — 1}, xH(xmodm,xmodn).

(Itt ,« mod m” azt jeloli, hogy mit ad x maradékul m-mel osztva. Bizonyos programozasi nyelvekben hasznalatos ez a
jelolés; a matematikdban sajnos nincs bevett jelolés a maradékra.) Latjuk tehat, hogy f bijektiv leképezés.

Térjiink most méar ra az Euler-féle ¢ fliggvény vizsgalatara: ¢(mn) azt adja meg, hogy a {0,1,...,mn — 1} halmaznak
hany olyan eleme van, ami relativ prim mn-hez (ugye)? Legyen x € {0,1,...,mn — 1}, és legyen f~1(x) = (a,b). Az
vilagos, hogy L mn <= z L m és x L n (miért?). Mivel z = a (mod m), a[2.11] Tételbeli (8)-as tulajdonsag szerint
Inko(z, m) = Inko(a, m), tehat z L. m <= a L m. Hasonléan kapjuk, hogy 1. n <= b L n. Osszefoglalva:

xlmn < almésbLn. (M)
A bal oldalon a-re p(mn) lehet8ség van, a jobb oldalon a-ra ¢(m) lehetGség van, b-re pedig ¢(n) lehetdség. Mivel az f
leképezés bijekeiot 1étesit a megfelels x-ek és (a,b) parok kozott, kapjuk, hogy o(mn) = p(m) - o(n). O
3.17. Megjegyzés. A fenti tétel bizonyitasat maradékosztalyokkal is megfogalmazhatjuk. Ha m L n, akkor a bizonyitas-
ban definialt f és f~! leképezések megadnak egy
Lo, < Loy, X Loy,
parbaallitast (oda-vissza bijekciot), ami @ kovetkeztében rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal:

ha T € Zyy 6s (@,b) € Zy, x Zy,, egymasnak felel meg, akkor = € Z*

mn

<= a€Z,ésbelZ;.

Tehat a fenti parbaallitast megszoritva kapunk egy Z} , — Z* x Z} bijekciot, kévetkezésképp a két halmaz elemszama
megegyezik, és ez igazolja ¢ gyenge multiplikativitasat:

p(mn) = |Zp,,| = |Zn, X Zp| = |2, - || = p(mm) - ().

Ln| -
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A gyenge multiplikativitast hasznalva az Euler-féle ¢ fliggvény képletére is kaptunk egy 1j bizonyitast, ami egyszertibb,
mint a korabbi szita-formulas bizonyitas.

3.18. Tétel. Legyen az n pozitiv egész szam primtényezds felbontasa n = pi™* - ... - pp*. Ekkor
p(n) = @) - ppp*) = (P =P ) - (R - P
Bizonyitds. A Tétel miatt elég primhatvanyokra igazolni a képletet, ezt pedig mar megtettiik a Allitasban. 0O

Tokéletes szamok, Mersenne- és Fermat-primek

3.19. Definicié. Az M,, = 2™ — 1 alaka szdmokat Mersenne-szamoknak, az ilyen alaku primeket Mersenne-
primeknek nevezziik.

3.20. Lemma. Ha M, primszam, akkor n is primszam.

Bizonyitds. Kontrapozicioval bizonyitunk, vagyis azt mutatjuk meg, hogy ha n Osszetett szam, akkor M,, is Osszetett.
(Az n =1 eset HF.) Tehat tth. n Osszetett, azaz n = ab és 1 < a,b < n. Ekkor az M,, szamot szorzatta tudjuk alakitani:
2" —1=2% 1= (29" -1>= (22 —1)-(...); itt a masodik tényez? felirasa HF. Mivel 1 < a < n, ezért 1 < 2% —1 < M,
(ugye?), tehat a fenti szorzatfelbontas nem trivialis, és igy M,, valoban Gsszetett szam. O

3.21. Definicié. Az n pozitiv egész szamot tokéletes szdmnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv valodi osztoinak
Osszegével, azaz o(n) = 2n.

3.22. Példa. A legkisebb tokéletes szam a 6: pozitiv valodi osztéi 1,2, 3, és valoban 1 + 2 + 3 = 6. Mivel o(6)-ba maga
a 6 is beleszamit, ezért o(6) =1+2+34+6=2-6.

3.23. Tétel (Euler tétele). Az n paros szam akkor és csak akkor tokéletes, ha elgall n = 2P~ . (27 — 1) alakban, ahol
2P — 1 primszam (ekkor p is sziikségképpen prim a Lemma alapjan).

Bizonyitds. Az akkor” rész igazoldsahoz tfh. n = 2P~1. (2P — 1), ahol 2 — 1 primszam. Mivel 2°=1 1 2P — 1 (ugye?),
alkalmazhatjuk a o fiiggvény gyenge multiplikativitasat: o(n) = o(2P~1) . o(2P — 1). Tudjuk, hogy o(2P71) = 27 — 1
(miért?) és o(2P — 1) = 2P (miért?). Tehat o(n) = (2P — 1) - 2P, ami valoéban egyenld 2n-nel (ugye?), tehat n tokéletes
SZAm.

A ,csak akkor” irdny bizonyitasahoz tfth. n paros tokéletes szam. Mivel n paros, primtényezds felbontasaban szerepel
a 2-es, mondjuk k-adik hatvanyon (k > 1), tehat n felirhato n = 2% - t alakban, ahol ¢ paratlan szam. Akarcsak az el6z6
részben, 28 | ¢, és igy o(n) = (2F1 — 1) - o(t). Feltettiik, hogy n tokéletes, vagyis o(n) = 2n = 281 . t. Osszevetve az
utébbi két eredményt, azt kapjuk, hogy (2871 — 1) - o(t) = 281 . t. Fejezziik ki innen o(t) értékét:

kHlg (R —141).¢

=t+s.

A 57— tort egész szam (hiszen nem méas, mint o(t) —t), ezt jeloltiik s-sel. Ekkor ¢ = (2" —1)- s, azaz s osztoja t-nek.
S6t, k > 1 miatt 251 — 1 > 1, tehat s valodi osztoja t-nek (s < t). Nézziik meg most jol a o(t) = t + s egyenlGséget.
A bal oldalon t 6sszes osztojanak osszege all, a jobb oldalon pedig két osztdjanak Gsszege. Ez csak ugy lehetséges, hogy
minddssze két osztoja van t-nek, vagyis ¢ primszam (ugye?). Kovetkezésképp s = 1, és igy t = 2F+1 — 1. Mar csak annyit
kell tenniink, hogy ,elnevezziikk” k + 1-et p-nek. Ezzel a jeloléssel t = 2P — 1 (és mar tudjuk, hogy ez primszam) maga n
pedig igy fest: n = 2% .¢=2rP=1. (2P —1). Ez pedig éppen az az el6allitas, ami a célunk volt. |

3.24. Példa. A mésodik legkisebb tokéletes szdm a 28, ami a p = 3 értékkel adodik Euler tételébdl: 28 = 22 (23 — 1), és
itt M3 = 23 — 1 valéban prim.

3.25. Megjegyzés. Abbol, hogy n prim, még nem kiévetkezik, hogy M, is az, példaul M;; Osszetett szam. Nem
ismert, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok paros tokéletes szam.
Paratlan tokéletes szamot egyet sem ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik. A jelenleg (2023. aprilis
21.) ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim: M gs 5890933, ami tizes szamrendszerben 24 862 048 széamjegybdl all.

3.26. Definicié. Az F,, = 22" + 1 alaka szamokat Fermat-szdmoknak, az ilyen alaka primeket Fermat-primeknek
nevezzik.

3.27. Megjegyzés. A Lemmahoz hasonléan meggondolhato, hogy ha 2¥ + 1 primszam, akkor k sziikségképpen
kettGhatvany. Ezért a ,kettGhatvany plusz egy” alakt primeket csak az F,, = 22" + 1 Fermat-szamok kozott érdemes
keresni. Fermat azt sejtette, hogy F),, mindig prim. Az elsé 6t Fermat-szam valoban prim:

Fo=3, Fi =5, F, =17, Fy =257, F, = 65537,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 - 6700417. Minden tovabbi Fermat-szam, amit sikeriilt megvizsgalni (részben szami-
togéppel), Osszetettnek bizonyult. Az altalanosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van (valoszintleg
csak a fenti 6t).
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4. Nevezetes szamelméleti problémak

Primszamok

4.1. Tétel (Euklidész). Végtelen sok primszam van.

Bizonyitds. Tth. véges sok primszam van; legyenek ezek pi,...,pn, és legyen N =p;-...-p, + 1. Mivel N > 1, van
primosztéja. Node N nem oszthato a pq,...,p, szamok egyikével sem (ugye?). Tehat, feltevésiinkkel ellentétben, van
még tovabbi prim a pq,...,p, szdmokon kiviil. O

4.2, Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alakt primszam van.

Bizonyitds. Tth. py,...,p, az Osszes 4k — 1 alaka prim, és legyen N =4-p; -...-p, — 1. Mivel N > 1, van primosztoja.
Node N nem oszthaté a p1,...,p, szamok egyikével sem (ugye?), tehat minden primosztéja 4k + 1 alakda. Eszerint N
elgall 4k + 1 alakd szamok szorzataként, és igy maga is 4k + 1 alaku (miért?). Ez ellentmondéas, hiszen szemlatomast

= —1 (mod4). O

4.3. Tétel. Végtelen sok 4k + 1 alakd primszam van.

4.4, Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezddtagja és differencidja egymashoz relativ prim,
akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhato.

4.5. Tétel (Csebisev tétele). Barmely szam és a kétszerese kozott van primszam. Pontosabban: minden n pozitiv egész
szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

4.6. Tétel. A szomszédos primek kozott tetszélegesen nagy hézagok taldlhatok. (Azaz minden N € N esetén lehet talalni
N egymast kovetd Osszetett szamot.)

Bizonyitds. Ha n > 2, akkor az n! 4+ 2, n! + 3,...,n! + n szdmok mind Gsszetettek, hiszen k valodi osztoja az n! + k
szamnak minden k € {2,...,n} esetén (miért?). Ez n— 1 egymast kovets Osszetett szam, és itt n tetszdlegesen nagy lehet.
(Ha N egymast kovets Osszetett szamot akarunk talalni, akkor az n = N + 1 értékkel kell felirni a konstrukciot.) O

4.7. Definicié. ITkerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.

4.8. Megjegyzés. Azt sejtik, hogy végtelen sok ikerprim van. Yitang Zhang 2013 aprilisiban bebizonyitotta, hogy létezik
olyan K korlat, amelyre végtelen sok olyan primpar létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K (K = 70000 000 értékre,
de ezt késgbb levitték K = 246-ra).

4.9. Tétel. A primszamok reciprokaibél alkotott sor divergens, azaz Il] = 0.
p

4.10. Megjegyzés. Ez a tétel durvan fogalmazva azt allitja, hogy ,s0k” primszam van. Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan
tokeéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbdl persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e belsliik).

4.11. Megjegyzés. A Z% harmonikus sor lassan divergal, a Z% primharmonikus sor még lassabban. Példaul

Zp<1018 % < 4 (ez kb. a sor els§ huszonnégybilliard tagja).

4.12. Teétel. Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22" ",

Bizonyitds. Legyen p1,pa, ... a primek sorozata (ndvekvs sorrendben). Euklidész gondolatmenete szerint (lasd a Tétel
bizonyitasat) az N = p; - ... p, + 1 szdmnak van olyan p primosztoja, amelyre p ¢ {p1,...,p,} teljesiil. Ekkor tehat
Pnt1 <Pp<pp-...-pp+1 (miért?), azaz

Ezt az egyenl6tlenséget hasznélva teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy p, < 22" A kezdélépés: az n = 1 esetben
pr=2<22" =22° =21 Az indukciés lépéshez tfh.

p1 < 221717 pa < 22271, ey, P < 92" (IH)
Azt kell megmutatnunk, hogy pp,1 < 22" (ugye?). Ehhez becsiiljiik p,;1-et az (EU) és egyenlGtlenségek segitségével:
(EU) (TH) _ _ n— n— n
Prt1 S pl'“"pn"_l§2211'2221'”"22 1+1:21+2+...+2 1+1:22 —1_’_1.
Azt kaptuk tehat, hogy p,1 < 22" ' 4 1, ez pedig (sokkal) kisebb, mint 22" = 22" 1 4 22"~1 (ugye?). O

4.13. Definicié. A primszamok eloszlasanak pontosabb vizsgalatanal hasznos a 7w(z) fliggvény, az tgynevezett prim-
szdamlalo fliggvény, amely megadja az x pozitiv valés szamnél nem nagyobb primek szamat:

m(z) = Z 1.

p<z
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X

4.14. Tétel (primszamtétel). A w(z) primszamlalo fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az g’m fliggvénnyel, azaz

lo,

lim @

T—00

=1.

logz

4.15. Koévetkezmény. Az n-edik primszam aszimptotikusan nlogn, azaz lim,, . #%n =1.

Szamok felbontasa hatvanyok Gsszegére

4.16. Definicié. Az (z,y,z) € N? szdimharmast pitagoraszi szdmhdrmasnak nevezziik, ha x? + y? = 22. Az (z,vy, 2)
pitagoraszi szamhéarmas primitiv, ha Ilnko(z,y, z) ~ 1.

4.17. Megjegyzés. Tetsz6leges (x,y, z) pitagoraszi szamharmas esetén (x/d,y/d, z/d) primitiv pitagoraszi szamhar-
mas, ahol d = Inko(z,y, z). Tehét elegendd a primitiv pitagoraszi szamharmasokat meghatarozni, mert ezekb&l minden
pitagoraszi szamhéarmas megkaphat6 (egy konstanssal valo szorzassal).

4.18. Lemma. Primitiv pitagoraszi szamhérmasban a tagok paronként is relativ primek.

Bizonyitds. Legyen (z,y, z) primitiv pitagoraszi szimharmas, és legyen d = Inko(x,y). Ekkor d | x,vy, és igy d? | 22, 3>
(ugye?), tehat d? | 22 + y?> = 22. Ebbdl kovetkezik, hogy d | z (miért?), azaz d osztja mindhidrom szamot, vagyis
d | Inko(z,y, z) ~ 1 (hiszen (z,y, z) primitiv pitagoraszi szimharmas). Tehat d ~ 1, és ezzel belattuk, hogy x és y relativ
prim. Hasonlban igazolhatd, hogy = 1 z és y L z (HF). ([l

4.19. Lemma. Ha (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas, akkor x és y paritasa kiilonb6z6, z pedig paratlan.

Bizonyitds. Paros szam négyzete nullat, paratlan szam négyzete pedig egyet ad maradékul 4-gyel osztva (miért?). Ezt
felhasznalva négy esetet kiilonboztethetiink meg;:

xmod 2 y mod 2 22 4+ y? = 22 mod 4

0 0 0

1 1
1 0 1
1 1 2

Az utolsé eset lehetetlen, mert, ahogy fent megfigyeltiik, 22 csak nullat vagy egyet adhat maradékul 4-gyel osztva. Az
elss esetben x,y, z mind parosak, és ez ellentmond annak, hogy (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas. Tehat csak a
kozépss két eset fordulhat els, és éppen ezt kellett igazolnunk. ([l

4.20. Lemma. Ha U és V relativ prim pozitiv egész szamok, és UV négyzetszam, akkor U és V is négyzetszam.

Bizonyitds. Tekintsiik U és V' primhatvanytényezds felbontasat: U = [[pf*, V =] qf 7. Mivel U és V relativ prim, nincs
koz0s primosztojuk, vagyis az UV szorzat kiszamitasakor nem lehet Gsszevonni azonos alapu hatvinyokat; UV primhat-
vanytényezds felbontasat egyszertien U és V felbontasat egymas mellé illesztve kapjuk: UV = [[pf* -] q; ¢, Tudjuk, hogy
UV négyzetszam, ezért primhatvanytényezds felbontasaban minden kitev§ paros (miért?), azaz minden «o; és minden 3;
kitev paros. Ez pedig azt jelenti, hogy U is és V is négyzetszam (ugye?). O

4.21. Tétel. Legyen (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas, és tegyiik fel, hogy x paros. Ekkor léteznek olyan u,v

természetes szamok, melyekre

2z =u? 402 (A)

Forditva, a fenti formulakkal definialt (z,y, z) szamharmas mindig primitiv pitagoraszi szamharmas.

w>v, uZv (mod 2), u Lv, ész=2uw,y=u’—v

Bizonyitds. ElSszor azt mutatjuk meg, hogy minden primitiv pitagoraszi szamharmas elgall a fenti modon. Tth. (z,y, 2)
primitiv pitagoraszi szamhéarmas. A [£.19] Lemma alapjan az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy = paros,
y és z pedig paratlan. Fejezziik ki z-et a ,Pitagorasz-tételbdl” :

T\? z4y z-—
Pyt =22 = 2? =2 =24y (z—y) = (§> = 22/' 2y.
S—~—— Y~

U %

A paritasokra vonatkozé feltevésiink miatt itt minden tort értéke egész szam (ugye?). Megmutatjuk, hogy U L V. Ha
E|UV,akkor k |U+V =zésk | U—-V =y. Mivel z L y (miért?), ez csak k ~ 1 esetén lehetséges, tehat U és V valoban
relativ primek. A . Lemma szerint ekkor U és V is négyzetszam: U = u? és V = v%. Tudjuk, hogy u? — v? =y
(ugye?), és ez egy pozitiv paratlan szam, igy u > v és u #Z v (mod 2). Lattuk, hogy U L V, és ebbdl kovetkezik, hogy u
és v is relativ prim (miért?). A @—beli utols6 harom egyenlGség u és v definiciojabol knnyen levezethetd:

x

2
(§> =UV =v*? = z = 2w, W —0t=U-V =y, WA =U+V =z
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A masik irany igazolasidhoz tegyiik fel, hogy @ teljesiil. Az 22 + y? = 22 egyenlséget egyszert szamolas mutatja:
22 412 = dut? + (02 — v?)? = ut + 2u20? + ot = (u? +0?)? = 22,
Ezzel belattuk, hogy (z,y, z) pitagoraszi szamharmas. A szamharmas primitivségéhez elegendd azt belatni, hogy vy L z

(ugye?). Ha k | y,2, akkor k | z +y = 2u? és k | z —y = 20%. Mivel u L v, ez csak k ~ 1,2 esetén lehetséges (miért?).
Node y (és z is) paratlan (miért?), tehat k ~ 2 lehetetlen, azaz y L z. O

4.22. Teétel (Fermat). Az z* + y* = 2% egyenletnek nincs pozitiv egészekbsl allo megoldasa.

4.23. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor). Ha n > 3, akkor az 2™ +y™ = z" egyenletnek nincs pozitiv egészekbgl
all6 megoldasa.

4.24. Lemma. Ha m és n el6all két négyzetszam Osszegeként, akkor mn is elGall.

Bizonyitds. Tth. m = a? + b% és n = ¢ + d?. Egyszer( szamolas mutatja, hogy ekkor mn is felirhaté két négyzetszam
Osszegeként:
mn = (a® 4+ b%) (¢ + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?. O

4.25. Lemma. A 4k + 1 alaka primszamok elGallnak két négyzetszam Osszegeként, a 4k 4+ 3 alaka primek viszont nem.

4.26. Teétel (Fermat-féle kétnégyzetszam-tétel). Pontosan azok a szamok allnak el§ két négyzetszam Gsszegeként,
amelyek primfelbontasaban a 4k + 3 alakd primek péros kitevivel szerepelnek.

4.27. Tétel (Lagrange-féle négynégyzetszam-tétel). Minden pozitiv egész szam elGall négy négyzetszam Osszegeként.

4.28. Megjegyzés. Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam osszegeként nem lehet minden
pozitiv egész szamot eldallitani (keressiink ellenpéldat!). A pozitiv egész szamok hatvanyosszegekként valo elGallitasaival
kapcsolatos problémakat 6sszefoglaldé néven Waring-problémakornek szokés nevezni. Edward Waring XVIII. szazadi angol
matematikus Meditationes Algebraicae cimd mitvében azt allitotta (bizonyitas nélkiil), hogy minden szam eldallithato
kilenc kobszam Osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Gsszegeként. Ezek az allitdsok helyesnek bizonyultak, de
csak a huszadik szazadban talaltak rajuk bizonyitast.

Altalaban g(k) jeldli azt a legkisebb szamot, amelyre igaz az, hogy minden pozitiv egész szam elsallithato g(k) darab
k-adik hatvany Osszegeként. Az elézGek alapjan tehat g(2) =4, g(3) < 9,¢9(4) < 19, és példak mutatjak, hogy 8 kob, illetve
18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehat ¢g(3) = 9 és g(4) = 19. A g(k) szamok meghatérozasa igen nehéz probléma,
még az sem vildgos, hogy egyaltaldn léteznek minden k eseténﬁ ezt Hilbert igazolta 1909-ben. Van egy feltételezett képlet
is a g(k) szamokra; bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és altalanosan elfogadott az a
sejtés, hogy valojaban minden k-ra érvényes:

g(k) =2% + Bﬂ —2.

§Mit jelentene az, hogy g(k) nem létezik?



