SZAMELMELET

gyakorl6 és hazifeladatok
2023 6szi felev, OT

1. feladat. Jeldlje D,, az n pozitiv egész szam pozitiv osztéinak halmazat. Rajzoljuk fel a (Dys;|) részbenrendezett halmaz
Hasse-diagramjat.

Megoldas.

2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy 52° — 1 oszthato 24-gyel.

Megoldas. Az a” —b" = (a —b) - (a" ' +a" 20+ a" 30> + - - - + a*b" % 4+ ab" "2 + b"~!) nevezetes azonossagot hasznaljuk
az a = 25, b =1, n = 10 ,szereposztassal”:

520 1= (510 110 =250 110=(25 - 1).(...)=24-(...).

Itt a (...) helyén egy egész szdm van; fel lehetne frni, de nem fontos, hogy mi ez a szam, mert igy is lathato, hogy 24 | 52° —1.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy 3''! 4 2444 oszthato 19-cel.
Megoldas. Paratlan n kitevs esetén érvényes az a” +b" = (a +b) - (a" ™! —a" 20+ a"73b% — -+ 4+ a?b" 73 —ab" "2 + b7 1)
azonossag. Ezt hasznaljuk az a = 3, b = 16, n = 111 ,szereposztassal”

3111 +2444 :3111 +(24)111 :3111 +16111 _ (3+16) . () _ 19()

Itt a (...) helyén egy egész szam van; fel lehetne irni, de nem fontos, hogy mi ez a szam, mert igy is lathato, hogy
19 ‘ 3111 + 2444_

4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy 2192 4+ 3201 oszthaté 7-tel.

Megoldas. A hatvanyozéis azonosségit hasznalva igy alakithatjuk at a szamot: 2102 4 3201 = 4.2100 4 3. 9100 Tydjuk, hogy
719100 — 2100 " ¢5 ezt a kivetkezd modon tudjuk felhasznalni:

2102 + 3201 —4- 2100 +3 . 9100 =7. 2100 - 3. 2100 + 3. 9100 =7. 2100 +3 . (9100 _ 2100).

Itt a kisebbitendd és a kivonando is oszthato 7-tel (ugye?), igy maga a kiilonbség is oszthato 7-tel.

5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy 2712 + 327+1 oszthatdé 7-tel minden n nemnegativ egész szim esetén.

Megoldas. Az el6z6 feladat megoldasat szinte sz6 szerint meg lehetne ismételni: 272 4 32ntl = 7.27 4+ 3. (9" — 27) de a
valtozatossag kedvéért most bizonyitsunk teljes indukcioval.

e Kezdoslépés: n = 0 esetén 272 + 3271 = 7 ami persze oszthato 7-tel.
e Indukcios lépés: tfh. 7| 2742 4 327*1 ez az indukcios hipotézis (IH); célunk belatni, hogy 7 | 27+3 4 32n+3,
Alakitsuk &t az utobbi kifejezést, hogy be tudjuk ,csempészni” azt a szamot, amirél az indukciés hipotézis szol.
2n+3 + 32n+3 =9. 2n+2 + 9 5 32n+1 —9. (2n+2 + 32n+1) + 7. 32n+1.

Itt mindkét tag oszthato 7-tel (miért?), igy maga az Osszeg is oszthato 7-tel, és épp ezt kellett igazolnunk.

6. feladat. Rajzolja fel a (Dsg; 1), (D1oo;|) és (Dazs;|) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat, figyelje meg a koztiik
1év6 hasonlosagot, és magyarazza meg a hasonlosag okat.

7. feladat. Rajzolja fel a (Dsp;|) és P({a,b, c}; C) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat, figyelje meg a koztiik 1évé
hasonlésagot, és magyarizza meg a hasonlosag okat.

8. feladat. Bizonyitsa be (azonossagokkal vagy indukcioval), hogy 427+ +37%2 oszthaté 13-mal minden n nemnegativ egész
szam esetén.

9. feladat. Bizonyitsa be (azonossagokkal vagy indukciéval), hogy n® — n oszthato 5-tel minden n nemnegativ egész szam
esetén.



10. feladat. Bizonyitsa be (azonossagokkal vagy indukcioval), hogy 7™ + 3n — 1 oszthat6 9-cel minden n nemnegativ egész
szadm esetén.

11. feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszsleges a,b € Z esetén 7| 10a +b < 7| a — 2b.

12. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok tetszGleges egész szamok esetén. (A valaszt természetesen indokolni
kell!)

(a) Haa~a' ésb~ b, akkora|b = o’ | V.

(b) Haa | k és b | k, akkor ab | k.

(¢) Ha a | be, akkor a | b vagy a | c.

13. feladat. Hatéarozzuk meg euklideszi algoritmussal 302 és 112 legnagyobb kozos osztojat és fejezziik ki 302z + 112y alakban
(alkalmas x,y egész szamokkal).

Megoldas. Hasznaljuk az a = 302, b = 112 jelolést:

302 = 2112478 = 78 = 302-2-112 = a—2

112 1- 78434 = 34 = 112—78 = b—(a—2b) = —a+3b
78 = 2-34+410 = 10 = 78-2-34 = (a—2b)—2(—a+3b) =  3a—28b

34 = 3. 104+ 4 = 34—-3.10 = (—a+3b)—3(3a— 8b) — —10a+27b
10 = 20 4+ 2 = = 10-2-4 = (3a—8b)—2(—10a+27b) = 23a—62b
4 = 2. 24+ 0

Tehat Inko(a,b) = 2, és ez igy fejezhet ki a és b segitségével: 2 = 23a — 620, azaz x = 23,y = —62.

14. feladat. Legyen a = 9...9 az 500 darab kilencesbdl allé szam, és legyen b = 9999999999999 a tizenharom darab
kilencesbdl all6 szam. Mit ad a maradékul b-vel osztva?

15. feladat. Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre 2100 = 276 = 1 teljesiil? (Az Osszes megoldast keressiik meg!)
16. feladat. Hogyan lehet egy 62 cm és egy 23 cm hosszusagt méréruddal kimérni 1 centimétert?

17. feladat. Az alabbi jatékban egy nyil ugral egy szabalyos m-szog csicsain; egy ugrassal a csicsnyival keriil arrébb. Hany
cstcsba képes eljutni, ha elég sokaig ugral? A megsejtett valaszt be is kell bizonyitani!
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/szamelmot_2023tavasz/nyul-sokszog.html

18. feladat. Legyenek a és b pozitiv egészek, tfth. a > b és az a-ra és b-re végrehajtott euklideszi algoritmus pontosan n
lépésbol all (az n-edik lépés az, ahol nulla a maradék). Bizonyitsa be, hogy ekkor a > F, 1 és b > F,. Itt {F,}52, a
Fibonacci sorozat: Fp =1, Fi1 =1, Fs, =2, F3=3, F;, =5, F5=8,....

19. feladat. Milyen n természetes szamok esetén lehet egyszertsiteni a

2
+ 1 tortet?

20. feladat. Hatarozza meg az Osszes olyan a és b természetes szamokat, melyekre Inko(a, b) = 26 és lkkt(a,b) = 2288.
21. feladat. Hatarozza meg az sszes olyan a és b természetes szdmokat, melyekre Inko(a,b) = 17 és a? — b* = 2023.

22. feladat. Hatarozza meg az Osszes olyan p természetes szamot, melyre p, p + 4 és p + 14 is primszam. Mi a helyzet, ha
negativ primszamokat (pontosabban prim elemeket) is megengediink?

23. feladat. Oldjuk meg a 150x — 54y = 18 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a 150 és 54 szamokra, és hasznaljuk az a = 150 és b = —54 jelolést (kicsit
kellemetlen, hogy b negativ, de ezzel a jeloléssel lesz az egyenletiink a tanult axz + by = c¢ alaka, és igy konnyebb lesz felirni
az altalanos megoldast):

150 = 2-54 + 42 — 42 = 150—2-54 = a+2b
54 = 1-42 + 12 = 12 = 54—42 = —b—(a+2b) = —a—3b
42 = 312 + 6 — 6 = 42-3-12 = (a+2b)—3(—a—3b) = 4da+11b
12 = 2-6 + 0

Tehat Inko(a, b) = 6, és ez igy fejezhet ki a és b ,linedris kombinaciojaként™ 6 = 4a+11b. Szorozzunk 3-mal, hogy megkapjuk
18-at is ax + by alakban:

18 = 3 (4a + 11b) = 12a + 33b.

Innen lathato, hogy xg = 12, yo = 33 egy megoldéasa az egyenletnek. (Célszerd visszahelyettesitéssel ellendrizni!)


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/szamelmot_2023tavasz/nyul-sokszog.html

Irjuk fel az altalanos megoldas képletét:

. t L 'Y
=20+ —F——= t=x0+—-t=12—
P70 Inko(a, b) o776
150 (teZ).
a
=y———= t=yo— — -t =33 —25¢

Y =907 Tko(a, b) N6
Vigyazat: az altalanos megoldasra tanult képletben a ¢t paramétert tartalmazo tagok egyike el6tt 4, mésika el6tt — szerepel,
de mivel a = 150 és b = —54 ellentétes elGjeltiek, végiil egyforma elGjeliek lettek a tagok. Ezt kdnnyt eltéveszteni, ezért

célszerd abrazolni, vagy legalabb elképzelni az egyenest (pozitiv a meredeksége, ezért x és y egyiitt csokken, egyiitt névekszik)
vagy pedig visszahelyettesiteni az egyenletbe (a ¢ paramétert tartalmazo tagoknak mindenképp ki kell ejteniiik egymaést).

Megjegyzés. Az x; = 12 + 9, y; = 33 + 25¢ (¢t € Z) altalanos megoldas is j6 (és szebb is!), ez csak annyiban kiilonbozik a
fentitsl, hogy nem jobbrol balra, hanem balrol jobbra indexezziik az egyenesen 16vS racspontokat. Helyes (és még szebb!)
az oy = 3+ 9¢, y» = 8 + 25t (¢ € Z) altalanos megoldas is. (Végtelen sok racspont van az egyenesen, és ezek barmelyikét
valaszthatjuk partikularis megoldasnak, ezért végtelen sokféleképpen fel lehet irni az altalanos megoldast.)

24. feladat. Oldjuk meg az 51z — 21y = 6 diofantoszi egyenletet.
Megoldas. Az euklideszi algoritmusbol azt kapjuk, hogy Inko(51,21) = 3 = —2-51+5-21. Beszorzunk 2-vel, és a jobb oldalt
ugy alakitjuk, hogy 51x — 21y alakd legyen: 6 = 51 - (—4) — 21 - (—10). Ebbdl leolvashato egy megoldas: z¢o = —4, yo = —10.
Az altalanos megoldéas tehat

Ty = —4 4 Tt, Yt =—-10+ 17t (tEZ)
Természetesen jo megoldés az is, hogy v, = =4 —Tt, yy = —10— 1Tt (t € Z) és xy =3+ Tt, y = 7+ 17t (t € Z) is helyes.

25. feladat. Hatarozzuk mega H ={z € Z | 3y € Z: 21x — 57y = 30 és 20 < z < 90} halmaz elemeit.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 57 és b = 21 szamokra, és fejezziik ki minden osztasbol (az utolso
kivételével) a maradékot a és b segitségével:

57 = 2-21 + 15 = 15 = 57-2.21 = a—2b
21 = 1-15 + 6 = 6 = 21—-15 = b—(a—2b) = —a+3b
5 = 2- 6+ 3 = 3 = 15-26 = (a—2b)—2(—a+3b) = 3a—8b
6 = 2- 3+ 0

Tehat Inko(21,57) = 3, és 3-57 — 821 = 3. Ebbdl kivetkezik, hogy —80-21 + 3057 = 30, és igy a 21z — 57y = 30 egyenlet
egy partikularis megoldéasa xo = —80,yo = —30 (figyeljiink az elGjelekre!). A diofantoszi egyenlet altalanos megoldasa (itt is
figyeljiink az el6jelekre!):

e =—80+19t, y,=—-30+4Tt (t 7).
Azokra a megoldasokra van sziikségiink, ahol 20 < x < 90. Nézziik meg, hogy a t paraméter mely értékeire teljesiil ez a két
egyenlGtlenség:

100

Ty > 20 — tzl—9:5,2... — t > 6,
170

2t <90 <= t§1—9:8,9... — t <8

Latjuk, hogy csak t = 6,7, 8 esetén teljesiil mindkét egyenlGtlenség, tehat a H halmaz a kévetkezs:
H= {IG,I’?,:CS} = {34, 53, 72}

Megjegyzés. A diofantoszi egyenlet megoldasait tablazatba is foglalhatjuk; innen is kiolvashatok a 20 és 90 kozé esd x értékek:

o a| o] 5] o] ] 8] 0]
e f| | =99 80| =61 | --- 1534 |b3| 72|91
ye | - | =371 =30 | =23 |---| 5]12|19|26|33]|---

26. feladat. Soroljuk fel a H = {y €EZ | eZ:3R2x—-14y=66s10<y < 50} halmaz elemeit.

Megoldas. ElGszor irjuk fel a 32z — 14y = 6 diofantoszi egyenlet altalanos megoldasét, aztan majd kivalogatjuk a 10 és 50
kozé es6 y értékeket. Az euklideszi algoritmusbél azt kapjuk, hogy lnko(32,14) = 2 = —3 - 32 4+ 7 - 14. Beszorzunk 3-mal,
és a jobb oldalt ugy alakitjuk, hogy 32z — 14y alakd legyen: 6 = 32 - (—9) — 14 - (—21). Ebbdl leolvashato egy megoldas:
xo = =9, yo = —21. Az altalanos megoldas tehéat

Ty =—9+4Tt g =—21+16t (t€Z).

A 10 < y; < 50 feltétel szerint 10 < —21 4 16t < 50, amibdl rendezés utéan azt kapjuk, hogy % <t< %. Mivel t egész szam,
csak a t = 2, 3,4 értékek jonnek szoba, igy H = {yo, ys,ys} = {11,27,43}.



Megjegyzés. Meguszhatjuk az egyenlStlenségek megoldasat, ha elkészitjiik a megoldasok tablazatat:

tof-tfofrf2s]als |6
v |l |—16] =9 =2 5 [ 12]19] 2 | 33
yo || - | =37 =21 =5 | 11 | 27 | 43 | 59 | 75

Innen is kiolvashato, hogy a 10 és 50 kozé es6 y értékek: 11, 27, 43.

27. feladat. Vettem izéket és bigyokat, dsszesen 400 forintért. Az izének 36 forintba, a bigyonak pedig 28 forintba keriil
darabja. Hany izét és hany bigyot vettem? Az Gsszes lehetséges megoldast keressiik meg!

Megoldas. Az izék szaméat x-szel, a bigyok szamat y-nal jelolve a 36x 4 28y = 400 egyenletet irhatjuk fel, melynek a pozitiv
egész megoldasait keressiik. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 36 és b = 28 szamokra:

36 = 1-28 + 8 == 8§ = 36—-28 = a—-b»
28 = 3-8 + 4 - 4 = 28-3:8 = b—3(a—-b) = —-3a+4b
8 = 2-4+0

Tehat Inko(a, b) = 4, és ez igy fejezhets ki a és b Jlinearis kombinaciojaként™ 4 = —3a + 4b. Mindkét oldalt 100-zal szorozva
kapjuk, hogy —300a + 400b = 400, vagyis x¢o = —300, yo = 400 egy partikularis megoldasa az egyenletiinknek. A diofantoszi
egyenlet altalanos megoldésa:

Keressiik meg a pozitiv megoldasokat:

300

400

Csak t = 43 és t = 44 esetén lesz x és y is pozitiv, vagyis a pozitiv megoldéasok a kévetkezdk:
g3 =1, ys3 =13 & 244 =8, ysa = 4.
Tehat két megoldas van: vagy 1 izét és 13 bigy6t vettem, vagy pedig 8 izét és 4 bigyot.

Megjegyzés. A diofantoszi egyenlet megoldésait tablazatba is foglalhatjuk, innen is kiolvashatok a pozitiv megoldéasok:

el o o |12 | a2 | 43| a4 | 45 |
- —307 | —300| —293 | —286 6 | 1 s | 15
” 409 | 400 | 391 | 382 2 | 13 | 4 | =5

28. feladat. Gomboc Arturt sziiletésnapja alkalmébol Fold koriili atra fizették be a baratai, és az tatra ellattak 15 lada
csokoladéval. Minden ladaban pont annyi csoki volt, ahany éves Gomboc Artar. Naponta 54 csokoladét evett meg, igy még
egy hétig sem tartott ki az ellatmany, és az utolsd napra méar csak 39 csoki maradt (marmint az utols6 olyan napra, amelyikre
még jutott egyaltalan csoki). Hany éves Gomboc Artar?

Megoldas. Az alabbi linken a szamitogép lépésenként végigvezet a feladat megoldésan:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/gombocartur.html

29. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az n pozitiv egész szam nem négyzetszam, akkor /n irracionélis.

30. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha n = a? = b3, ahol a és b természetes szamok, akkor n egy természetes szdm hatodik
hatvanya.

31. feladat. Az alabbi jatékban egy nyul ugral a szamegyenesen a 0-bol indulva. Kétféle ugrasra képes, amelyek hossza 26,
illetve 38 egység.
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/szamelmot_2023tavasz/nyul-szamegyenes.html

Hogyan tud eljutni a lehets legkevesebb ugréssal 1000-be tgy, hogy
(a) mindig csak elére (jobbra) haladhat?

(b) szabad visszafelé (balra) is ugrania?

32. feladat. Valaki a kovetkezSket mondta: ,,A baratném 22. sziiletésnapjara 22 szal virdgbol allo csokrot vettem 2000
forintért. A csokor fréziaboél, narciszbdl és rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve 130 forintba
keriilt.” Hany szal virdgot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy mindegyikbdl legalabb két szal
volt, és semelyik kett6bsl sem volt ugyanannyi?



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/gombocartur.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/szamelmot_2023tavasz/nyul-szamegyenes.html

33. feladat. Mit ad maradékul 24-gyel osztva 24220237

Megoldas. A hatvany alapjat csokkenthetjiik, ha megfigyeljiik, hogy 242 = 2 (mod 24), és ebbdl kovetkezik, hogy 242292 =
22023 (mod 24). Még 22023 is tul nagy szam ahhoz, hogy kedviink legyen kiszdmolni, de irjuk fel 2 elsé néhany hatvanyanak
modulo 24 maradékat, hatha észrevesziink valami szabalyszertiséget:

A maradékok az els6 harom tag utan kettesével ismétlsdnek: ha k > 3 paratlan szam, akkor 2¥ = 8 (mod 24), ha pedig
k > 3 paros szam, akkor 2¥ = 16 (mod 24). Mivel 2023 péaratlan (és persze 2023 > 3), azt kapjuk, hogy

2422023 = 92023 — 8 (mod 24).
Megjegyzés. A tablazat kitoltése soran mindig a legutoljara kiszamolt érték duplajat, pontosabban annak a modulo 24

maradékat kell venni (hiszen 281 = 2. 2F). Példaul a kilences oszlopban nem kell kiszamolni, hogy 27 = 512, és hogy ez
8-at ad maradékul 24-gyel osztva; elég csak az el6z6 szamot (a nyolcas oszlopbeli 16-ost) megszorozni kettével: 16-2 = 32 =
8 (mod 24). Ebbdl a szamolasi modbol latszik, hogy az empirikusan megfigyelt szabalyszertiség valoban minden k > 3
esetén teljestil. Ezt persze be is lehetne (s6t, illene!) bizonyitani, példaul teljes indukcioval, de ett6l most eltekintiink. Azt
is be lehet(ne) bizonyitani, hogy akarmilyen szadmot hatvanyozunk, és akarmilyen modulus szerint vessziik a maradékokat, a
sorozat egy véges ,bevezets szakasz” utan mindig periodikussa valik.

34. feladat. Mit ad maradékul 28-cal osztva 87320027

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonloan, elGszor a hatvany alapjat csokkentjiik: 873 = 5 (mod 28), ezért 8732002 =
52002 (mod 28). Készitsiik el 5 hatvanyai modulo 28 maradékainak tablazatat, és reménykedjiink. . .

ko Joluf2]3]4]s5]6
B mod2s || 1|5 [25]13] 9 [17]1

(Egy triikk: érdemes a legkisebb nemnegativ maradék helyett a legkisebb abszolut értékd maradékkal szamolni. Példaul
52 = 25 = —3 (mod 28), ezért 5% = 5. (=3) = —15 = 13 (mod 28). Igy az egész szamolast meg lehet tiszni kétjegyt
szamokkal.) A maradékok mar a legelejéts] kezdve hatosaval ismétlédnek. Ezért 5 modulo 28 maradéka csak attol fiigg,
hogy a k kitev6 mit ad maradékul 6-tal osztva:

k=0 (mod 6) = 5= 1 (mod 28)
k=1 (mod 6) = 5= 5 (mod 28)
k=2 (mod 6) == 5F=25 (mod 28)
k=3 (mod 6) == 5=13 (mod 28)
k=4 (mod 6) = 5= 9 (mod 28)
k=5 (mod 6) = 5F=17 (mod 28)

Nekiink a k = 2002 esetre van sziikségiink: 2002 =4 (mod 6), ezért 5202 =9 (mod 28).

Megjegyzés. Ha a hatvany alapja és a modulus relativ prim (mint a mi példankban: Ilnko(5,28) = 1), akkor a sorozat mindig
mér a legelejétsl kezdve periodikus lesz (nincs olyan ,bevezets szakasz”, mint az el6z6 feladatban), és mindig akkor kezdédik
a kivetkezd periodus, amikor 1-et kapunk maradékul (a mi példankban: 56 =1 (mod 28)).

35. feladat. Bizonyitsuk be, kongruencidt haszndlva, hogy 272 + 327"+1 oszthat6é 7-tel minden n nemnegativ egész szam
esetén.

Megoldas. A hatvanyozas azonossagait és a kongruencia tulajdonsagait hasznalva igy szamolhatunk:
2nt2 432t =g 9m 1 3. 9" [=]4-2"+3-2"=7-2" =0 (mod 7).

Az egyetlen ,triilkk” a bekeretezett lépésben tortént: azt hasznaltuk ki, hogy 9 =2 (mod 7).




36. feladat. Oldjuk meg a 1142 =6 (mod 52)

linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia tanult tulajdonsigait hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal jutunk el a megoldashoz. Erre sok

lehet6ség van, ime egy levezetés:

1142 =6 (mod 52)
19z =1 (mod 26)
452 = —25  (mod 26)

9z = -5  (mod 26)
9r =21 (mod 26)
3x = (mod 26)
3x =33 (mod 26)

xz =11 (mod 26)

egyszeriisitiink 6-tal: Inko(52,6) = 2

19 =45 (mod 26) és 1 = —25 (mod 26)
egyszerisitiink 5-tel: Inko(26,5) = 1
—5=21 (mod 26)

egyszeriisitiink 3-mal: Inko(26,3) =1
7=33 (mod 26)

egyszerisitiink 3-mal: Inko(26,3) =1

kész!

Masik megoldas. Ha c relativ prim az m modulushoz, akkor a c-vel valo egyszertsités ekvivalens atalakitas (nem véltozik a

modulus), mint példaul a fenti levezetésben az 5-

tel és 3-mal valo egyszertsitésnél. Ezt ,visszafelé” végrehajtva: a kongruencia

mindkét oldalat c-vel szorozni ekvivalens atalakitas, feltéve, hogy Inko(m,c) = 1. Ez a beszorzés elss pillantésra nem tiinik

jo Otletnek, mert (abszolut értékben) nagyobb

szamok jelennek meg, de ha ezeknek a nagyobb szamoknak a modulo m

maradéka kicsi, akkor jol jarhatunk a beszorzéssal. Mutatunk egy levezetést, amiben kétszer is hasznaljuk ezt a triikkot:

1142 =6 (mod 52)
19z =1 (mod 26)
-7z =1 (mod 26)

—2lz =3 (mod 26)

S5x =3 (mod 26)
9%5r =15  (mod 26)
—r =15 (mod 26)

x=-15 (mod 26)

egyszerisitiink 6-tal: Inko(52,6) = 2

19 = -7 (mod 26)

beszorzunk 3-mal: Inko(26,3) =1

—21=5 (mod 26)

beszorzunk 5-tel: Inko(26,5) =1

25=—-1 (mod 26)

egyszerisitiink vagy beszorzunk (—1)-gyel: Inko(26,—-1) =1

kész!

Ez a megoldas ugyanaz, mint az el6bbi, hiszen —15 = 11 (mod 26).

Harmadik megoldas. A kongruenciat airjuk a
adodik, ami azt jelenti, hogy x =11 (mod 26).

114z — 52y = 6 diofantoszi egyenletre, amelynek megoldasabol x = 11 4 26t

37. feladat. Oldjuk meg az 56z = 48 (mod 88) linearis kongruenciat.

Megoldas. A kongruencia tanult tulajdonsagait hasznalva, ekvivalens atalakitasokkal jutunk el a megoldashoz:

(Melyik lépésben mit csinaltunk? Meg lehetne oldani kevesebb 1épésbdl?

56z =48  (mod 88)
Tr =6 (mod 11)
-4z =6 (mod 11)
-2z =3 (mod 11)
—2x =14  (mod 11)
x=-7 (mod 11)

x =4 (mod 11)

38. feladat. Melyek azok a 32-re végz6ds négyjegyii szamok, amelyek oszthatoak 47-tel?

Megoldas. A 32-re végz6ds négyjegyi szamokat 100x + 32 alakban lehet felirni, ahol x kétjegytd szam. Tehat meg kell
oldanunk a 100z + 32 =0 (mod 47) linearis kongruenciat:

100 +32=0 (mod 47)
100z = —32  (mod 47)

50z = —16 (mod 47)

3z =78 (mod 47)

x =26 (mod 47)

Azt kaptuk, hogy a 47t + 26 alakt szamok elégitik ki a kongruenciat. FEzek koziil csak 26 és 73 kétjegyt, tehat a feladatban
kérdezett négyjegyd szamra két lehet&ség van: 2632 és 7332.




51995 gzamnak?

39. feladat. Mi az utols6 két szamjegye az 199
40. feladat. Bizonyitsa be kongruencidk segitségével, hogy 27 | 25"+ 4 572 minden n természetes szam esetén.
41. feladat. Oldja meg az 522 =8 (mod 124) kongruenciat. Adja meg az Gsszes 0 és 123 kozotti megoldast!

42, feladat. Keresse meg az 0sszes olyan négyjegyii szdmot, amely oszthato 66-tal, és tizes szamrendszerben 18-ra végzsdik.
(Probalgatni nem ér!)

43. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert:

z=7 (mod 6)
z =22 (mod 9)

Megoldas. Fogalmazzuk at mindkét kongruenciat oszthatésigra, majd ,milyen alaka szam x” tipusu allitasra:

=7 (mod 6) <= 6|z —7 <= JyecZ: xz=06y+T;
=22 (mod 9) <= 9|2z —22 <= Fz€Z:z=92+22

Az x-re kapott két kifejezést egyenlévé téve a 6y+7 = 92422 diofantoszi egyenletet kapjuk, amit rendezés utan a 6y—9z = 15
alakba frhatunk. Az egyenlet megoldasa y = 4+ 3t, 2 = 1+ 2t (t € Z). (Lasd a jegyzetben a 2.5. Példat, csak ott nem y
és z, hanem z és y voltak az ismeretlenek.) Ebbdl kifejezhetjiik z-et: x = 6y +7 = 6 - (4 + 3t) + 7 = 18t + 31 (ugyanezt
megkaphattuk volna z-bél is). Tehat a kongruenciarendszer megoldésai az = 18t + 31 (¢t € Z) alaka szamok, vagyis « akkor
és csak akkor megoldas, ha z =31 (mod 18). Mivel 31 = 13 (mod 18), a megoldast igy is felirhatjuk = 13 (mod 18).

Megjegyzés. A diofantoszi egyenletre valo visszavezetés helyett kongruencias szamolassal is meg lehet oldani ilyen kongru-
enciarendszereket, és ez altalaban kevesebb szamolassal jar. Ezt a modszert a kovetkezs két feladatban mutatjuk be.

44. feladat. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert:

6x = 2 (mod 8)
15z = 3 (mod 18)
16z = 4 (mod 28)

Megoldas. Elgszor csak az els§ kongruenciat oldjuk meg, és a megoldasat megfogalmazzuk ,milyen alaka szam z” moédon:
6z =2 (mod 8) <= z =3 (mod 4)
< =4y +3 (alkalmas y egész szammal).
Az z-re kapott kifejezést behelyettesitjiik a masodik kongruencidba, és megoldjuk y-ra:
15 - (4y +3) = 3 (mod 18) <= 60y = —42 (mod 18)
< y =2 (mod 3)
< y=32z+2 (alkalmas z egész szammal).

Fejezziik ki z-et z segitségével: x = 4y +3 =4 - (324 2) + 3 = 12z + 11. Ezt helyettesitjiik be a harmadik kongruenciaba, és
megoldjuk z-re:
16 - (122 + 11) = 4 (mod 28) <= 192z = —172 (mod 28)
< 2z=1(mod 7)
<= z="Tt+1 (alkalmas ¢ egész szammal).
(A szémolast lehetett volna iigyesebben is csinélni: a zarojel felbontasa el6tt leoszthattunk volna 4-gyel, és utana mar 12-t és

11-et redukéalhattuk volna modulo 7. Igy nem kellett volna kiszamolni olyan szérnyt dolgokat, mint 16 - 12 = 192.) Fejezziik
ki z-et ¢ segitségével: x = 122 + 11 =12 (7Tt + 1) + 11 = 84¢ + 23. Ez azt jelenti, hogy x = 23 (mod 84).

45. feladat. A 3.d osztaly kirandulni ment. Otf6s szobakban szallasoltak el ket, igy négy gyerek kénytelen volt Marcsi
nénivel egy szobaban aludni. Ejszaka Bence olyan rosszul viselkedett, hogy Marcsi néni felhivta a sziileit, akik mar hajnalban
hazavitték. Igy a reggelinél szépen elfértek a gyerekek a hétszemélyes asztaloknal (Marcsi néni kiilon asztalnal iilt). Panka
gyomorrontast kapott a reggelitsl, ezért déleltt 6t is hazavitték. Ebédnél az étteremben minden asztalnél kilenc gyerek iilt
(Marecsi néni kiilon asztalnal). Hanyan jarnak a 3.d osztalyba?

Megoldas. Az osztaly létszaméat z-szel jelolve, az alabbi kongruenciarendszert irhatjuk fel:

x = 4 (mod 5) x = 4 (mod 5)
r—1 =0 (mod 7) azaz x = 1 (mod 7)
x—2 =0 (mod9) x = 2 (mod 9)



Az els6 kongruenciabol kapjuk, hogy = 5y + 4 (alkalmas y egész szammal). Ezt helyettesitjiik a masodik kongruencidba,
és megoldjuk y-ra:
S5y+4=1(mod 7) <= by = -3 (mod 7)
< y=-2(mod T7)
< y="72z—2 (alkalmas 2 egész szammal).
Fejezziik ki x-et z segitségével: © =5y +4 =5 (72 —2) + 4 = 352 — 6. Ezt helyettesitjiik be a harmadik kongruenciaba, és
megoldjuk z-re:
352 —6=2(mod 9) <= 35z =8 (mod 9)
< 2z=1(mod 9)
<= 2z=9t+1 (alkalmas t egész szammal).
Fejezziik ki a-et t segitségével: © = 352—6 = 35-(9t+1)— 6 = 315¢t+29, azaz . = 29 (mod 315). Ha t < 0, akkor x negativ

lesz, t > 0 esetén meg t6bb, mint 300-an jarnanak az osztalyba. Tehét az egyetlen reélis megoldast ¢t = 0 adja: 29-en jarnak
a 3.d osztalyba.

46. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

x = 3 (mod 5)
x =1 (mod 6)
x = 7 (mod 9)

Megoldas. A végeredmény = = 43 (mod 90); a levezetés megnézhets ebben a vide6ban: https://youtu.be/Mt1eWRo3mVa.

47. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

10z = 16 (mod 9)
6z = 3 (mod 21)
3z = 2 (mod 5)

Megoldas. A végeredmény x = 214 (mod 315); a levezetés megnézhets ebben a videdban: https://youtu.be/ENgm20gMmRO.

48. feladat. Egy labdartgo-mérkdzésre azonos szami férshellyel rendelkezd buszokkal érkeznek a szurkolok, akiket biztonsagi
okokbol kisebb csoportokban engednek be a stadionba. ElGszor 4 busznyi szurkold érkezett, és 5 {6s csoportokban engedték be
Gket, igy az utolso6 csoportban csak 3 szurkold maradt. Maskor 13 busszal érkeztek, és 8-as csoportokban nyertek bebocsatast,
és ekkor szintén 3 szurkolé maradt az utoljara beengedett csoportban. Amikor pedig 16 busszal érkeztek szurkolok, és
egyszerre 9-et 1éptettek be, akkor végiil 5 szurkolé maradt. Hany személyesek a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb
100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

Megoldas. A végeredmény 47; a levezetés megnézhets ebben a videdban: https://youtu.be/VW7nCtXrgjY.

49. feladat. Oldjuk meg az alabbi paraméteres linearis kongruenciarendszert.

x = ¢ (mod 6)
x = ¢y (mod 5)
x = ¢z (mod 7)

Megoldas. A végeredmény: x = —35¢; — 84c2 — 90c3 (mod 210). (Ha a segéd-kongruenciarendszerek legkisebb nemnegativ
megoldasait vessziik, akkor azt kapjuk, hogy « = 175¢; + 126¢2 + 120c¢3 (mod 210), és ez ekvivalens az el6bbi megoldéssal.)

50. feladat. Oldja meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

3z = 5 (mod 10)
3x = 17 (mod B)
14z = 10 (mod 6)

51. feladat. Az alabbi jatékban két nyil, egy lany és egy fii ugral a szamegyenesen, és szeretnének randevitzni.
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/szamelmot_2023tavasz/nyulak-szamegyenes.html

A lany a 0-rol indul, és 72-esével ugral, a fit a 42-esr6l indul, és 42-esével ugral. Igy kénnyen tudnanak talalkozni (pl. a
0-ban), de még a kapcsolatuk elején jarnak (és kiilonben is: nyuszik), ezért nem akarnak rogton egymas karjaba omolni,
tehat nem ugorhatnak ugyanarra a szamra. Milyen kozel keriilhetnek igy egymashoz, és hova kell elugralniuk, hogy ezt a
minimélis tavolsagot elérjék?

52. feladat. Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5 vagy 6-oséaval iiritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad benne. Ha azonban
T-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad benne. Legalabb hany tojas van a kosarban?


https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8
https://youtu.be/ENqm2oqMmR0
https://youtu.be/VW7nCtXrgjY
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/szamelmot_2023tavasz/nyulak-szamegyenes.html

53. feladat. Oldja meg az alabbi paraméteres linearis kongruenciarendszert.

z = ¢; (mod 3)
T = ¢ (mod 5)
z = ¢z (mod 11)

54. feladat. Teljes maradékrendszerek-e az alabbiak modulo 77
(a) 0,1,2,3,4,5,6

)

(b) 1,2,3,4,5,6,7
(¢) 0,1,2,3,4,5,6,7

(d) 1,2,3,5,8,13,21

(e) 1001,2001, 3001, 4001, 5001, 6001, 7001
Megoldas.

(a) igen
(b

)

) ig

¢) nem
) nem
)

0)

n (7=
( (8 eleme van, nem 7)
(d (
(

(e) igen (7 szédm van, és paronként inkongruensek modulo 7, mert 1000 = 10005 (mod 7) <= i=j (mod 7))

nem (egyrészt van ismétlgdés a maradékok kozott (hol?), masrészt 4 nincs reprezentalva)

55. feladat Szamoljunk Z5-ben:

(a) §+T0=7 () 27" =
(b) § s (g) 37 =2
@ :/110 e
i =7
(©) 5/5= oo
Megoldas
() 54 TH=T5 =3 (2" =8
(b) ? j ?iﬁ (g) 3~ nem értelmezett
(c) 8-10=80=5 ) 3 ' =1
(d) 8/10 nem értelmezett R T -
(e) 6/9 nem egyértelmi (lehetne 4, 9 vagy 14 is) (i) 5/2=5-2 " =5-8=40=10 (vagy 5/2 = 20/2 = 10)

56. feladat. Mennyi a maradék, ha a 20122013 + 20132012 Gsszeget elosztjuk 2012 - 2013-mal? (Utmutatas: Kénnyen kisza-
molhato a modulo 2012 és a modulo 2013 maradék (ugye?). Ezekbdl egy kongruenciarendszerrel ki lehet szamitani a modulo
2012 - 2013 maradékot.)

57. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) A 6,39,72,105,... szamtani sorozatnak és a 6,132,258, 384, ... szamtani sorozatnak a mdsodik kozos tagja 4164.
(b) Ha m és n relativ primek, akkor van megoldéasa az alabbi kongruenciarendszernek:
b (mod m)
d (mod n)
(¢c) Ha a = 1423 (mod 2021), akkor ¢ nem lehet oszthato 13-mal.

axr
CI

58. feladat. Oldja meg Zsp-ban a 25z = 15 egyenletet. (Az Osszes megoldast meg kell keresni, és probalgatni nem ér!)

59. feladat. Szamitsa ki Zog-ban az 1 +2  +---+22 ' Osszeget (a végeredményiil kapott maradékosztalyt a legkisebb

nemnegativ elemével reprezentaljuk). Utmutatés: tobbet ésszel, mint erével!

60. feladat. Mit ad 96! maradékul 101-gyel osztva?

61. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Az 1001,2001,3001,...,22001 szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo 22.

(b) Az 5 € Zog és 8 € Zgz halmazok diszjunktak.

(¢) A Zy5 halmaznak 500 eleme van.

62. feladat. Oldja meg a p(n) = 4 egyenletet a természetes szamok halmazén. (Négy megoldas van, és ezek megtalalasan
kiviil a feladatnak lényeges része megindokolni, hogy ezeken kiviil miért nincs tobb megoldés.)

63. feladat. Milyen n természetes szamok esetén lesz ¢(n) paratlan? (A megoldast természetesen indokolni kell.)




64. feladat. Hatarozzuk meg 7 rendjét modulo 20. Mit ad maradékul 20-szal osztva, 72923?

Megoldas. Kezdjiik el hatvanyozni 7-et, és nézziik meg, mikor kapunk elGszor 1-et modulo 20:
s R EAEEES

T*mod20 || 7| 9|3 | 1]

A negyedik lépésben jott ki elGszor 1, ezért 02(7) = 4. Emiatt 7 modulo 20 hatvanyozasakor a kitevs csak modulo 4 ,szamit”.
Mivel 2023 = 3 (mod 4), ezért 72023 =73 =3 (mod 20).

65. feladat. Hatarozzuk meg 5 rendjét modulo 28. Mit ad maradékul 28-cal osztva 520027

Megoldas. Kezdjiik el hatvanyozni 5-6t, és nézziik meg, mikor kapunk elészor 1-et modulo 28:

EXENENEENN
1

A hatodik lépésben jott ki el6szor 1, ezért 025(5) = 6. Emiatt 5 modulo 28 hatvanyozasakor a kitevs csak modulo 6 ,szamit”.
Mivel 2002 =4 (mod 6), ezért 52092 =5 =9 (mod 28).

Megjegyzés. Ez a feladat lényegében ugyanaz, mint a[34] feladat, csak ott még nem ismertiik a rend fogalmat.

66. feladat. Mennyit ad 52°°2 maradékul 28-cal osztva?

Megoldas.
1. Az Euler—Fermat-tételt fogjuk hasznalni, ezért ellendrizziik, hogy teljesiil a tétel feltétele, azaz a hatvany alapja és a
modulus relativ prim: Inko(5,28) = 1. v/

2. Sziikségiink lesz a modulus g-értékére: p(28) = p(22-7) = p(22) - p(7) =26 = 12.

3. A kitevét modulo ¢(28) lehet redukalni: 2002 =10 (mod 12).

Az Euler-Fermat-tételt hasznalva a fentiek alapjan ezt kapjuk: 52002 = 510 (mod 28). Ugyan 5'° elég nagy szam, de a

modulo 28 maradékat kis iigyeskedéssel kdnnyen kiszamithatjuk szamologép nélkiil is:
510 = (52)° =25° = (=3)° = (-3)3 - (-3)? = (-27)-9=1-9=9 (mod 28).
Tehat 52902 kilencet ad maradékul 28-cal osztva.

Masik megoldas. Jobban jarnank, ha a 3. pontban a legkisebb nemnegativ maradék helyett inkdbb a legkisebb abszolut
értékd maradékot vennénk: 2002 = —2 (mod 12); igy 50 helyett az 572 = 257! hatvanyt kell kiszdmitanunk modulo 28.
Tehat 25 multiplikativ inverzét keressiik modulo 28. Ehhez a 252 =1 (mod 28) linearis kongruenciat kell megoldanunk. A
megoldas: x =9 (mod 28).

Megjegyzés. A [34] és a |65 feladatban is kiszamoltuk 52992 maradékat 28-cal osztva. Ott azt figyeltiik meg, hogy 5 hatva-
nyainak modulo 28 maradékai hatosaval ismétlédnek, és igy a 2002-es kitevét 4-re tudtuk redukalni. Az Euler—Fermat-tétel
ennél valamivel gyengébb &llitast, 12-es periodicitast adott, viszont itt nem kellett probalgatassal megfigyelniink a hatvanyok
alakulasat, ,kapasbol” tudtuk a 2002-es kitevst 10-re (illetve (—2)-re) redukalni.

67. feladat. Mennyit ad 9827 maradékul 27-tel osztva?

Megoldas.
0. Eloszor csokkentsiik a hatvany alapjat: 98 = 17 (mod 27), ezért 9827 = 17272 (mod 27).

1. Az Euler-Fermat-tételt fogjuk hasznalni, ezért ellendrizziik, hogy teljesiil a tétel feltétele, azaz a hatvany alapja és a
modulus relativ prim: Inko(17,27) =1.v

2. Sziikségiink lesz a modulus p-értékére: ¢(27) = p(3%) = 3% — 32 = 18.
3. A kitevét modulo ¢(18) lehet redukéalni: 272 =2 (mod 18).

Az Euler-Fermat-tételt hasznélva a fentiek alapjan ezt kapjuk: 98272 = 172 = 289 = 19 (mod 27). Tehat 98272 tizenkilencet
ad maradékul 27-tel osztva.

68. feladat. Szamitsuk ki a Zsy gyfiriiben a T elemet.

Megoldas. A kérdést tgy is megfogalmazhatjuk, hogy mit ad 52-vel osztva maradékul 111°0. ElSszér az alapot redukéljuk
modulo 52: mivel 111 = 7 (mod 52), ezért 111°0 = 75° (mod 52). Ellenérizziik, hogy az alap és a modulus relativ prim
(killonben nem hasznalhatjuk az Euler-Fermat-tételt): Inko(7,52) ~ 1. v" Szamitsuk ki ¢(52) értékét: o(52) = p(4) - p(13) =

212 = 24. A kitevét modulo ¢(52) redukalhatjuk: 50 =2 (mod 24), tehat 7°0 = 72 =49 (mod 52), és igy 111 = 19.




69. feladat. Mit ad 80(11"™") maradékul 53-mal osztva?

Megoldas. ElGszor az alapot redukaljuk: 80 = 27 (mod 53). Ellendrizziik, hogy az alap és a modulus relativ prim:
Inko(27,53) ~ 1.v Szamitsuk ki ¢(53) értékét: o(53) = 52. Most a kitevst kell kiszamitanunk modulo 52. Szerencsére

ezt az el6z6 feladatban mar megtettiik: 111°° = 49 (mod 52). Mindezek alapjan 80(11177) = 9749 (mod 53). Ez még
mindig til nagy szam. Vegyiik inkdbb a kitevénél a legkisebb abszolat értékdi maradékot: 111°0 = 49 = —3 (mod 52).

fgy tehat 800111") = 27-3 = (2771)3 (mod 53). Sziikségiink van 27 multiplikativ inverzére modulo 53. Ezt megkapjuk a
27z =1 (mod 53) kongruencia megoldasabol: x = 2 (mod 53). Tehat a szamolast igy fejezhetjiik be: 801111%) = 273 =
(27712 =23 =8 (mod 53), vagyis a keresett maradék 8.

70. feladat. Hatéarozza meg 10 rendjét modulo 7. (Ehhez készitsen téblazatot a 10-hatvanyok modulo 7 maradékaibol.)
Ezutan irasbeli osztassal szamitsa ki 1/7 tizedes tort alakjat. Milyen kapcsolat van a két szamolas kozott?

71. feladat. Mi az utolsé két szamjegye az 19971998 szamnak?

72. feladat. Milyen nap lesz 11...11 nap milva?
—_—
99

73. feladat. Mit ad maradékul googolplex 21-gyel osztva? (Csak 6vatosan!)
74. feladat. Mutassa meg, hogy ha a L 100, akkor a?* =1 (mod 100).

75. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha egy szdm nem oszthatd se 2-vel se 5-tel, akkor van olyan tobbszordse, ami csupa
kilencesbdl all.

76. feladat. Készitsiink indextablazatot a p = 13 modulushoz a ¢ = 2 primitiv gyokkel, majd oldja meg az indextablazat
segitségével az x° =8 (mod 13) kongruenciét.

Megoldas. Szamitsuk ki 2 hatvanyaink modulo 13 maradékait:

¢\0123456 7 8910 11
2111 2483612119510 7

Ha megcseréljiik a két sort, és a fols§ szamok szerint rendezziik az oszlopokat, akkor megkapjuk az indextablazatot:

a [123456 7 809101112
indga|0 14295113810 7 6

Ha x nem relativ prim 13-hoz, akkor biztosan nem megolddsa a kongruencidnak (miért?), ezért a megoldast kereshetjiik
x = 2% (mod 11) alakban. Ekvivalens atalakitdsokkal igy juthatunk el a megold4shoz:

29 =8 (mod 13) = 2% = 23 (mod 13)
<~ 9 = 3 (mod 12)
= i = -1 (mod 4)
— ¢ = 3,7,11 (mod 12)
<~ 2¢ = 8,11,7 (mod 13)
<~ z = 8§,11,7 (mod 13)

77. feladat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan haromjegy( szamot, amelynek 21 osztoja van.

Megoldas. A 7(n) = 21 egyenlet 100 és 999 kiézé es6 megoldasait keressiik. Legyen n primhatvanytényezss felbontasa
n=p"-...-pp*. Ekkor 7(n) = (a1 +1)-...- (ag + 1) = 21. Itt minden tényezs legalabb 2 (miért?), tehat 21-et fel kell
bontanunk minden lehetséges modon 1-nél nagyobb szamok szorzatara. Két lehetéség van: 1. 21 (k=1), és 2. 3-7 (k = 2).

1. eset: k=1 ¢és 7(p]*) = 21.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha oy = 20, azaz n = p3°. Ebben az esetben nem kapunk megoldast, mert mar 22° is
(joval) nagyobb, mint 999.

2. eset: k=26és7(p') =3, T7(p3?)=T.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a; = 2 és ap = 6, tehat n = p? - p§. Mivel 35 > 999, csak py = 2 lehetséges, vagyis
n =p? -2 = p?.64. Itt p; csak 2 vagy 3 lehet, mert p; = 5 esetén mar til nagy szamot kapunk. A p; = 2 eset nem
lehetséges, mert p; és py két kiilonbozé primszam. Az egyetlen megoldas tehat 32 - 26 = 576.




78. feladat. Melyik a legkisebb olyan természetes szam, amelynek 18 oszt6ja van?
Megoldas. A 7(n) = 18 egyenlet legkisebb megoldasat keressiik. Az el6z6 feladathoz hasonloan 18 szorzatfelbontésait
vizsgaljuk. Most négy lehet&ség van.
1. eset: k=1 és 7(p]*) = 18.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a; = 17, azaz n = p}”. A legkisebb ilyen szam 2'7 = 131072.
2. eset: k=2¢és7(p!) =9, 7(p3?) = 2.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a; = 8 és ap = 1, tehdt n = p§ - po. A legkisebb ilyen szam 28 - 3 = 768.
3. eset: k=26és 7(p') =6, T(p3?)=3.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha oy = 5 és ap = 2, tehat n = p{ - p3. A legkisebb ilyen szam 2° - 32 = 288.
4. eset: k=3¢és 7(pi*) =3, 7(p5?) =3, T7(p3®) =2.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a1 = 2, ag = 2 és ag = 1, tehat n = p?-p3-p3. A legkisebb ilyen szdm 22-32.5 = 180.
A legkisebb megoldés tehat 180.

79. feladat. Oldjuk meg a o(n) = 42 egyenletet.

Megoldas. Legyen n primhatvanytényezds felbontasa n = pi™* - ... - pp*. Ekkor o(n) = o(p{*) - ...  o(pp*) = 42. Itt minden
tényezs legalabb 3 (miért?), tehat 42-t fel kell bontanunk minden lehetséges médon 2-nél nagyobb szamok szorzatéara. Erre
harom lehetSség van: 1. 42 (k=1), 2. 3-14 (k=2) és 3. 6-7 (k=2).
1. eset: k=1 és o(p]') =42.
> 1+p+pf+--+pft =42 = p; | 41. Mivel 41 primszam, csak egy lehet&ség van p;-re:
o p =41 = 1+41+41%2 + -+ 41 =42, ésigy ap = 1.
1. megoldas: p; = 41,a; = 1, tehat n = 41.
2. eset: k=26so(p]*) =3, o(p3?) = 14.
Kiilon-kiilon meg kell vizsgélnunk a két egyenletet.
> l+pr+pi+--+pf =3 = p; | 2. Mivel 2 primszam, csak egy lehet&ség van p;-re:
ep1 =2 = 1+2+224...42% =3 ésigy ay = 1.
> L+pe+pi+---+py2 =14 = py | 13. Mivel 13 primszam, csak egy lehetGség van po-re:
e py=13 = 1+13+ 132+ +13%2 = 14, és igy ag = 1.
2. megoldas: p; =2,a; =1¢és py =13, a5 = 1, tehat n =2 - 13 = 26.
3. eset: k=26éso(p]*) =6, o(py?)="1.
Kiilon-kiilon meg kell vizsgalnunk a két egyenletet.
> 1+p+pi+---+pf* =6 = p;1 | 5. Mivel 5 primszam, csak egy lehetdség van p;-re:
e p =5 = 1+5+52+ .. +5% =6, és igy a; = 1.
> L+po+pi+--+p32 =7 = py|6. Mivel 6 =2-3, két lehetSség van py-re:
e pr=2 = 1+2+224...42% =7, és1gy ap = 2.
e pp=3 = 1+3+3%+... 43 =7, deilyen ay nem létezik.
3. megoldas: p; = 5,00 =165 py = 2,00 = 2, tehat n =522 = 20.
Az egyenletnek tehat harom megoldésa van: n = 20,26, 41.

80. feladat. Oldjuk meg a o(n) = 93 egyenletet.

Megoldas. Legyen n primhatvanytényezds felbontasa n = pi* - ... - pp*. Ekkor o(n) = o(p7*) -...  o(pp*) = 93. Itt minden
tényezd legalabb 3 (miért?), tehat 93-at fel kell bontanunk minden lehetséges modon 2-nél nagyobb szamok szorzatara. Erre
két lehetGség van: 1. 93 (k=1) és 2. 3-31 (k=2).
1. eset: k=1¢és o(p') =93.
> L+p+pf+-+pf =93 = p1|92. Mivel 92 = 22 - 23, két lehetdség van p;-re:
e p =2 = 1+2+22+...4+2% =93, de ilyen o; nem létezik.
o pp =23 = 1+23+23%2+...423% =93, de ilyen a; nem létezik.
Az 1. esetben tehat sajnos nem kaptunk megoldéast. Sebaj, nézziik a 3 - 31 esetet!
2. eset: k=2¢és o(p]*) =3, o(p3?) = 31.
Kiilon-kiilon meg kell vizsgalnunk a két egyenletet.
> 1+p+pi+---+pf" =3 = p;1 |2 Mivel 2 primszam, csak egy lehetdség van p;-re:
ep1=2 = 1+2+22+...42% =3, ¢ésigy a; = 1.
> Az 1+pe+p3+--+p52 =31 = py|30. Mivel 30 =2-3 -5, hirom lehet&ség van po-re:
o pp=2 = 14+2+224...42% =31, és igy ay = 4.
e pp=3 = 14+3+324---+3% =31, de ilyen ay nem létezik.
e py=5 = 14+5+524-.-4+5% =31, és igy ay = 2.
Minden lehetséges médon kombinalni kell a kapott p1, a; és po, ag értékeket. Vigyazni kell arra, hogy p; és ps ne legyen
egyenls! Ezért csak egy lehetGség van: p; = 2,01 = 1 és pp = 5, ap = 2, tehat n = 21 - 52 = 50.




81. feladat. Készitsen indextablazatot a p = 17 modulushoz a ¢ = 3 primitiv gyokkel, majd oldja meg az indextablazat
segitségével az x'? =13 (mod 17) kongruenciat.

82. feladat. Hatarozza meg az sszes olyan kétjegyt szamot, amelynek 12 osztéja van.

83. feladat. Oldja meg a o(n) = 56 egyenletet.




