LINEARIS ALGEBRA II.
matematika BSc, 2024. 6szi félév

1. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert a valés szamtest f6l6tt, és adjunk meg egy generatorrendszert
(bazist) a megoldasok terében.

Ty — 3ry + 4dx3 — bry — 2x5 = 0
2:172 — 2932 + 2264 + 4I5 =0

—3z1 + 8xy — 1llxg + 1bzy + 325 = 0
27 — bxo + Txz — Txy — 425 = 0

2. feladat.” Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi W alteret:
W = {(x1,$2,x3,:1:4,z5) ER iz —a4 =0, 21 —xg —x3 =0, 321 — 25 = 0}.
Adjunk meg bazist a W altérben.
3. feladat.” Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi harom vektort:
vi =(1,4,-3,1,3), vo=(-2,1,0,1,0), v3=(3,—-2,—-1,1,1).

Irjuk le a vy, vq,vs vektorok altal kifeszitett U = [vy, Vo, V3] alteret, vagyis adjuk meg, hogy milyen Osszefiiggéseknek
kell teljesiilnitik az 1,22, 23,24, x5 szamok kozott ahhoz, hogy az (w1, e, s, x4, 25) vektor elGalljon vi,vs, vy linearis
kombinaciojaként. Masképp fogalmazva: adjunk meg olyan homogén lineéris egyenletrendszert, amelynek megoldastere

U.

4. feladat. Adjunk meg olyan homogén linearis egyenletrendszert, melynek megoldastere éppen az alabbi vektorok altal
kifeszitett [v1,va, vs, va] < Z2 altér.

vy = 10020, vo = 22342, v3=32312, v, = 44443.

5. feladat.” Tekintsiik a [2| és [3| feladatokban szereplés W és U altercket R°-ben, és hatarozzuk meg az Osszegiiket és a
metszetiiket. Mindkettét adjuk meg béazissal és egyenletrendszer megoldastereként is.

6. feladat.” Tekintsiik most a és 3} feladatbeli W, U altereket Zo felett, és hatarozzuk meg az Osszegiiket és metszetiiket.
Mind a négy alteret adjuk meg béazissal és egyenletrendszerrel is.

7. feladat. Tekintsiik a Z$ vektortérben az alabbi U és V altereket:
U = [100011,010010,001010,000111]
V = {(z1, 22,23, 24, 25,26) €L 21 + 24+ 26 =0, 22+ 23 =0, 22 + 24 + 25 = 0}.

Hatarozzuk meg az U +V és U NV altereket. Mindkett6t adjuk meg bazissal is és egyenletrendszer megoldéstereként is.

8. feladat. Igazoljuk, hogy a pozitiv valos szamok halmaza vektorteret alkot R felett, ha az ,0Osszeadast” és a ,skalarral vald
szorzast” a kovetkezdképpen definialjuk:

ubv=uv, AOv=v (u,v €eRT, A €R).

9. feladat. Igazoljuk, hogy barmely halmaz hatvanyhalmaza vektorteret alkot Zo felett, ha ,0sszeadasnak” a szimmetrikus
differencia képzését tekintjiik. (A Zo-beli skalarokkal valé szorzéast miért nem kell kiilon definialni?)

10. feladat. Irjuk le a Z3 vektortér sszes alterét, és rajzoljuk fel az altérhalot.

11. feladat. Alteret alkotnak-e a valés szamsorozatok RY vektorterében az alabbi halmazok? A nemleges valaszt konkrét
ellenpéldaval indokoljuk!

(a) U;: korlatos sorozatok halmaza (¢) Us: szamtani sorozatok halmaza

(b) Us: monoton sorozatok halmaza (d) Uy: meértani sorozatok halmaza

12. feladat. Alteret alkotnak-e a valdés n x n-es matrixok R™*™ vektorterében az alabbi halmazok? A nemleges valaszt
konkrét ellenpéldaval indokoljuk!

(a) Uy ={A:]A| =0} (¢) Us ={A: AB = BA}, ahol B egy adott matrix
(b) Uy ={A: AT = A} (d) Uy ={A: AB = B}, ahol B egy adott matrix

13. feladat. Mutassuk meg, hogy az {a sin(z+ ) 1,8 € R} halmaz alteret alkot a valos fiiggvények R¥ vektorterében.
14. feladat. Igazoljuk, hogy egy vektortér soha nem éallhat el6 két valodi alterének unidjaként.

15. feladat. Igazoljuk, hogy n > 2 esetén a ZJ vektortér el6all harom valodi alterének unidjaként.



16. feladat. Tekintsiik a valos szamok halmazat vektortérnek Q felett, a szokasos miiveletekkel (mit jelent ez?). Mi lesz a
{ logp:p primszém} halmaz altal generalt altér ebben a vektortérben?

17. feladat. Legyen u, v, w harom vektor egy tetsz6leges vektortérben. Mit lehet mondani az u vektorrol, ha tudjuk, hogy
w ¢ [u,v], v¢uw],deuce[v,w|?
18. feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges vektortér tetszéleges U, V, W altereire

UCW = U+V)NnW=U+(VnW).

19. feladat. Legyen uy,...,u; linearisan fiiggetlen vektorrendszer a V' valds vektortérben, és legyen v .= Ajuy + - - - + Agug.
Bizonyitsuk be, hogy amennyiben Ay + - -- + A\; # 1, akkor az u; — v, ..., u;y — v vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.

20. feladat. Az R? halmaz nemcsak R felett, hanem Q felett is vektorteret alkot (ugye?).
(a) Igaz-e, hogy ha vy, vy € R? linearisan fiiggetlen R felett, akkor linearisan fiiggetlen Q felett is? Ha igaz, bizonyitsuk be;
ha nem, adjunk egy konkrét ellenpéldat.

(b) Igaz-e, hogy ha v1, vy € R? linedrisan fiiggetlen Q felett, akkor linearisan fiiggetlen R felett is? Ha igaz, bizonyitsuk be;
ha nem, adjunk egy konkrét ellenpéldat.

21. feladat. Létezik-e olyan végtelen vektorrendszer az R™ vektortérben, amelynek minden n-elemd részrendszere linearisan
fliggetlen?

22. feladat.” Tekintsiik a Z3 vektortérben az aldbbi by, by, bz, by bézist:
b; = 1011, by = 1112, by = 2002, by = 1121.
Szamitsuk ki a v = 1222 vektor koordinatait ebben a bazisban.
23. feladat. Tekintsiik az R* vektortérben az alabbi by, by, bs, by bazist:
by =(1,-1,2,1), by = (2,-1,5,0), bg = (-1,3,2,-3), by = (-1,3,2,-5).
Szamitsuk ki a v = (4, —1, 13, —4) vektor koordinatait ebben a bazisban.

24. feladat. Adjunk meg bazist a feladatban szereplé U, és Uj alterekben és allapitsuk meg a dimenziojukat, ha az Us
altérnél B az alabbi matrix.

000 -+ 01

100 --- 0 O

010 --- 00

B =

000 --- 00

o000 --- 10
25. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi pg, p1, p2, p3 polinomok bazist alkotnak a legfeljebb harmadfokt valés polinomok
vektorterében, és hatarozzuk meg az %x?’ - %m2 — 13—4:10 + 2 polinom koordinatait ebben a bazisban.

z(x—1 z(r—1)(x —2
po=1, p=uz, p2=%, p3=$

(A megoldashoz szabad, s6t, célszertd szamitogépet hasznalni.)
26. feladat. Hany nemnulla determinénst n x n-es matrix van Zs felett?

27. feladat.” Sztkitsiik a [vq,Va, V3, V4, Vs, vg] < R? altér bazisava a vy, va, Vs, V4, Vs, v vektorrendszert.
vi=(1,-1,2,0), vo = (—-1,2,-5,—-1), v3 = (0,1,-3,-1), vy = (2,-1,2,0), v5 = (1,2,—6,-2), v¢ = (—3,3,—4,3)
28. feladat. Sztkitsiik a [vy, Vo, V3, vy4] < R* altér bazisava a vy, va, v3, vy vektorrendszert.
vi =(1,2,4,1), vo=(-2,—4,-5,-3), v3=(—-1,-2,-7,0), vy=(1,2,-2,3)
29. feladat.” Bovitsiik R* bazisava a vi, vo vektorrendszert.
vi=(3,2,2,3), vo=1(6,1,2,3)
30. feladat. Bovitsiik Z2 bazisava a vy, vo vektorrendszert.
vy = 1112, vy =1121

31. feladat. Tekintsiik a Z§ vektortérben az U = [uy, ug, us] és V = [vy,va, v3, v4] altereket.
u; = 100210, us = 010002, uz = 001000, vi = 102001, v, = 011002, v3 = 000100, v4 = 000010
Adjunk meg egy béazist az U NV altérben, majd egészitsiik ki ezt U, illetve V' bazisava.



32. feladat. Az S C R™ halmazt linedris sokasdignak vagy affin altérnek nevezziik, ha van olyan U < R™ altér és vo € R™
vektor, hogy S = U +vg = {u+vg : u € U}. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy S ugy keletkezik, hogy az U alteret a vg
vektorral eltoljuk. Ha dimU = 1, akkor S egy egyenes, ha dimU = 2, akkor S egy sik. Mutassuk meg, hogy barmely két
sfkhoz lehet talalni olyan legfeljebb 6tdimenzids lineéris sokaségot, ami mindkét sikot tartalmazza.

33. feladat. Mekkora lehet egy tizdimenzios térben egy nyolcdimenzios és egy kilencdimenzios altér metszetének dimenzioja?
Adjunk konkrét példat az Osszes lehetséges értékre, a tobbirdl meg bizonyitsuk be, hogy valéban nem lehetséges.

34. feladat. Egy végesdimenzios vektortér A, B, C altereirdl a kovetkezdket tudjuk: A+ B =A+C, AnNB=ANC és
B < C. Bizonyitsuk be, hogy ekkor B = C.

35. feladat.” Tekintsiik az R® vektortérben az U = [uy, uz, us] és V = [vy, vo] altereket.

u; = (1,0,2,3,2), us = (3,-1,5,4,1), us =(2,1,0,1,-1), vi=(-2,3,0,1,1), vo = (4,1,3,0,1)
Igaz-e, hogy R® =U ¢ V?
36. feladat. Bontsuk a valos fliggvények vektorterét két nemtrivialis altér direkt Osszegére.

37. feladat.” Hatarozzuk meg az alabbi A € R*** matrix (oszlop)rangjat, és adjunk meg r(A) darab oszlopvektort, amelyek
linearisan fiiggetlenek.

W NN o

38. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € Z2*® métrix (oszlop)rangjat, és adjunk meg r(A) darab oszlopvektort, amelyek
linearisan fiiggetlenek.

= W DN
W = NN
NN R W
— o O
w w w o

39. feladat.” Hatarozzuk meg az alabbi A € Z3** matrix (sor)rangjat, és adjunk meg r(A) darab sorvektort, amelyek
linearisan fiiggetlenek.

b

Il
O = = O
== NN O
N O N = =
=N O N

40. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € R**® matrix (sor)rangjat, és adjunk meg r(A) darab sorvektort, amelyek
linearisan fiiggetlenek.

11 1 11
11 2 0 2
A= -1 0 -1 1 3
2 1 2 0 4

41. feladat. Egy adott A € R™*™ maétrixot szeretnénk két minél kisebb méatrix szorzatéara felbontatni. Tekintsiik az Gsszes
A = BC alaki felbontést, ahol B € R"** ¢s C' € R¥*™. Bizonyitsuk be, hogy k lehetséges legkisebb értéke éppen r(A).

42, feladat.” Melyek linearisak az alabbi leképezések koziil? Amelyik linearis, annak hatarozzuk meg a képterét és a
magterét (bazissal is és egyenletrendszerrel is), illetve ezek dimenzidjat.

©: R? —>R3,
¥: R? » R?,
X: R3 —>R2,

w: R? = R*,

r,y)— (z+y, y+1,x)
T,y) = (v +y, 2y)
r,y,2) = (T —y, v+y)

~—~ o~~~

x,y,2)— (t—y, y—2, x—2, 2—x)
43. feladat. Melyek linearisak az alabbi leképezések koziil?

p: Zg — Zg, x,

(z,y) = (v +2y, z+y, 2z, x+ 2y)
¥: R? = R? (x,

(

(

)= (2 4y, @+ y?)
)= (x4 2y, 22 +iy — 22)

x: C* = C?, (z,9,2
2) = (e ty oty |z]+|x])

w: C* = R?, (x,

RS SIS



44. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi linearis leképezés magterét és képterét. Mindegyiket adjuk meg bazissal is, egyenletrendszer:
is, és elemeik felsorolésaval is.

¢: Zg — Zg, (x1,22) = (x1 4+ 2w2, 1 + T2, 221, T1 + 222)

n: Zg — Zg7 (z1, 2, T3, T4) — (T1 + T2 + 223 + x4, T1 + 222 + X3, 202 + T3 + T4)

9: 22— 73, (x1,72,23) = (371, 21 + 4w + 23, 221 + 272 + 313)
45. feladat. Hatéarozzuk meg az alabbi linearis leképezés magterét és képterét. Mindegyiket adjuk meg bazissal és egyenletrendszer:
is.

0:C* = C?, (x1,72,23) = (21 + 220 + 3ixs, 221 + 2o + T3 — ix1 + ix3)

7: CY = C3, (x4, T2, T3, T4) = (21 + T2 + 223 + 24, T1 + 220 + T3, 209 + T3 + T4)

v: R = RS (21,20,73) = (21, o1 + 42 + 23, —5x1 — S0 — 223)
46. feladat. Legyen V a legfeljebb n-edfoki valés polinomok vektortere. Ellendrizziik, hogy a ¢: V — V, f— f’ leképezés

linearis, és hatarozzuk meg a képterét és a magterét. Adjunk meg bazist a képtérben és a magtérben, és allapitsuk meg,
hogy héany dimenzidsak. (Itt f' az f polinom derivaltjat jeloli.)

47. feladat. Tekintsiik R%-ben az U = {(z,z) : # € R} és W = {(x,—x) : © € R} altereket. Adjunk meg egy olyan
¢ € Hom(R?,R?) linearis transzforméaciot, amelyre Ker o = U és Im ¢ = W. Adjunk meg egy olyan 1 linearis transzformaciot
is, amelyre Kerty = W és Im¢ = U. (Képlettel irjuk le, hogy mit rendel ¢, illetve ¢ egy tetszéleges (x,y) vektorhoz.)

48. feladat. Legyen V egy kétdimenzios vektortér, és ¢ € Hom(V, V) egy linearis transzforméaci6. Bizonyitsuk be, hogy ha
©® = 0, akkor ¢* = 0. (Itt 0 az azonosan nulla linearis transzforméciot jeloli, amely minden V-beli vektorhoz a nullvektort

rendeli.)

49. feladat.” Legyen Ps a legfeljebb harmadfokt valos polinomok vektortere, és tekintsiik benne az A: 1,z, 2%, 2> bazist.
Hasonloképpen, legyen Ps a legfeljebb méasodfokt valés polinomok vektortere a B: 1,x,22 bazissal. Hatérozzuk meg a
©: Pg — Po, [+ [’ linearis leképezés matrixat az A, B bazisparban.

50. feladat.” Irjuk fel az y = 2 egyenletli egyenesre valo tiikrozésnek (mint ¢: R? — R? linearis transzformacionak) a
méatrixat az F: f1, f5 bazisban, majd az £: e, e; bazisban is, ahol

fl = (172>7 f2 = (_27 1),

e = (1,0)7 €y = (0,1)

51. feladat. Irjuk fel az y = 2x egyenletti egyenesre valé meréleges vetitésnek (mint ¢: R? — R? linearis transzformacionak)
a méatrixat az F: f1, f5 bazisban, majd az £: e, e; bazisban is, ahol

f1 = (1,2), f2 = (—2, 1),

e = (1,0), €y = (0,1)
52. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi ¢ linearis transzforméci6 matrixat R? standard £: e;,es, es bazisidban, majd az
F: 1y, f5, f3 bazisban is.

0: R 5 R3, (2,y,2) = (22 —y, x + 2, 3z — 2y — 2)
81:(170,0), f1=(1,27—1),

ex=(0,1,0), f5=(1,1,1),
es=(0,0,1), f35=(0,1,-1).

53. feladat. Legyen ¢ € Hom(R? R3) az [(1,1, —1)] egyenes koriili 180 fokos forgatas. Irjuk fel a ¢ transzformacié matrixat
el6szor az F: f1, £y, f3 bazisban, majd — bazisattérést hasznalva — az £: eq, ey, eg bazisban is, ahol

flz(l,].,*].), 61:(1,0,0),
f2:(_27371)a 62:(0,1,0),
f3=(1,—1,0)7 83:<0,0, 1)

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy épp az f; vektor egyenese koriil forgatunk, tovabba fy és f3 merdleges erre az egyenesre. Ezért
a [¢] 7 matrixot konnyt felirni. A bazisdtmenetnél az inverzméatrix és a matrixszorzat kiszamolasahoz szabad szamitogépet
hasznalni.

54. feladat. Legyen V egy kétdimenzids vektortér és ¢: V' — V nem azonosan nulla linearis transzforméacio. Bizonyitsuk
be, hogy ha p? = 0 (azonosan nulla transzformécio), akkor van V-nek olyan B bézisa, amelyre

[e]s5 = (8 é) :



55. feladat.” Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeit, adjunk meg béazist mindegyik sajataltérben, és hozzuk a
matrixot diagonalis alakra (azaz adjunk meg olyan nemelfajulé @ € Z§X3 matrixot, amelyre QAQ~! diagonalis matrix).

02 1
A=12 0 1| ez
00 1

56. feladat.” Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeit, minden sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasat, és
diagonalizaljuk a matrixot, amennyire lehet (azaz adjunk meg bazist mindegyik sajataltérben, majd ezen bazisok egyesitését
egészitsiik ki Z3 egy B bazisava, végiil a standard bézisrdl attérve a B bazisra frjuk fel a p: Z3 — Z3,x +— xA linearis
transzformacio matrixat a B béazisban).

4x4
€73

OO O N
= -0 O
= O NN
— N =

57. feladat.” Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeit, minden sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasat, és
diagonalizaljuk a méatrixot, amennyire lehet (azaz adjunk meg béazist mindegyik sajataltérben, majd ezen bazisok egyesitését
egészitsiik ki R3 egy B bazisava, végiil a standard bazisrol attérve a B bazisra irjuk fel a ¢: R? — R3 x +— xA linearis
transzformacié matrixat a B bazisban).

10 -12 -5
A= 4 -3 —2|eR¥?
11 -18 —4

58. feladat.” Tekintsiik az el6z6 feladatbeli matrixot a komplex szamtest felett, azaz vizsgaljuk a ¢: C3 — C3, x — xA
linearis transzformaciot. Diagonalizalhaté-e ez a transzformécié? Ha igen, akkor diagonalizaljuk, azaz adjunk meg egy
sajatbazist, és irjuk fel 1 matrixat ebben a sajatbéazisban, valamint adjunk meg olyan Q € C3*3 matrixot, amelyre QAQ ™!
diagonélis.

59. feladat. Diagonalizalhato-e az alabbi A matrix R, illetve C felett? Ha igen, akkor adjunk meg egy olyan nemelfajulo
Q € R?*2 illetve @ € C?*? métrixot, amelyre QAQ ! diagonalis.

_ 1 -1 2X2
A_<1 1)6R

60. feladat. Diagonalizalhato-e az alabbi A matrix R, illetve C felett? Ha igen, akkor adjunk meg egy olyan nemelfajulé
Q € R**? illetve Q € C*** matrixot, amelyre QAQ ™! diagonalis.

111 1
! s
A=1, 11 1|¢R

111 1

61. feladat. Diagonalizalhato-e az alabbi A méatrix? Ha igen, akkor adjunk meg egy olyan nemelfajulé @ € Zé“ métrixot,
amelyre QAQ ™! diagonalis.

4x4
€7Zs

OO O N
O O N Ww
o O
W = o =

62. feladat. Diagonalizalhato-e az alabbi A méatrix? Ha igen, akkor adjunk meg egy olyan nemelfajulé @ € Zé“ métrixot,
amelyre QAQ ™! diagonalis.

101 1
o1 3 4 i

A=10 0 2 4|€%
000 3

63. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A méatrix sajatértékeit, minden sajatérték algebrai és geometriai multiplicitasat, és
adjunk meg bazist mindegyik sajataltérben. Diagonalizalhato-e a matrix R, illetve C felett?

c R5X5

BN

I
coc oo w
coc o w—
cowo o
oo oo
= oo o



64. feladat. Adjunk meg R3-ban egy olyan F béazist, amelyben az feladatbeli ¢ lineéris transzformécié matrixa ilyen
szép:
3 00
[¢l==10 0 3
0 -3 0

Milyen geometriai transzformacio lehet ez? (Erdemes ezen a kérdésen elgondolkozni mér a feladat megoldasa elstt, mert adhat
Otletet a megoldashoz.) A megoldashoz szabad szamitogépet hasznalni, ellendrizni pedig mindenképp célszert szamitogéppel.

65. feladat. Tegyiik fel, hogy u és v is sajatvektora a ¢ € Hom(V, V') lineéris transzformécionak (mondjuk X és p sajatértékekkel).
Mi a sziikséges és elegends feltétele annak, hogy u + v is sajatvektor legyen?

66. feladat. Adjunk meg egy olyan A € R7*7 métrixot, melynek egyetlen sajatértéke A = 2, és ennek a sajatértéknek az
algebrai multiplicitdsa 7, a geometriai multiplicitdsa viszont csak 3.

67. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeit, adjunk meg egy sajatbazist (sorvektorokkall), majd ennek
segitségével adjunk meg olyan Q € R?*? nemelfajulé matrixot, amelyre QAQ ™! diagonalis matrix.

0,9 0,1
A= (0,5 075)
Ennek segitségével adjunk explicit képletet az A™ matrixra, és hatarozzuk meg a lim,,_,,, A™ hatarértéket. Mit jelent mindez
az alabbi egyszerd idGjarasi modellben?

e Ha ma szép id6 van, akkor 90% valoszintiséggel holnap is az lesz, és 10% valoszintiséggel elromlik az id6 holnapra.
e Ha ma rossz id6 van, akkor 50% valdszintiséggel holnap is az lesz, és 50% valoszintiséggel kideriil az idS holnapra.

68. feladat. Osztalyozzuk a 2 x 2-es valds méatrixokat aszerint, hogy hany valés és hany nemvalos komplex sajatértékiik van,
és mekkora ezek algebrai és geometriai multiplicitdsa. Hanyféle tipusi lehet egy matrix ezen szempontok alapjan? Minden
tipushoz adjunk meg egy konkrét példat (minél egyszertibbet).

69. feladat. Tekintsiik az alabbi matrixszal megadott Markov-lancot:

0.7 03 O 0 0
06 04 O 0 0
P=10 0 02 04 04
0 0 04 02 04
0 0 03 03 04

Adjunk meg egy bazist a A = 1 sajatértékhez tartozo sajataltérben. Mekkora ennek a sajatértéknek a geometriai multiplicitasa?
Hany stacionarius eloszlas van? Hogyan lehet ezt a Markov-lanc grafja alapjan megmagyarazni? Nincs ez ellentmondasban a
Perron—Frobenius-tétellel? A megoldashoz szabad szamitogépet hasznalni, ellendrizni pedig mindenképp célszerii szamitogéppel.

70. feladat.” Bilinearis-e az alabbi £: R3 x R — R leképezés? Ha igen, adjuk meg a matrixat a standard bazisban; ha nem,
mutassunk egy konkrét ellenpéldat.

U(x,y) = U((z1,22,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + Ta2y2 + 323Y3 + 201y2 + 22291 + 21Y3 + T3Y1 + T2y3 + T3Y2.
71. feladat. Bilinearisak-e az alabbi leképezések? Ha igen, adjuk meg a méatrixukat a standard bézis(ok)ban; ha nem,

mutassunk egy konkrét ellenpéldat.

(a) L: R X R® =R, €((1,22,23), (y1,Y2,93)) = (221 + 22)(y2 + 3y3) + 23y
(b) £: R3 xR2 5 R, £((a,b,c), (d,e¢)) = ad + 2bd + 3be + 4ed
(c) L: RZxR® =R, {((a,b), (c,d,e)) = ad + 2bd + 3be + 4cd

72. feladat.” Hozzuk nemelfajulo linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi ¢ kvadratikus alakot. Irjuk fel a
helyettesités C' matrixat, és ellendrizziik, hogy SAST valoban a kapott kanonikus alaknak megfelel§ diagonalis matrix (itt
S = C~1). A kanonikus alakbol hatarozzuk meg a normalalakot is, és allapitsuk meg ¢ definitségi osztalyat.

q= x% + :c% + 3x§ + 4z 4 22123 + 22223

73. feladat.” Hozzuk nemelfajulo linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi ¢ kvadratikus alakot. Irjuk fel a
helyettesités C' matrixat, és ellendrizziik, hogy SAST valoban a kapott kanonikus alaknak megfelels diagonalis matrix (itt
S = C~1). A kanonikus alakbol hatarozzuk meg a normalalakot is, és allapitsuk meg ¢ definitségi osztalyat.

q =4z129 + 42123 + 4003

74. feladat. Hozzuk nemelfajulo linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi ¢ kvadratikus alakot. Irjuk fel a
helyettesités C' matrixat, és ellendrizziik, hogy SAST valoban a kapott kanonikus alaknak megfelels diagonalis matrix (itt
S = C~1). A kanonikus alakbol hatarozzuk meg a normalalakot is, és allapitsuk meg g definitségi osztalyat.

q= —x% — 5x§ — 6CE§ — 1495?1 4+ 4x1x9 — 20123 + 42124 + 8X0T3 — 4ToX4



75. feladat. Hozzuk nemelfajuld linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi g kvadratikus alakot. Irjuk fel a
helyettesités C' matrixat, és ellendrizziik, hogy SAST valoban a kapott kanonikus alaknak megfelel§ diagonalis matrix (itt
S = C~1). A kanonikus alakbol hatarozzuk meg a normalalakot is, és allapitsuk meg ¢ definitségi osztalyat.

q= x% + 5$% + 41':2)) + dx129 — 429273

76. feladat. Hozzuk nemelfajulo linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi ¢ kvadratikus alakot. Irjuk fel a
helyettesités C' matrixat, és ellendrizziik, hogy SAST valoban a kapott kanonikus alaknak megfelel§ diagonalis matrix (itt
S = C~1). A kanonikus alakbol hatarozzuk meg a normalalakot is, és allapitsuk meg g definitségi osztalyat.

q= fz% — 4x§ — x% —4x129 + 22123 + 2T0x3 — 62974 + 22324

77. feladat. Hozzuk nemelfajulo linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi ¢ kvadratikus alakot. Irjuk fel a
helyettesités C' matrixat, és ellendrizziik, hogy SAST valoban a kapott kanonikus alaknak megfelel§ diagonalis matrix (itt
S = C~1). A kanonikus alakbol hatarozzuk meg a normalalakot is, és allapitsuk meg g definitségi osztalyat.

q=4x129 + 4123 + 421274 + dT003 + 4014 + 42374

(Ennek a feladatnak van a tanult modszernél szebb megoldasa is, ahol a sok mechanikus szamolést egy kis kreativitassal
helyettesitjiik. Erdemes erre utazni!)

78. feladat. Mutassuk meg, hogy ha a nem azonosan nulla ¢ valos kvadratikus alakban nincsenek négyzetes tagok (azaz a
métrix {64tlojan végig nullak vannak), akkor ¢ indefinit.

79. feladat.” Hatarozzuk meg az R?* euklideszi térben az u = (1,1,1,1) és v = (3, —1,3, —1) vektorok hosszat és az altaluk
bezart szoget.

80. feladat. Hatarozzuk meg az R* euklideszi térben az u = (—2,1,3,4) és v = (3,—1,2,4) vektorok hosszat, belss
szorzatukat és az altaluk bezart szoget.

81. feladat. Hatarozzuk meg az R* euklideszi térben az x paraméter értékét tgy, hogy az u = (3, -2,4,1) és v = (2,3,4, 1)
vektorok 60 fokos szoget zarjanak be.

82. feladat. Igazoljuk, hogy ha a vi,...,vip € R"™ egységvektorok paronként 60 fokos szoget zarnak be, akkor linearisan
fiiggetlenek.

83. feladat. Mutassuk meg, hogy semmilyen n esetén sem lehet az R™ euklideszi térben megadni 4 egységvektort, amelyek
paronként 120 fokos szoget zarnak be.

84. feladat. Mekkora szoget zarnak be az n-dimenzios kocka egy csticsabol kiindulo élei az ugyenebbdl a cstiesbol kiinduld
testatloval? Mi ennek a szognek a hatarértéke, ha n tart végtelenbe? Mekkora a 3, 4, illetve 10-dimenzi6s egységkocka
koriilirt, illetve beirt gémbjének térfogata? Segitség: https://en.wikipedia.org/wiki/Volume_of _an_n-ball.

85. feladat.” Bontsuk az u vektort egy v-vel parhuzamos u) és egy v-re mer6leges uy vektor dsszegére, ahol
u=(3,5,5), v=(1,2,3).
86. feladat.” Bontsuk az u vektort egy S-beli u) és egy S-re merdleges u, vektor dsszegére, ahol
u=(9,1,1), S=1(1,23),(3,55)].
87. feladat. Bontsuk az u vektort egy S-beli u| és egy S-re merdleges uy vektor Gsszegére, ahol
S = {(#1,72,w3): T1 = 232} és a)u=(2,6,3), b) u=(6,3,5).
88. feladat. Bontsuk az u vektort egy S-beli u) és egy S-re meréleges u, vektor dsszegére, ahol
u = (—35,2,26,—14,0), S=1(1,23,21),(-2,3,1,-3,-1), (-3,-4,4,—1,1)].

89. feladat. Legyen V végesdimenzios euklideszi tér, S <V ésu € V. Legyen u = u +u az u vektor szokésos felbontisa
egy S-beli és egy S-re merdleges vektor Osszegére. Bizonyitsa be, hogy ekkor u és S tavolsaga ||u, ||, azaz

min u— v]| = . |

90. feladat.” Hajtsuk végre a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljarast az alabbi u, us, us € R3 vektorokra:
u; = (17273)7 ug = (37575)7 us = (9a171)

91. feladat. Hajtsuk végre a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacios eljarast az ui, up, us € R?® vektorokra, ahol:
a) u; = (1,0,0), u; = (2,3,0), u; = (1,6,1)
b) u; = (1a6a1)7 Uz = (15070)a us = (273a0)


https://en.wikipedia.org/wiki/Volume_of_an_n-ball

92, feladat.” Legyen S < R* az alabbi u;, us, uz vektorok altal kifeszitett altér:
w = (1,1,1,1), u=(3,-1,3,-1), uz=(6,22 —2).

Adjunk meg egy ortonormaélt bézist az S altérben.

93. feladat. Bontsuk a w vektort az S = [v1, Vo] sikkal parhuzamos wy és S-re mercleges w vektor 6sszegére, ahol
vi=(1,2,3), va=(1,1,-1), w=(2,12).

94. feladat. Bontsuk az u vektort egy S-beli u| és egy S-re merdleges u; vektor dsszegére, ahol

u=(2,6,4,2) és S = {(z1,22,23,24): T1 = 2 + 203 — 624}

95. feladat. Legyen V a legfeljebb harmadfokt valos polinomok euklideszi tere az alabbi belss szorzattal:

(f.9) :/_1 f(x)g(z)dx.

2

Ortogonalizaljuk a Gram-Schmidt-eljaras segitségével az 1, x, 2, 23 vektorrendszert (igy kapunk egy ortogonalis bazist V-

ben).

96. feladat. Legyen S < R3 az z + 2y — z = 0 egyenletii sik, és legyen a ¢: R® — R3 linedris transzforméacié az S-re valo
tiikrozés. Hatarozzuk meg a v vektort tetszdleges v = (a,b,c) € R3 esetén. (Ezzel lényegében ekvivalens feladat felirni ¢
matrixat a standard bazisban.)

97. feladat.” Adjunk meg R2-ben az alabbi A szimmetrikus matrix sajatvektoraibol allé ortonormalt bazist, és ennek
segitségével abrazoljuk a 4% + 42129 + 473 = 1 mésodrendii gorbét.

_ 4 2 2%x2
A_<2 4)6R .

98. feladat. Adjunk meg R2-ben az alabbi A szimmetrikus méatrix sajatvektoraibol allo ortonormalt bazist, és ennek
segitségével abrazoljuk a x? + 4x1wo + 422 = 1 masodrendii gorbét.

_ 1 2 2%x2
A_<2 4)6R .

99. feladat. Adjunk meg R3-ban az alabbi A szimmetrikus matrix sajatvektoraibél &ll6 ortonormalt bazist, és ennek
segitségével abrazoljuk (képzeletben) a 1627 + 8z1x9 + 1023 + 4z123 — 87273 + 1622 = 10 masodrendi feliiletet.

16 4 2
A=[4 10 —-4] e R3*3,
2 —4 16

Szamolas és abréazolas SageMath-ben:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/linalg2bsc_20240sz/kvadr-sage.html

100. feladat. Adjunk meg R3-ban az aldbbi A szimmetrikus métrix sajatvektoraibol all6 ortonormalt bazist.

-3 2 3
A= 2 0 6] eR3*3.
3 6 5


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2024osz/kvadr-sage.html

