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1. Gauss-eliminacié (ismétlés)

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy T test feletti matrix redukalt lépcsés alaki, ha

e minden sorban az elsd nemnulla elem egyes (f6elem vagy vezéregyes);
e minden sorban a vezéregyes hatrébb (jobbra) helyezkedik el, mint az eléz6 sor vezéregyese;
e a vezéregyesek oszlopaiban az Gsszes t6bbi elem nulla;

e ha vannak csupa nullakbol all6 sorok, akkor azok a métrix aljan vannak.

1.2. Példa. Ime egy redukalt lépcsés alaki matrix (a csillagok helyén barmi allhat):

* 0 0 * x 0 % % x
0 0 0 = x 0 =x *x =x
0 0 O * % 0 % x %
0o 0 0 0 0 O * % %

1.3. Megjegyzés. Ha egy redukalt 1épcsds alaktt métrixban az esetlegesen csupa nullakbol 4llé sorokat elhagyjuk, és
a vezéregyeseket tartalmazo oszlopokat egymés mellé irjuk, akkor egységmatrixot kapunk. Az 1.1. Definici6 tartalmaz
még megszoritasokat a tobbi oszlopra is, de amikor redukalt 1épcsés alakot fogunk hasznélni, akkor mindig csak arra
lesz sziikségiink, hogy van néhany oszlop, amelyek egységmatrixot alkotnak. A fenti példaban ezt igy szemléltethetjiik:

* 0 0 * *x 0 % % x
0 = 0 * x 0 *x *x x
0 x 0 * % 0 * x %
0 = 0 0 x = * %k

1.4. Definicié. Egy T test feletti matrix elemi soratalakitasain az alabbi atalakitasokat értjiik:

(1) egy sorhoz hozziadjuk egy méasik sor A-szorosat, ahol A € T
(2) egy sort megszorzunk A-val, ahol A € T'\ {0};

(3) két sort felcseréliink.

Hasonlban definialhatéak az elemi oszlopatalakitasok is.

1.5. Allitas. Az A matrixon elemi soratalakitasokat végrehajtva, az Ax = 0 egyenletrendszer megoldashalmaza nem
valtozik.

1.6. Tétel. Minden T test feletti méatrix elemi soratalakitassokkal redukalt 1épcsds alakra hozhato.
2. Vektorterek

2.1. A vektortér fogalma, nevezetes példak

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a nemiires V halmaz vektortér a T test felett, ha értelmezettek rajta az alabbi
miiveletek:
Osszeadas: V xV =V, (u,v) —» u+v;

A-val vald szorzas: V=V, V= AV (minden egyes A € T elemre);
és ezek a miveletek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsagokkal:
(1) Vav,iweV: (u+v)+w=u+ (v+w);
(2) I0eVVWVeV:v+0=v=0+v;
B)VWweVIueV:v4+u=v=u+v;
)

5) VAeT Vu,veV:A(u+v)=Au+Av;
6) VA, u e TVYveV:(A+pu)v=2Av+puv;
) VYA peT Vv eV: (Au)v = Auv);

) WweV:lv=wv.

2.2. Megjegyzés. A V halmaz elemeit vektoroknak, a T' test elemeit skalaroknak nevezziik. Az els6 négy tulajdonsag
szerint (V';4) Abel-csoport, melynek egységeleme 0 (nullvektor). A harmadik tulajdonsagbeli u vektor a v vektor
additiv inverze, és ennek szokésos jelolése u = —v.

(
(
(
(4) Va,veV:iu+v=v+u (
2.3. Allitas. Ha V vektortér a T test felett, akkor tetszéleges v € V és A € T esetén

(i) Av=0 <= A=0vagy v =0;
(if) (=A)v=A(=v) = —=Av.



Bizonyitas. Lasd [SzL] 6.3. Tétel. O

2.4. Megjegyzés. A fenti allitds mésodik részében harom ,minusz”’ jel szerepel. Ezek koziil ketté V-beli additiv
inverzet jelol, egy pedig T-beli additiv inverzet (melyik melyik?).

2.5. Példa. AV = {‘5"‘, =y *} halmaz vektorteret alkot a Zo = {0, 1} test felett az alabbi mtiveletekkel:

+ | & W 2

el ol — TP R o™ = 1™ =7
=& T & 0-& =+ 1-d = &=
U i 2 » & 0-4 ==+ 14 = &
2 4 4 @& 7 0o-% == 1-4 = %

2.6. Példa. Az alabbi halmazok vektorteret alkotnak a valos szamtest felett a szokasos miiveletekkel:
(i) a sikbeli, illetve térbeli vektorok halmaza;
(ii) a komplex szamok halmaza,

(iii) az n X m méretd valés matrixok halmaza;

)
)
)
(iv) a legfeljebb n-edfoki valos polinomok halmaza;
(v) a valos sorozatok halmaza,

)

(vi) a valds fiiggvények halmaza.
2.7. Példa. Az alabbi halmazok vektorteret alkotnak a 7' test felett a szokasos mitiveletekkel:
(i) T", azaz a T feletti elem n-esek halmaza (specidlis esetek: R? és R3);

(ii) T barmely testbvitése (specidlis esetek: C vektortér T' = R felett, R vektortér T' = Q felett, az algebrai szamok
halmaza vektortér T = Q felett);

(iii) T™*™, azaz a T feletti n x m méretd matrixok halmaza;
(iv) a T feletti legfeljebb n-edfoka polinomok halmaza;
(v) TN, azaz a T elemeibdl allo sorozatok halmaza;

(vi) az Osszes X — T leképezések halmaza (tetsz6leges nemiires X halmaz esetén).

2.2. Altér, linearis kombinacid, generalas

2.8. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett. Az U C V nemiires részhalmazt V' alterének nevezziik (jelolés:
U < V), ha zart az osszeadasra és a skalarokkal valé szorzéasokra:

(1) Yuj,us €U: u; +uy € U;
(2) VAeTVYueU: Auel.

2.9. Megjegyzés. Ha U C V a fenti definici6 értelmében altere V-nek, akkor U maga is vektorteret alkot a V-beli
miiveletek megszoritasaival, ezért jogosan nevezziik altérnek.

2.10. Példa. Tetsz8leges V vektortérben altér {0} (trivialis altér) és persze maga V is altér (nem valodi altér).
2.11. Példa. A V = Z3 vektorérben altér az alabbi U halmaz (a teljesség kedvéért felsoroljuk V elemeit is):

Vv = {000, 001,010,011, 100,101,110, 111};

U = {000,011,101, 110}

Hogy U valoban zart az Osszeadésra, azt kozvetlen szamolassal lehet ellendrizni (a skalarok pedig Zs esetén nem sok
vizet zavarnak). Egyszertibb (és tanulsdgosabb!) azonban, ha kitalaljuk, hogy a V halmazbol milyen tulajdonsagu
elemeket vettiink be az U halmazba (HF).

2.12. Példa. Néhany altér a 2.6. Példaban latott valos vektorterekben:

(i) minden origon atmend egyenes altér R2-ben, minden origén atmend egyenes és sik altér R3-ban;



(ii) a valos tengely és a képzetes tengely is altér C-ben;
(iii) a szimmetrikus matrixok alteret alkotnak R™*"-ben;
(iv) azon polinomok, amelyeknek gyoke 7 ++/2 alteret alkotnak a legfeljebb n-edfoki valés polinomok vektorterében;
(v) a konvergens sorozatok alteret alkotnak a valds sorozatok vektorterében;
(vi) a folytonos fiiggvények alteret alkotnak a valos fliggvények vektorterében.
2.13. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett, legyen vyi,..., vy € V és A1,..., \x € T. Ekkor a
W= ANV +-+ AV

vektort a vy, ..., vy vektorok (Aq,..., A egylitthatokkal vett) linearis kombinaciojanak nevezziik.

2.14. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett, és legyen vy,..., vy € V. A vy,..., vy € V vektorok 0Osszes
linearis kombinécidinak halmazat a vy,..., vy vektorok altal kifeszitett altérnek (vagy generalt altérnek) nevezziik.
Erre az altérre a [vy, ..., vg] jelolést hasznaljuk:

[Vl,...,Vk]Z{)\1V1—|—"'+/\kvk:/\1,...,/\k€T}.

2.15. Allitas. A [vy,...,v};] halmaz valoban altere V-nek, mégpedig ez a legsztikebb olyan altér, ami tartalmazza a
vi,..., Vg vektorok mindegyikét.
Bizonyitas. Lasd [SzL] 6.10. Tétel. O

2.16. Megjegyzés. Nemcsak véges, hanem végtelen sok vektor generatuma is értelmezhets, és a fenti allitas is
érvényben marad. Arra kell csak figyelni, hogy ha végtelen sok vektorunk van is, egy linearis kombinécioban akkor is
csak véges sokat (de akdrmilyen sokat) hasznalhatunk koztiliik. Tehat tetszoleges X C V' halmaz generatuma igy fest:

[X]:{)\1V1+"'+>\kvk:kENo,Vl,...,VkEV, /\1,...,/\k€T}.

2.3. Alterek kétféle megadasi médja

2.17. Példa. A valos fiiggvények vektorterében az f” = — f differencialegyenletet kielégits fiiggvények alteret alkotnak;
ez konnyen ellenérizhets a jol ismert derivalasi szabélyok segitségével. Kevésbé trivialis, hogy ezt az alteret a sinx és
cos ¢ fliggvény generalja:

{feR®: "= —f} =[sinz,cosz] = {Asinz + pcosz : A\, u € R}.

Kétféleképpen adhatunk meg egy vektortérben egy alteret: vagy megmondjuk, hogy milyen tulajdonsagu vekto-
rok tartoznak az altérbe (ahogy a 2.12. Példdban is tettiik), vagy megadjuk egy generatorrendszerét.! A fenti példa
mutatja, hogy nem mindig egyszerd az ,atvaltas” egyik megadési modrol a maéasikra. Jo6 hir: ha a T" vektortérben
dolgozunk, akkor az alteret definialo tulajdonsidgo(ka)t mindig le lehet frni egy homogén linearis egyenletrendszer-
rel, és a Gauss-eliminacié segitségével konnyen valthatunk a ,tulajdonsagos” (azaz ,egyenletrendszeres”) felirds és a
»generatorrendszeres” feliras kozott.

2.18. Tétel. Tetszéleges A € TFX™ matrix esetén az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszer megoldésai alteret
alkotnak T"-ben.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 5.11. Tétel O
2.19. feladat. Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi W alteret:

W = {(xl,xg,xg,a:4,m5) ER®:xq —24 =0, 21 —xg — 23 =0, 321 — =5 :O}.

Adjunk meg bazist (generatorrendszert) a W altérben.

Megoldas. Felirjuk az egyenletrendszer matrixat (mivel homogén, a konstansok oszlopat nem kell kiirni), és

1Ha véges halmazrol van szo6, akkor van egy harmadik lehet8ség is: egyszertien felsoroljuk az altér elemeit, ahogy a 2.11. Példaban is
tettiik.



elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcs6s alakra hozzuk:

1 0 0 -1 0 00 0 —1/3
1 -1 -1 0 o0]~/[o0 1 0 -1/3
3.0 0 0 -1 0 00 -1/3

A redukalt lépesss alakbol latszik, hogy x1, xo, x4 lehet kotott valtozo, xs, x5 pedig szabad valtozok:
T = %565, Ty = —x3 + %5557 Tq = %365 (z3,25 € R).

Tehat a W altér paraméteres felirasa (az xs = a, 5 = b paraméterekkel):
W= { (b, —a+ 1b,a, 1b,b) ta,b R }

A paraméterek egyikének 1 értéket adunk, a tobbinek nullat, minden lehetséges modon. Igy kapunk egy bazist
W-ben:

Wi = (07 -1, 1,0, 0)7 W2 = (%, %7 0, %7 1)
Megjegyzés: Az, hogy az eliminacidé soran nem keletkezett csupa nulla sor, azt jelenti, hogy a feladatban
megadott harom egyenlet fiiggetlen; kevesebb egyenlettel nem lehet W-t leirni. o

2.20. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett. Egy V-beli vektorrendszer elemi atalakitésain az alabbi atalaki-
tasokat értjiik:

(1) egyik vektorhoz hozzéadjuk egy méasik vektor A-szorosat, ahol A € T
(2) egy vektort megszorzunk A-val, ahol A € T'\ {0};
(3) két vektort felcseréliink.

Hasonloan definialhatoak az elemi oszlopatalakitasok is. (Az 1.4. Definicidval valo hasonlosag nem a véletlen mive.)

2.21. Tétel. Vektorrendszer elemi atalakitdsai nem valtoztatjak meg a vektorrendszer éltal generalt alteret.

Bizonyitas. Csak az els6 tipusu atalakitasra igazoljuk az allitast, a tobbi (szinte) trivialis. A jelolések egy-
szer(isitése végett (és az altalanossag megszoritasa nélkiil) tfth. a méasodik vektorhoz adjuk hozza az els6 vektor
A-szorosét:

Vi, V2, V3,...,Vk "~ Vi, Vo +AV], V3,..., Vg,

Az vilagos, hogy [vi, va, V3,...,Vi] 2 [v1, va + Avy, vs,...,vi] (ugye?). A maésik iranyt tartalmazéashoz azt
kell megmutatnunk, hogy a ,régi” vektorok mind elGallnak az ,,ij” vektorok lineéris kombinécidiként. Elég csak a
vo vektorral foglalkozni, mert a t6bbi vektor egyarant szerepel a régi és az 0j vektorrendszerben is. A vy vektor

pedig igy kombinalhato ki az 4j vektorokbol (csak az elss két 4j vektort hasznaljuk): vo = (vo + Avy) — Avy. O
2.22. feladat. Tekintsiik az R® vektortérben az alabbi harom vektort:
vi =(1,4,-3,1,3), vo=(-2,1,0,1,0), v3=(3,—-2,—-1,1,1).
Irjuk le a vy, v, v3 vektorok altal kifeszitett U alteret, vagyis adjuk meg, hogy milyen Gsszefiiggéseknek kell teljesiilniiik

az T1,xa, T3, Tq, T5 szdmok kozott ahhoz, hogy az (x1, xe, x3, x4, xs5) vektor elalljon vi,va, vy linearis kombinacioja-
ként. Méasképp fogalmazva: adjunk meg olyan homogén linearis egyenletrendszert, melynek megoldastere éppen U.

Megoldas. Irjuk egymas ala a harom vektort, és hozzuk a kapott matrixot redukalt lépcsés alakra elemi
soratalakitasokkal:
1 4 -3 1 3 0 0 -1 0
-2 1 01 0J~10 0 -1 0
3 -2 -1 1 1 0 0 -2 -1

A 2.21. Tétel garantélja, hogy a kapott méatrix sorai szintén az U alteret feszitik ki. Jeldlje a redukalt 1épcsés
alakt méatrix sorait uj, us, us:

u, =(1,0,0,-1,0), wu,=(0,1,0,—1,0), uz=(0,0,1,-2,-1).
Ezekkel a vektorokkal igy irhato fel az U altér:

U = [ug,uz,ug] = {\ug + douy + Azuz : A, Ag, Ag € T'}
== {(Ala )‘27 >\37 7)\1 - )\2 - 2)\33 7>\3) : )\hAQv)\B S T}



Tehat U elemeinél az els6 harom koordinata szabadon megvélaszthato, az utolsé két koordinata pedig egyértelmien
kifejezhets az els6 harombol:

U= {(z1,02,23,24,35) : 11, 22,03 € T, x4 = —1 — T2 — 23, T5 = —T3}.

Ez pedig azt jelenti, hogy U az alabbi homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmaza:

X 0
11210 xz_g
0010 1) |™|~

X4 0

Is 0

Megjegyzés: A redukalt 1épcsds alakbol vilagos, hogy uy,us, us linearisan fliggetlen vektorrendszer, és igy
bézisa U-nak. Ebbdl kévetkezik, hogy dim U = 3, és a feladatban megadott vy, va, v generatorrendszer is bazis.
(Masképp fogalmazva: abbol, hogy az eliminaci6 soran nem keletkezett csupa nulla sor, kovetkezik, hogy vi,va, v
linearisan fiiggetlen vektorrendszer.) o

2.23. Tétel. Tetszoleges T test esetén T™ minden altere el6all egy n-ismeretlenes homogén lineéris egyenletrendszer
megoldastereként.

Bizonyitas. Legyen U < T"™ és legyen vi,..., vy generatorrendszere U-nak. (Kés6bb megmutatjuk majd,
hogy T™ minden altere véges dimenzios, és igy végesen generalt.) Irjuk sorvektorként egymés ala a vi,..., vy
vektorokat, igy egy A € TF*™ matrixot kapunk. Hozzuk elemi soratalakitasokkal redukalt lépcsés alakra az A
matrixot (lasd az 1.6 Tételt), és hagyjuk el a csupa nulla sorokat (ha vannak). A 2.21. Tétel szerint igy egy olyan
A’ € T™*™ matrixot kapunk, melynek sorai szintén az U alteret feszitik ki. (Mikor fordulhat els, hogy r < k?)

A jelolések egyszertisitése végett (és az altalanossag megszoritasa nélkiil) tfh. igy fest az A’ méatrix:

1] 0 0 a b
A=10 1] 0 ¢ d
0 0 [ e f

Ekkor tehat U nem mas, mint az A" métrix sorai, vagyis az u; = (1,0,0,a,b), us = (0,1,0,¢,d), us = (0,0, 1,¢, f)
vektorok altal generalt altér:

U = [uy,uz, u3] = {A\jug + Aoug + Aguz : A, Ao, A3 € T'}
= {()\1, )\2, )\3, a)\1 +C>\2 +€)\3, b)\l +d>\2 —+ f)\g) : )\1,)\2,)\3 S T}

Tehat U elemeinél az els§ harom koordinata szabadon megvalaszthato, az utolso6 két koordinata pedig egyértelmten
kifejezhets az elsé harombol:

U= {($1,Z‘2,.’L‘3,$4,l‘5) 1wy, 20,23 €T, 4 = axy + cxo + ex3, T5 = bxy + dro + fﬂc3}.
Ez pedig azt jelenti, hogy U az alabbi homogén lineéris egyenletrendszer megoldashalmaza:
Ty
(a —c —e 1 0) 52
J— — J— : 3 =
b d f 01 o
5

OO O OO

Tetszbleges redukalt 1épcsts alakit matrixhoz hasonlé modon lehet megkonstruédlni olyan homogén linearis egyen-
letrendszert, melynek megoldastere éppen a matrix sorvektorai altal kifeszitett altér. O

2.4. Alterek metszete és Gsszege
2.24. Allitas. Alterek metszete is altér.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 6.7. Tétel. O

2.25. Megjegyzés. Nemcsak ketts, hanem t6bb (akar végtelen sok!) altér metszete is altér. A bizonyitas igazabol
nem nehezebb, mint két altér esetén, csak macerasabb leirni.



2.26. Definicié. Az Uy,U, <V alterek Osszege az alabbi altér:
U+ U; = {u1—|—u2 cuy € Uy, ug € UQ}

2.27. Allitas. Alterek Gsszege valoban altér, mégpedig U; + Us a legsztikebb olyan altér, ami tartalmazza Up-et és
Ug—t is:
Uy + Us = [Up UU3).

Bizonyitas. Lasd [SzL] 6.12. Tétel. O

2.28. Kovetkezmény. Tetszdleges V' vektortér Osszes alterei halot alkotnak a tartalmazéasra nézve. Az altérhalobeli
metszés és egyesités:
U1/\U2:U1QU2, U1VU2:U1+U2.

2.29. feladat. Tekintsiik a 2.19. és 2.22. feladatokban megadott W és U altereket R%-ben, és hatarozzuk meg az
Osszegiiket és a metszetiiket. Mindkett6t adjuk meg bazissal és egyenletrendszer megoldastereként is.

Megoldas. A W altérnek egy bazisa wi,3ws (a 2.19. feladat megoldasaban szamoltuk ki ezeket a vektorokat;
wo helyett inkabb 3ws-t hasznaljuk, hogy ne legyenek tortek). Az U altérnek egy bazisa up,us, us (a 2.22. fel-
adat megoldasaban szamoltuk ki ezeket a vektorokat; vehetnénk a feladatban megadott vy, vs, v3 bézist is, de
uj, us, uz szebb). Ha a két bazist egyméas mellé (vagy inkabb ald) tessziik, akkor maris megvan W + U egy
generatorrendszere. Hogy kideriiljon, lehet-e 6tnél kevesebb vektorral generalni a W + U alteret, illetve, hogy
megkapjuk az ,egyenletrendszeres” leirasat, hozzuk a matrixot redukalt 1épcsts alakra:

0 -1 1 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 1 3 01 0 01
1 0 0 -1 Of~10 0 1 0 1
0 10 -1 0 0 00 11
0 01 -2 -1

Ebbdl latszik, hogy W + U négydimenzids, a kapott matrix els6 négy sora ad egy bazist, valamint — a 2.22. feladat
megoldasahoz hasonléan — kiolvashato a redukalt 1épcsés alakbol W + U ,egyenletrendszeres” leifrasa is:

W+U: [(170707051)7 (07 ]"0’07 1)7 (0’07 1707 1)7 (070507]‘7 1)]

= {(21,22,23,24,25) € R® : 21 + 32 + 13 + 74 — x5 = 0}.

A WNU altérbe azok a vektorok tartoznak, amelyek kielégitik W és U definialo egyenleteit is. Tehat itt az altere-
ket leir6 egyenleteket kell Gsszerakni. A W altér eleve egyenletrendszerrel volt megadva, de inkabb a 2.19. feladat
megoldasaban kiszamolt redukalt 1épcsGs alakt egyenletrendszert vessziik. Ez ald irjuk le az U alteret leiro
egyenletrendszert, amit a 2.22. feladat megoldésaban kaptunk, majd redukalt 1épcsés alakra hozzuk a kapott
matrixot:

100 0 —1/3 1000 —1/3
01 10 -1/3 010 0 —4/3
0001 —-1/3[~]0 01 0 1
11 21 0 000 1 —1/3
0010 1

Tehat nem kell 6t egyenlet, elég négy is (a matrix els6 négy sora adja az egyenletekbeli egyiitthatokat), és —
a 2.19. feladat megoldasahoz hasonloan — kapunk egy bazist is (beszoroztunk mindent 3-mal, hogy elttinjenek a
tortek):

WU = {(z1, 2, x3, T4, T5) ER?:3x1 —x5 =0, 3z — 425 =0, 3+ x5 =0, 3wy — x5 =0}

= [(1,4,-3,1,3)]. o

2.30. feladat. Tekintsiik most a 2.19. és a 2.22. feladatbeli W, U altereket Zs felett, és hatarozzuk meg az 6sszegiiket
és metszetiiket. Mind a négy alteret adjuk meg bazissal és egyenletrendszerrel is.

Megoldas. A 2.19. feladatbeli métrixot most Zs felett tekintjiik, és redukalt lépesds alakra hozzuk:

10010 M oo 01
1 1100|~]0@1 01
1000 1 0 0 0 [0 1



Ebbdl kiolvashatjuk W kétféle leirasat:

W = {(z1,22,23,24,25) €Z3: w1+ x5 =0, 22+ 23+ 25 =0, 24 + 5 =0}
=[(0,1,1,0,0), (1,1,0,1,1)].

A 2.22. feladatbeli matrixot is redukalt 1épcsss alakra hozzuk Zs felett:
1 01 1 1 0 1
01 01 0]~1]0 0
1 01 1 1

Ebbdl kiolvashatjuk U kétféle leirasat:

U=[(1,0,1,1,1), (0,1,0,1,0)]

= {(1‘1,1‘2,133,%‘4,1‘5) EZg:l‘l +23=0, 21 +x2+24=0, 1 + 5 ZO}.

Irjuk egymas ala W és U bézisat, és hozzuk a matrixot redukalt lépcsés alakra:

01100 0 0 01
11 0 11 — 0 010
101 11 0 0 10
01 010

Ebbdl kiolvashatjuk W + U kétféle lefrasat:

W+U= [(150707071)3 (051707170)5 (0707171’0)]

= {(xl,xg,wg,a:4,x5) €Zy:xo+aw3+x4=0, 21 +25= O}.

Irjuk egymas ala W és U egyenleteit, és hozzuk a matrixot redukalt 1épcsés alakra:

1000 1 M o o0 o0 1
01 10 1 01 0o 00
000 1 1 0 0 o1
10100 7|0 0o o0of@m:1
11010
1000 1

Ebbdl kiolvashatjuk W N U kétféle leirasat:

WNU = {(z1,22,23,24,25) €Z3 21+ 25 =0, 22 =0, 23 + 25 = 0, 24 + 25 = 0}
=[(1,0,1,1,1)].

Megjegyzések:

1. A W altérre ugyanazt kaptuk, mintha a 2.19. feladat végeredményét vettiik volna modulo 2 (hogyan kell

az % tortet Zo-ben értelmezni?). Az U altérnél viszont nem ugyanazt kaptuk, mintha a 2.22. feladat

végeredményét vettiik volna modulo 2 (még a dimenzié se stimmel!). Mi lehet ennek az oka?

2. Tanulsagos lehet felsorolni a négy altér elemeit, és ellendrizni a metszetet meg az Osszeget:

W = {00000,10111,01100, 11011};
U = {00000, 10111, 01010, 11101};
W NU = {00000,10111};
W + U = {00000, 10111, 01100, 11011,01010, 11101, 00110, 10001}. o



2.5. Linearis fiiggetlenség

2.31. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett és legyen vi,..., vy € V. Azt mondjuk, hogy a vi,..., vy
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a nullvektor csak trividlis médon (csupa nulla egylitthatokkal) kombinalhatd
ki a vy,...,vg vektorokbol:

VAL, o 3 A ET ANV + -+ XA v =0 <= A\ =--- =X, =0.

Ha a nullvektor nemtrivialis linearis kombinaciéval is megkaphato, akkor azt mondjuk, hogy a vektorrendszer linearisan
fliggd.

2.32. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett. Tetszoleges vy, ..., vy € V vektorokra ekvivalensek az alabbiak:
(i) vi,...,vE € V lineérisan fiiggs;
(ii) valamelyik vektor el6all a tobbiek linearis kombinaciojaként: Ji: v; € [vi,..., Vio1, Vig1, ..., Vi];

(i) valamelyik vektor eldall a ,korabbi” vektorok linearis kombinaciojaként: Ji: v; € [vy,...,v;_1].

Bizonyitas. Lasd [SzL] 7.2. Tétel. O

2.33. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett. Tetszbleges vy,..., vy € V vektorokra ekvivalensek az alabbiak:
(i) vi,..., vy linearisan fiiggetlen;
(ii) minden v € V vektor legfeljebb egyféleképpen all el6 a vy, ..., vi vektorok linearis kombinaciojaként;

(iii) minden v € [vy,...,Vv] vektor pontosan egyféleképpen all el6 a vy, ..., vy vektorok linearis kombinécidjaként.

Bizonyitas. Az vildgos, hogy (ii) és (iii) ekvivalens, hiszen — a generatum definici6ja szerint — [vq,. .., vy] elemei
elgallnak vy, ..., vy linearis kombinaciojaként, a tobbi vektor pedig nem 4ll els. Ha (iii)-at a v = 0 vektorra
felirjuk, akkor latjuk, hogy (iii) = (i). Hatra van még (i) = (iii) igazolasa. Ehhez tth. vi,..., v linearisan
fiiggetlen, és tekintsiik egy v € [vy,...,vi] vektor két felirasat a vq,..., vy vektorok linearis kombinéciojaként:
v =73 .A\v, =Y, ;. Kivonva egymasbol a kett6t, megkapjuk a nullvektort a viq,...,vy vektorok linearis
kombinéciojaként: 0 = >, (A; —p;)v,. Mivel feltettiik, hogy v, ..., vy linearisan fiiggetlen, itt minden egyiitthato
nulla, azaz \; = p; minden i-re. Ez pedig azt jelenti, hogy v tekintett két felirasa szorol szora (pontosabban:
egylitthatorol egylitthatora) megegyezik. O

2.6. Bazis, koordinatak

2.34. Definicié. Egy vektortér bazisan linearisan fiiggetlen generatorrendszert értiink.

2.35. Példa. Néhany nevezetes bazis néhany nevezetes vektortérben:

(i) A T™ vektortérben az alabbi eq,...,e, vektorok bazist alkotnak, ezt nevezziik standard bazisnak

e; = (1,0,0,...,0,0), e;=(0,1,0,...,0,0), ..., e, = (0,0,0,...,0,1).

(ii) A komplex szamok R feletti vektorterében bazis 1, i.

(i) Legyen E;; € T™ ™ az a métrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme 1, az Gsszes tobbi elem pedig nulla. A
T™*™ vektortérben bazist alkotnak az E;; (i =1,...,n, j =1,...,m) matrixok.

n

(iv) A T feletti legfeljebb n-edfoki polinomok vektorterében bézis 1, x, 22, ..., a™.
2.36. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett. Tetszbleges vq,...,v, € V vektorokra ekvivalensek az alabbiak:

(i) vi,..., Vv, bazisa V-nek;
(ii) V minden eleme pontosan egyféleképpen &ll el a vy, ..., v, vektorok linearis kombinaciojaként.
Bizonyitas. Rogton kiovetkezik a 2.33. Tételbdol. O

2.37. Definicié. Legyen B: vi,...,v, bazisa a T test feletti V vektortérnek, és legyen v € V tetszSleges vektor.
Ekkor léteznek olyan egyértelmtien meghatarozott Aq,..., A, € T skalarok, melyekre v.= A\jvy + -+ 4+ A, v, (lasd
a 2.36. Tételt). A A\q,...,\, skalarokat a v vektor B bazisra vonatkoz6 koordinatéinak nevezziik, a v vektor B bazisra
vonatkozo koordindtasoran pedig a kovetkezst értjiik:

Vs = M- oy An)-



2.38. Példa. A 2.35. Példaban megadott bazisokban nagyon egyszerti meghatérozni a koordinatékat.
(i) A T™ vektortérben az £: ey, ..., e, bazisban egy v = (21, ..., z,) vektor koordinatai maguk az x; skalarok, azaz

[Vle = (21,...,2n).

(ii) A komplex szamok R feletti vektorterében az 1, 7 béazisra vonatkozoan egy z komplex szdm koordinatai Re z és
Im z.

(iii) A T™*™ vektortérben az E;; (i =1,...,n, j = 1,...,m) bazisra vonatkozoan egy tetsz6leges matrix koordinatai
éppen a matrix elemei.

(iv) A T feletti legfeljebb n-edfokii polinomok vektortérben az 1, z, 22, ..., 2" bézisra vonatkozoan egy tetszdleges
polinom koordinatai éppen az egyiitthatoi: [ap + a1z + - - - + a,z™] = (ag, a1, . .., an).

2.39. feladat. Tekintsiik a Z3 vektortérben az alabbi by, by, bs, by bézist:
by = 1011, by = 1112, by = 2002, by = 1121.

Szamitsuk ki a v = 1222 vektor koordinatait ebben a bazisban.

Megoldas. A A\b; + Xobg + A3bs + Asby = v egyenletrendszert kell megoldanunk a Ay, Ao, A3, Ay € Zs
ismeretlenekre. Irjuk fel az egyenletrendszer matrixat, és hozzuk elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsés alakra.

b; by by b

= O e
N — = =N
N OO NDw
— N = =
[N NI
$
DOOH
colHo
oHoo

Ho oo
— O~ N

Tehat a koordinatak: A\ =2, Ao =1, A3 =0, Ay = 1, vagyis a koordinatasor: [v] = (2,1,0,1). o

2.40. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett. Tetszbleges vy,...,vi € V vektorokra ekvivalensek az alabbiak:
(i) vi,..., vy bazisa V-nek;
(ii) vi,..., Vv, minimalis generatorrendszere V-nek (vagyis a vektorok koziil barmelyiket elhagyva a maradék mar

nem generalja V-t);

(iii) vq,..., v, maximalis fiiggetlen vektorrendszer (vagyis barmely V-beli vektort hozzavéve mar fliggs vektorrend-
szert kapunk).

Bizonyitas. Lasd [SzL] 8.2. Tétel. O

2.41. Tétel. Legyen V egy véges dimenzios vektortér a T test felett, és legyen vy,..., vy € V.

(i) Ha vq,..., vy generatorrendszere V-nek, akkor el lehet hagyni néhanyat a vy, ..., v, vektorok koziil ugy, hogy
V egy bazisat kapjuk.

(ii) Ha vq,..., vy linearisan fiiggetlen vektorrendszer, akkor ki lehet egésziteni néhany vektorral ugy, hogy V egy
bazisat kapjuk.

Bizonyitas. El6készitd megjegyzés: a tételben szerepld véges dimenzids feltevés ekvivalens azzal, hogy V végesen
generalt, azaz van véges generatorrendszere (ezt majd késébb latjuk, lasd a 2.50. Megjegyzést).

(i) Tth. wvi,...,vE generatorrendszer. Ha van olyan vektor a vi,..., vy vektorok kozott, ami kifejezhets a
tobbiek linearis kombinaciojaként, akkor ezt a vektort elhagyva, a maradék még mindig generalja V-t. Igy
egyenként kidobalva a felesleges vektorokat, végiil olyan generatorrendszert kapunk, amelyben méar egyik
vektor sem &ll el§ a tobbiek linearis kombinaciojaként, tehat linearisan fiiggetlen (lasd a 2.32. Tételt), vagyis

bézis.
(ii) Tth. wvq,...,vg linearisan fiiggetlen. Legyen uy,...,u, egy tetszGleges generdtorrendszere V-nek; ekkor
persze vi,...,Vg,Ug,..., U, is generatorrendszer (itt most fontos lesz a vektorok sorrendje!). Az (i) allitas

bizonyitasaban leirt modszerrel dobalunk ki felesleges vektorokat ebbdl a generatorrendszerbdl, de most csak
olyan vektort dobunk ki, ami elgall az 6t megel6z6 vektorok linearis kombinaciojaként. Igy ismét linearisan
fliggetlen generatorrendszert, azaz bazist kapunk. Mivel vy, ..., vy linearisan fliggetlen, koziiliik senki sem
all el az 6t megel6z6 vektorok linearis kombinaciojaként (lasd a 2.32. Tételt), igy ezek koziil a vektorok
koziil egyet se fogunk kidobni. Tehat olyan bazist kaptunk, amiben szerepel az eredeti vy, ..., vy vektorok
mindegyike. O

Hogy a fenti tételt a gyakorlatban alkalmazni tudjuk, modszert kell adnunk annak eldontésére, hogy egy vektor-
rendszer valamelyik tagja elgéll-e a tobbiek (vagy az 6t megel6z8 vektorok) linearis kombinaciojaként. Ebben segit a
kovetkezs tétel.



2.42. Tétel. Legyen A, A’ € TF*" olyan matrixok, amelyek megkaphatoak egymasbol elemi soratalakitasokkal.
Ekkor A oszlopai kozott pontosan azok a linearis osszefiiggések teljesiilnek, mint A’ oszlopai kozott. Precizebben: ha

A oszlopai vy, ..., vy, és A’ oszlopai vi,...,v,, akkor minden Aq,..., A, € T esetén
(1) MVt + A v, =0 <= \v)+--+\,v, =0.
Bizonyitas.

A tétel egyszerl de maceras szamolassal igazolhatd, ha elemenként kiirjuk a méatrixokat. Ennél a
foldhozragadt bizonyitasnal tanulsdgosabb lesz kicsit magasabb nézépontbdl tekinteni a szituaciot.

Csak az 1.4. Definiciobeli els6 fajta atalakitassal foglalkozunk (a t6bbi (szinte) trivialis), és az egyszeriiség kedvéért
(és az altalanossag megszoritasa nélkiil) feltessziik, hogy a mésodik sorhoz adjuk hozza az els§ sor p-szorosét. Ez

azt jelenti, hogy mindegyik oszlopvektorban a mésodik komponenshez hozzaadjuk az els6 komponens p-szorosét.
Ezt az alabbi leképezéssel irhatjuk le:

P: T+ — 1", (x1, ®2, x3, ..., T) — (1, T2 + px1, T3, ..., Tk).
Egyszeri szdmolas mutatja, hogy ¢ rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:
(1) Vx,y € T": (x +y)p = xp + y¢;
(2) Vx € TF VA € T: (Ax)p = A\(xp);
(3)  bijektiv (mi az inverze?).

(Az ilyen leképezést izomorfizmusnak nevezziik; lasd a 2.53. Definiciot.) A fenti els6 két tulajdonsagbol kovetkezik,
hogy ¢ felcserélhets a linearis kombinéciok képzésével, és igy minden Aq,..., A\, € T esetén

Mvi4 -+ v =M (vie)+ -+ A (Vap).

Mivel ¢ bijektiv, a bal oldal akkor és csak akkor nullvektor, ha A\;vy + - 4+ A,v,, = 0. A jobb oldal pedig akkor

és csak akkor nullvektor, ha A\;v] + -+ 4+ A, v/, = 0, hiszen v} = v, (pont igy definidltuk a ¢ leképezést). Ezzel
igazoltuk, hogy (1) teljestil. O

Egy A matrix elemei soratalakitasai nem valtoztatjak meg
e az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldashalmazat;

e a matrix sorai atlal kifeszitett alteret;

e a matrix oszlopai kozotti linearis 6sszefiiggéseket.

2.43. feladat. Sztkitsiik a [vy, Ve, V3, Va4, Vs, vg] < R* altér bazisava a vy, va, v3, vy, Vs, Vg vektorrendszert.

V1= (17 _1’2?0)7 V2 = (_15 27 _5’ _1)7 V3 = (Oa 15 _37 _1)7 V4 = (27 _15 270)7 V5 = (15 27 _6a _2)7 Ve = (_3737 _4a 3)

Megoldas. A vektorokat oszlopvektorokként egymas mellé irjuk, és a kapott matrixot elemi soratalakitasokkal
redukalt 1épcsés alakra hozzuk:

Vi V2 V3 V4 Vs Vg vi o vh vl Vi Vv
1 -1 0 2 1 -3 0 1 0 1 0
-1 2 1 -1 2 3 ~ 0 10 2 0
2 -5 -3 2 -6 —4 0O 0 O 1 0
o -1 -1 0 -2 3 0 0 0 0 O

A kapott matrixrol latszik, hogy az 1., 2., 4., 6. oszlopa linearisan fliggetlen, a tobbi pedig kifejezhets ezek
linearis kombinaciojaként. Mivel az elemi soratalakitasok nem véltoztatjik meg az oszlopok ko6zotti linearis
Osszefiiggéseket, ugyanez érvényes az eredeti matrixra is. Tehat vy, vs, vy, vg linearisan fiiggetlen, tovabba vs =

v+ Vo és v = Vi + 2vg + vy. Ezért vy, v, vy, vg bazisa a [vy,va, Vs, vy, Vs, vg] altérnek (amirdl igy kidertilt,
hogy nem mas, mint R*). o

2.44. feladat. Bovitsiik R* bazisava a vi, ve vektorrendszert.

vy = (3327273)7 Vo = (67 1a273)



Megoldas. A vektorokat oszlopvektorokként egymas mellé irjuk, melléjiik tessziik még R* egy tetszoleges

bazisat (pl. az eq, eq, e3, €4 standard bézist) és a kapott matrixot elemi soratalakitdsokkal redukalt lépcsds alakra
hozzuk:

Vi Vy e e e3 ey vi vl e} e, e} e}
3 6 1 0 0 O o 0 1 0 -1/3
2 1 0 1 0 O ~ 0 0 -1 0 2/3.
2 2 0 0 1 O 0 O 3 0 -3
33 0 0 0 1 0 0 0 O —2/3

Az el6z6 feladathoz hasonléan leolvashat6, hogy v, Vo, e;, e3 bazisa a [vi, v, €1, es, e3,e4] = R* (al)térnek. o

2.7. Dimenzié

2.45. Tétel (kicserélési tétel). Legyen V vektortér a T test felett, legyen uy,...,u, linearisan fiiggetlen vektor-
rendszer, és legyen vy,..., v, generatorrendszere V-nek. Ekkor barmelyik u; vektorhoz van olyan v; vektor, amelyre
up, ..., W1, 441,..., U, Vv; is linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas.  Indirekten bizonyitunk: tfh. van olyan ¢ € {1,...,k}, hogy ui,...,uj—1,u41,...,ug, v, line-
arisan fiigg6 minden j € {1,...,¢} esetén. Ekkor az ui,...,u;—1,U;41,...,us, v, vektorok valamelyike kife-
jezhets az eldtte allo vektorok linearis kombinaciojaként (lasd a 2.32. Tételt). Mivel uy,..., w1, w41, ..., Uk
linearisan fliggetlen vektorrendszer, koziilik egyik sem fejezhetd ki a korabbi vektorok linearis kombinacioja-

ként (ismét a 2.32. Tétel), igy v; € [ui,...,W—1,U41,...,U;]. Ez minden j-re teljesiil, ezért [vy,...,v¢] C
[ui,...,W—1,W41,...,u;]. Ez pedig azt jelenti, hogy [ui,...,u;—1,W41,...,u;] =V, hiszen vy,..., vy genera-
torrendszere V-nek. Ebbgl kévetkezik, hogy u; € [uy,...,u;—1, 41, ..., ux], ami ellentmond uy, ..., ux linearis
fiiggetlenségének (mar megint a 2.32. Tétel). O

2.46. Kovetkezmény. Barmely lineéarisan fliggetlen vektorrendszer elemszama legfeljebb akkora, mint barmely ge-

neratorrendszer elemszama: ha wuy,...,u; linearisan fiiggetlen vektorrendszer és vy,...,vy generdtorrendszer a V
vektortérben, akkor k < /.

Bizonyitas. A kicserélési tételt alkalmazva, sorra kicserélhetjilk az u; vektorokat a v; vektorokra tgy, hogy a
linearis fliggetlenség megmaradjon:

u;, up, usz, ..., Ugp_1, Ui linearisan fiiggetlen

Jj1 e{l,...,0}: vj, uz, us, ..., u,_1, u, linearisan fiiggetlen

Jjo €{1,...,4}: wvj, Vj,, us, ..., up_1, U, linearisan fliggetlen

Jjs e{1,...,0}: V4, Vi, Vi, ..., Ug—1, U linedrisan fiiggetlen

i€ {1, ..., €} V4, Vi, Vjg, ..., V44, U linearisan fliggetlen

g e{1,...,0}: Vv, Vi, Vig, .-., Vi, V4, linearisan fiiggetlen
Lineérisan fiiggetlen vektorrendszerben nem lehetnek ismétléds vektorok (miért?), igy a ji,...,Jkx € {1,...,¢}
indexek paronként kiillonbozsek. Ebbdl pedig méar kovetkezik, hogy k < /. O

2.47. Kovetkezmény. Vektortér barmely két bazisanak ugyanannyi eleme van: ha uy,...,ug és vy,..., vy is bazisa a

V vektortérnek, akkor k = /.

2.48. Definicié. Vektortér bazisanak elemszaméat a vektortér dimenzidéjanak nevezziik. Jelolés: dim V. Ha nincs véges
bazisa a vektortérnek, akkor azt mondjuk, hogy végtelen dimenzios.

2.49. Megjegyzés. A 2.47. Kovetkezmény szerint a dimenzié fogalma jol definialt (nem fiigg attol, hogy melyik bazist
valasztjuk).

llin. fgtl. vrsz.| < dim < |gen. rsz.

2.50. Megjegyzés. Ha egy vektortérnek van véges generatorrendszere, akkor a 2.41. Tétel szerint van véges bézisa is.
Tehat a véges dimenzios vektorterek ugyanazok, mint a végesen generalt vektorterek.

2.51. Példa. A 2.35. Példaban szerepld vektorterek dimenzidja:



(i) A T™ vektortér dimenzidja n.
(ii) A komplex szamok R feletti vektorterének dimenzioja 2.
(iii) A T™*™ vektortér dimenzidja n - m.
(iv) A T feletti legfeljebb n-edfokt polinomok vektorterének dimenzidja n + 1.

2.52. Példa. A valds szamok teste, mint Q feletti vektortér végtelen dimenzids. Itt is lehet bazisrol beszélni: béazison
valos szamok olyan (végtelen) halmazat értjiik, amelynek elemeibdl minden valos szam eléallithato racionalis egyiitt-
hatos linearis kombinacioval, mégpedig egyértelmien. (Természetesen egy linearis kombinacionak csak véges sok tagja
lehet.) Az ilyen bézist Hamel-bazisnak nevezziik.

2.53. Definici6. Legyenek V és W vektorterek ugyanazon T test felett. A ¢: V — W leképezést izomorfizmusnak
nevezziik, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) Yu,v e V: (u+v)p = up + vy;
(2) VWweVVAeET: (Av)p = A(vy);
(3) ¢ bijektiv.
Ha létezik V' — W izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy V és W izomorfak. Jelolés: V = W.

2.54. Tétel. Ha V egy n-dimenzios vektortér a T test felett, akkor V = T™.

Bizonyitas. Legyen &£: eq,...,e, bazisa V-nek. Ekkor az alabbi leképezés izomorfozmus T"-r6l V-re:

@Tn%‘/, ()\1,...,)\”)r—>)\1e1+~~+/\nen.

10.10. Tétel). A ¢ leképezés bijektivitasa pedig kovetkezik a 2.36. Tételbol. O

2.55. Példa. A 2.5. Példaban szerepls vektortér izomorf a Z3 vektortérrel az alabbi izomorfizmus mellett:
* — 00, & — 01, i — 10, F =

(Nem ez az egyetlen V — Z32 izomorfizmus. Keressiik meg az dsszeset!)

2.56. Tétel (kettdt fizet, harmat vihet!). Ha V' egy n-dimenzids vektortér és vy, ..., vy € V, akkor az alabbi harom
allitas koziil barmelyik kett6 maga utan vonja a harmadikat:

(i) vi,..., vy linedrisan fliggetlen;
(ii) vi,..., vy generatorrendszer;
(iii) & = n.

Bizonyitas.

o (i) & (ii) = (iii): Ha vq,..., vy linearisan fiiggetlen generatorrendszer, akkor definici6 szerint bazis, és igy
k=dimV = n.

o (i) & (iii) = (ii): Ha wvq,..., vy linearisan fiiggetlen, akkor bazissa bévithets. Mivel a bazis n-elemi és
k = n, a bdvités igazabol nem bovités (egyetlen vektort sem vesziink hozzé), tehat vy, ..., vy mar bazis.

o (ii) & (iii) = (i): Ha vy,..., vy generatorrendszer, akkor bazissa szikithets. Mivel a bézis n-elemi és
k = n, a szikités igazabol nem szikités (egyetlen vektort sem hagyunk el), tehat vy,..., v, mar bazis. O

2.8. Alterek dimenziététele, direkt Gsszeg

2.57. Tétel. Ha U altere az n-dimenziés V' vektortérnek, akkor
(i) dimU < mn;
(ii) dimU =n < U=V,

(ili) dimU =0 < U = {0}.



Bizonyitas.

(i) A 2.46. Kovetkezmény szerint V-ben barmely linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek legfeljebb n eleme lehet,
és igy persze n fels6 korlatja az U-beli linearisan fiiggetlen vektorrendszerek méretének is. Ezért 1étezik U-
ban véges maximalis fiiggetlen vektorrendszer; ez a 2.40. Tétel szerint bazisa U-nak, és legfeljebb n eleme

van.

(ii) Az vilagos, hogy U =V = dim U = n. Forditva, ha dim U = n, akkor a 2.56. Tétel (Kettét fizet, harmat
vihet!) szerint U barmely bazisa egyuttal V-nek is bazisa (mert linearisan fiiggetlen és n eleme van), és igy
U=V.

(iii) Az vilagos, hogy U = {0} — dimU = 0. Forditva, ha dimU = 0, akkor U-ban még az egyelemi
vektorrendszerek sem linearisan fiiggetlenek, ezért U-ban nincs nemnulla vektor. O

2.58. Tétel. Ha U és V alterei egy véges dimenzios vektortérnek, akkor

dim(U +V) =dimU 4+ dimV — dim(U NV).
Bizonyitas. Lasd [SzL] 8.7. Tétel. O

2.59. Tétel. Legyenek U; és Us alterei a V' véges dimenzios vektortérnek. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:
(i) V minden eleme egyértelmien el6all u; + uy (uy € Uy, ug € Us) alakban;
(i+e) Uy + Uy =V és a nullvektor csak trivialis modon all el u; + us (u; € Uy, uy € Us) alakban;

(ii) Uy + Uy =V és Uy NUy = {0};

(iii) Uy +Us =V és dimU; + dimUs = dim V;

(iv) barhogyan is vesziink egy-egy bazist az U; és Us alterekben, ezek egyesitése bézisa lesz V-nek;
)

(v) tudunk tgy venni egy-egy bazist az U; és U, alterekben, hogy ezek egyesitése bazisa legyen V-nek.

Bizonyitas. ElGszor az els6 harom allitas ekvivalenciajat igazoljuk.
e (i) = (i+e): Trivialis.

o (i+e) = (ii): Az Uy + Uz =V felteveés szerepel (i+¢)-ban, tehat csak a metszetre vonatkozo allitassal kell
foglalkozunk. Ha v € U; NUs, akkor a nullvektort felirhatjuk igy: 0 = v+ (—v), és itt az elsd tag Uy-ben, a
méasodik tag Uz-ben van (persze igazabol mindketté benne van mindkét altérben). Az (i+e) allitas szerint
ez csak v = 0 esetén lehetséges.

o (ii) = (i): Az vilagos, hogy V minden eleme el84ll u; + uy (u; € Uy, uy € Us) alakban. Az egyértelmiség
igazolasdhoz tth. v = u; + uy = uj + u), ahol uj,u} € U; és uy,u)y € Us. Ebbél kivetkezik, hogy
u; — uj = uf — uy. Itt a bal oldal Uj-ben, a jobb oldal Us-ben van, igy mindkét oldal eleme az U; N Uy
altérnek. Mivel (ii) szerint Uy N Us = {0}, azt kapjuk, hogy u; — u} = u}, — us = 0, és ez épp azt jelenti,
hogy a v vektor tekintett két felbontasa ,sz6rostiil-borostiil” megegyezik.

A maésodik és harmadik allitas ekvivalencidja rogton kovetkezik az alterek dimenziotételébdl, hiszen
dlIIl(U1 N Ug) =dimU; +dim Uy — dlm(U1 + Ug) =dimU; +dim Uy — dim V.

(Itt felhasznéltuk, hogy Uy 4+ Us = V, node ez fel van téve a (ii) és a (iii) allitasban is.)
Végill megmutatjuk, hogy az utolsé harom &llitas ekvivalens.

o (iii) = (iv): Legyen B; bazisa az U; altérnek (i = 1,2). Mivel Uy + Uy = V, a By U By vektorrendszer
generalja V-t. A dimU; + dim Uy = dim V' feltevés szerint ennek a vektorrendszernek éppen dim V' eleme
van. A a 2.56. Tétel (Kett6t fizet, harmat vihet!) alapjan ebbdl mar kovetkezik, hogy B; U B bazisa V-nek.

e (iv) = (v): Ez majdnem trivialis. (Miért csak majdnem?)
o (v) = (iii): Legyen B; és By az (v) allitasban szerepls két bazis. Tudjuk, hogy By U Bz bazisa V-nek, ezért
dimV = ‘Bl U BQ| = dim Uy 4+ dim Uy, tovabba V = [Bl @] BQ] =U; +Us. O

2.60. Definicié. Ha az Uy, U; < V alterek eleget tesznek a 2.59. Tételbeli ekvivalens feltételeknek, akkor azt mondjuk,
hogy V az Uy és Us alterek direkt Osszege. Jelolés: V = Uy @ Us.



A direkt Gsszeg kettonél tobb altérre is hasonloan definidlhato, de a 2.59. Tételbeli masodik allitas helyébe ,kicsit”

komplikaltabb feltétel 1ép.

2.61. Tétel. Legyenek Uy, ..., Uy alterei a V' véges dimenzios vektortérnek. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek:

(i) V minden eleme egyértelmien el6all uy + - - - + ug (u; € U;) alakban;

(i+e) Uy + -+ U, =V és a nullvektor csak trividlis modon all el6 uy + - - - + uy, (u; € U;) alakban;

(i

U1+-~-+Uk:VésUjﬂ(Ul+-~-+Uj_1+Uj+1+---+Uk):{O}mindenje{1,...,n}esetén;

(iv) barhogyan is vesziink egy-egy bazist az U; alterekben, ezek egyesitése bézisa lesz V-nek;

)
i)
(i) Uy + -+ U, =V és dimU; + - +dim Uy, = dim V;
)
)

(v) tudunk tgy venni egy-egy bazist az U; alterekben, hogy ezek egyesitése bazisa legyen V-nek.

Bizonyitas. ElGszor az els6 harom allitas ekvivalenciajat igazoljuk.

o (i) = (i+e): Trivialis.

o (ite) = (ii): Az Uy +---+ Uy =V feltevés szerepel (i+¢)-ban, tehat csak a metszetre vonatkozo allitassal
kell foglalkozunk. Hav € U;N(U1+- - -+U;—1+Uj41+- - -+Uy), akkor v = u; = uy+- - -+uj_1+ujp1+ - -+uy
teljestil alkalmas u; € U; vektorokkal. Ebb6l megkapjuk a nullvektor egy felirasat az U; alterekbe tartozd
vektorok dsszegeként: 0 = u; + -+ +uj—1 + (—u;) + wjp1 + - + ug. Az (i+e) allitas szerint a nullvekor
csak trividlis modon allithato el6 igy, tehat —u; = 0, és igy v = 0 (persze a tébbi u; is nullvektor).

o (ii) = (i): Az vilagos, hogy V minden eleme el6all u; + --- + ug (u; € U;) alakban. Az egyértelmiiség
igazoléuséuhoz tegytik fel, hogy u; + -+ +up = uj + --- 4+ uj, ahol u;,u; € U;. Ebbdl kovetkezik, hogy
u; —uj = (uh —uz) + -+ (u), — ug). Itt a bal oldal Us-ben, a jobb oldal pedig az Us + - - - + Uy, altérben
van, igy mindkét oldal eleme az Uy N (Uz + - - - + Uy) altérnek. Mivel (ii) szerint Uy N (Uz + - - -+ Uy) = {0},
azt kapjuk, hogy u; — u} = 0. Hasonl6 modon igazolhaté minden i-re, hogy u; = ul.

A masodik és harmadik allitas ekvivalencidja sajnos most nem koévetkezik egyszertien az alterek dimenzidtételébdl.
Helyette az (i) és (iv) allitasok ekvivalenciajat mutatjuk meg.

e (i) = (iv): Legyen B;: ez(-l), e ,egdi) bazisa az U; altérnek (i = 1,...,k). Az (i) allitas egzisztencia részébdl
kovetkezik, hogy By U - - - U By, generatorrendszere V-nek. A linearis fiiggetlenséghez tth.

Z /\z('h)egh) =0,

1,...k
1,...,di

i
h

ahol )\Eh) eT (i=1,....,k, h=1,...,d;). Tagoljuk az Osszeget (az i-edik csoportba az U;-beli vektorok

keriilnek):
di dy,
Z)\gh)egh) + -+ Z )\:(Lh)egch) =0.
h=1 h=1
—_—— —_——
u; Ug
Az (i) allitas egyértelmiségi része miatt u; = 0 minden ¢ € {1,...,k} esetén, ebbdl pedig B; linearis

fiiggetlensége miatt /\Z(-h) = 0 minden h € {1,...,d;} esetén. Ezzel belattuk, hogy az Osszes )\Eh) egylitthato
nulla, tehat By U - - - U By, valoban linearisan fliggetlen.

e (iv) = (i): Legyen B;: e(l), e egdi) bazisa az U; altérnek (i = 1,...,k). Az (i) allitas egzisztencia
része kovetkezik abbol, hogy By U - - - U By, generatorrendszere V-nek. Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy
upt-fup=uj+-- -—&—ufw ahol u;, u} € U;. Ebbdl kapjuk, hogy (u; —u})+(uz—uh)+---+(ux —u)) = 0.
Minden é-re irjuk fel az u; — u} vektort a B; bazisban:

d

1
Z)\gh elh) + . Z /\(h) (h)
h=1
! ’
u;—u; uk—uk

Amit itt latunk, az a By U - - U By vektorrendszer egy linearis kombinécioja. Ez egy linearisan fliggetlen
vektorrendszer, ezért az Osszes )\Z(-h) egylitthato nulla, és igy u; = u} minden i-re.

Az utols6 harom allitas ekvivalencidja a 2.59. Tétel bizonyitasaban latott gondolatmenettel igazolhato.

e (iii) = (iv): Legyen B; bazisa az U; altérnek (i = 1,...,k). Mivel Uy +---+ Uy, =V, a By U---UBy
vektorrendszer generalja V-t. A dimU; + - -+ + dim Uy, = dim V feltevés szerint ennek a vektorrendszernek
éppen dimV eleme van. A 2.56. Tétel (Kettst fizet, harmat vihet!) alapjan ebbsl mar kévetkezik, hogy
Bi U---U By, bazisa V-nek.




e (iv) = (v): Ez majdnem trivialis. (Miért csak majdnem?)

o (v) = (iii): Legyenek B; (i =1,...,k) az (v) allitasban szerepld bazisok. Tudjuk, hogy B; U- - - U By, bazisa
V-nek, ezért dimV = [ByU---UBg| =dimU; + - - - + dim Uy, tovabba V = [ByU---UBy| = Uy + - - - + Uy.

O

2.62. Definicié. Ha az Uy,...,U, < V alterek eleget tesznek a 2.61. Tételbeli ekvivalens feltételeknek, akkor azt
mondjuk, hogy V az Uy, ..., Uy alterek direkt Gsszege. Jelolés: V =U; @ - -+ @ Uy.

2.9. Rang

2.63. Definicié (a rang egyik definiciéja). Vektorrendszer rangjan a linearisan fiiggetlen részrendszerei koziil a
legnagyobb(ak)nak az elemszamat értjiik. Tehat a vy,..., vy vektorrendszer rangja akkor r, ha ki lehet valasztani
koziiliik r darab vektort ugy, hogy azok linearisan fliggetlenek legyenek, de barhogy valasztunk ki r + 1 darab vektort,
azok mar lineéarisan fiiggsk lesznek. Jelolés: r(vy, ..., vg).

2.64. Definicié (a rang masik definicidja). Vektorrendszer rangjan az altala kifeszitett altér dimenzidjat értjiik.
Tehat a vy, ..., vy vektorrendszer rangja:

r(vy,...,vE) =dim[vy, ..., vg].

2.65. Tétel. A rang két definicioja ekvivalens.

Bizonyitas. Legyen vi,...,vy € V, és legyen r(vy,...,vg) = r a 2.63. Definicio szerint. Az egyszerfiség
kedvéért (de az altalanossag megszoritasa nélkil) tth. vq,...,v, linearisan fiiggetlen. Ekkor persze vi,...,v,
bazisa a [vi,...,v,] altérnek (ugye?). Tekintsiik a vy,...,Vv,,v; vektorrendszert tetszéleges i € {r +1,...,k}
esetén. A 2.63. Definici6 szerint ez a vektorrendszer linearisan Gsszefliggs, igy valamelyik vektora elGall a korabbi
vektorok lineéaris kombinaciojaként. Ez a vektor csak v; lehet, hiszen vq,...,v, linearisan fiiggetlen. Ez pedig
azt jelenti, hogy v; € [vy,...,v,]. Ez minden i € {r + 1,...,k} indexre teljesiil, ezért [vy,...,vi] = [v1,..., V]
Ekkor persze a két altér dimenzidja is megegyezik: dim[vy,...,vg] = dim[vy,...,v,] = r, tehat a vi,..., vy
vektorrendszer rangja a 2.64. Definici6 szerint is r. O

2.66. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € R*** matrix (oszlop)rangjat, és adjunk meg r(A) darab oszlopvektort,
amelyek linearisan fiiggetlenek.

W NN O

Megoldas. A matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt 1épcsés alakra hozva a kévetkez$ matrixot kapjuk:

A=

OOHO
OHOO

-1
1
1
0

o O O

Szemlatomast r(A’) = 3, és az A’ matrix els6 harom oszlopa linearisan fiiggetlen. Mivel az elemi soratalakitasok
nem valtoztatjak meg az oszlopok kozotti linearis Osszefiiggéseket, ugyanez érvényes az eredeti matrixra is. Tehat
r(A) = 3, és az A matrix elsé harom oszlopa linearisan fiiggetlen. o

2.67. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A € Z5** matrix (sor)rangjat, és adjunk meg r(A) darab sorvektort, amelyek
linearisan fliggetlenek.

b

Il
O~ = O~
=N N O
N O DN = =
=N O =N

Megoldas. Elemi soratalakitasok nem valtoztatjak meg a méatrix rangjat, de a sorokat (a sorok kozotti linearis
Osszefiiggéseket) Osszekutyulhatjak. Ezért most vagy elemi oszlopatalakitasokat kell végezniink, vagy a métrix



transzponaltjan kell elemi soratalakitdsokat végezniink. Tegylik az utébbit:

101 1 0 .0101
r_ [0 2 2 1 1 , o 1 o1
AT=11 1 2 0 2 = A=10 00 @ 2

2 1 0 2 1 0 00 0O

Lathato, hogy r(A’) = 3, és az A’ matrix els6, masodik és negyedik oszlopa linearisan fiiggetlen. Ugyanez érvényes
az AT métrixra is, az eredeti A métrixrol pedig ennek alapjan azt mondhatjuk, hogy r(A) = 3, és A elss, masodik
és negyedik sora linearisan fliggetlen. o

2.68. Definicié. Egy T test feletti A € T#*™ matrix sorrangjan sorvektorrendszerének (mint 7™-beli vektorrend-
szernek) a rangjat értjiik, oszloprangjan pedig oszlopvektorrendszerének (mint 7%-beli vektorrendszernek) a rangjat
értjilk. A 2.70. Tétel szerint ez a ketté mindig megegyezik, ezért beszélhetiink egyszertien csak a matrix rangjarol.
Jelolés: r(A).

2.69. Tétel. Elemi soratalakitasok nem véltoztatjak meg sem a métrix sorrangjat sem a matrix oszloprangjat.

Bizonyitas. A 2.21. Tétel szerint az elemi soratalakitasok nem valtoztatjak meg a sorvektorok altal kifeszitett
alteret, és igy a sorrangot sem (itt a 2.64. Definiciot hasznaljuk a rangra). A 2.42. Tétel szerint az elemi soratala-
kitasok nem valtoztatjak meg az oszlopvektorok kozotti linearis Osszefliggéseket, és igy az oszloprangot sem (itt
a 2.63. Definiciot hasznaljuk a rangra). O

2.70. Tétel (a matrixok rangszamtétele). TetszSleges T test feletti A € T**™ matrix sorrangja és oszloprangja
megegyezik.

Bizonyitas. Hozzuk az A matrixot elemi soratalakitasokkal redukalt lépcsds alakra (lasd az 1.6. Tételt).
A 2.69. Tétel szerint a kapott A’ matrixnak a sorrangja és az oszloprangja is ugyanaz, mint az eredeti A matrixé.
Az A’ matrix valahogy igy fest:

A=

o o ol
EE CHEE S S
o oo
oo o
* % % %
* % % %
* % % %
EE CHEE S

[Flo oo

* X ¥ ¥

Legyen a vezéregyesek szama r. Ez ugyanannyi, mint a ,szép” oszlopok szdma, és ugyanannyi, mint a nem csupa
nulla sorok szama. (A fenti példaban r = 4.) Vilagos, hogy az A’ méatrix sorrangja r, hiszen els6 r sora linearisan
fliggetlen, a tobbi meg csupa nulla. Az oszloprang is r, hiszen az r darab ,szép” oszlop linearisan fiiggetlen, a
tobbi oszlop meg elGall ezek lineédris kombinaciojaként. O

2.71. Megjegyzés. A sorrang és az oszloprang mellett lehet még definidlni méatrix determinansrangjat is, ezen a
legnagyobb nemnulla aldeterminans méretét értjiik. Meg lehet mutatni, hogy a determinansrang megegyezik a sor- és
oszlopranggal. A rangszamtételt lehet tgy is bizonyitani, hogy igazoljuk, hogy a sorrang megegyezik a determinans-
ranggal, majd hasznéljuk azt a tényt, hogy a determinéns(rang) nem valtozik, ha a matrixot transzponéljuk (lasd
[SzL] 9.2. Tétel).

2.72. Tétel. Tetszbleges T test feletti A € T™*™ négyzetes matrixra ekvivalensek az alabbiak:

(i) a sorvektorok linedrisan fiiggetlenek;

(i)

(iii) r(A) =

(iv) det(A) #0;
)

(v) A-nak van inverze.

az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek;

Bizonyitas. Az els6 harom allitas ekvivalenciaja rogton kovetkezik a rangszamtételbdl (ugye?), az utolso kettd
ekvivalencidja pedig volt linalgl-bél (ugye?). Ezért elég (iii) és (iv) ekvivalenciajat igazolni. Ehhez hozzuk megint
redukalt lépcss alakra a matrixot elemi soratalakitdsokkal. Ekozben a rang nem valtozik, a determinans pedig
legfoljebb elGjelet valt. Mivel n x n-es matrixunk van, két eset lehetséges a redukalt 1épcsés alakra.

e A vezéregyesek szama n. Ekkor a redukalt 1épcsés alak nem més, mint az n X n-es egységmaétrix, aminek
rangja n, determinénsa pedig nem nulla.



e A vezéregyesek szama kisebb, mint n. Ekkor a redukalt 1épcsés alaknak van csupa nulla sora, igy rangja
kisebb, mint n, determinansa pedig nulla. O]

2.73. Definicié. A 2.72. Tétel ekvivalens feltételeinek eleget tevs matrixokat nemelfajuld matrixoknak nevezziik.

2.74. Teétel (Kronecker—Capelli-tétel). A T test feletti Ax = b linearis egyenletrendszernek akkor és csak akkor van
megoldasa, ha matrixanak és kiterjesztett matrixanak rangja megegyezik, azaz r(4) = r(A|b).

Bizonyitas. Az egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megoldésa, ha b el6all az A matrix oszlopvektorainak

linearis kombinéciojaként, ez pedig nyilvan ekvivalens azzal, hogy a b vektort A oszlopvektoraihoz hozzacsapva a
rang nem valtozik. O

2.75. Tétel. Legyenek A és B olyan méatrixok a T test felett, amelyekre az AB szorzat értelmezett. Ekkor teljestilnek
az alabbiak:

(i) r(AB) <r1(A) és r(AB) <r(B);
(ii) ha A nemelfajulo, akkor r(AB) = r(B);
(iii) ha B nemelfajulé, akkor r(AB) = r(A).

Bizonyitas. Lasd [SzL] 9.6. Tétel. O

2.76. Kovetkezmény. Hasonl6 matrixok rangja megegyezik.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 9.6. Tétel. O

3. Linearis leképezések

3.1. A linearis leképezés fogalma, nevezetes példak

3.1. Definicié. Legyenek U és V vektorterek ugyanazon T test felett. A ¢: U — V leképezést linearis leképezésnek
nevezziik, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) Yui,uz € U: (u1 + ug2)p = urp + usyp;
(2) Yue UVAeT: (Au)p = Nup);

Az 6sszes U — V lineéris leképezések halmazat Hom (U, V') jeloli.
Specialis linearis leképezések:

e ha ¢: V — V linearis leképezés, akkor azt mondjuk, hogy ¢ linearis transzformacidja a V' vektortérnek;

e ha ¢ bijektiv linearis leképezés, akkor izomorfizmusnak nevezziik (lasd a 2.53. Definiciot).

e ha ¢: V — V izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy ¢ automorfizmusa a V' vektortérnek;
3.2. Példa. Néhany példa linearis leképezésre (U és V tetszSleges vektorterek a T test felett):

(i) 0: U — V, v — Oy linearis leképezés;

(ii) id: V =V, v — v automorfizmus;

(iii) ¢: V = V, v — Av linearis transzformécio tetszéleges A € T esetén;
) p: Cl0,1] = R, f— fol f(x) dx lineéris leképezés;

(v) p: Tm — Tmxn s A — AT izomorfizmus;
)

a siknak (mint R feletti kétdimenzios vektortérnek) linearis transzformacioi (melyik automorfizmus?) a kovetke-
z6k:

e az origd koriili forgatasok,

e az origbn atmend tengelyre valod tiikrozések,



e az origd kozépponti nyujtésok,
e az origdn atmend egyenesekre valé merdleges vetitések;
(vii) tetszoleges A € T™*™ matrix esetén p: T — T™, x — xA linearis leképezés.
3.3. Példa. Tekintsiik az alabbi leképezést
©: Ly — T3, (x1, T, T3, 24) = (v1 + 22 + 223 + 4, T1 + 202 + T3, 229 + 3 + T4).

Nem nehéz ellendrizni, hogy ez a leképezés linearis, de meguszhatjuk a szamolast, ha felirjuk a leképezést matrixszor-
zassal:

1 1 0
1 2 2
(x1,$2,$3,l‘4)@ = (xlax23x37x4)' 2 1 1
1 01

Ebbdl latszik, hogy ¢ a 3.2. Példa (vii) pontjaban leirt leképezések csaladjaba tartozik, és igy linearitasa a matrixszorzas
megfelels tulajdonsigaibol kovetkezik (pontosan mely tulajdonsagokbol?). Késsbb latjuk majd, hogy lényegében
minden linearis leképezés felirhato6 ilyen forméaban.

A sorvektor - matrix” alak helyett felirhato a leképezés ,méatrix - oszlopvektor” alakban is (mindkét irdsmodnak
megvannak az elényei és a hatranyai is):

il 112 1 il

2o =11 21 0 2

xs3 €3
02 1 1

T4 T4

Figyeljiik meg, hogy a két matrix egymaés transzponaltja.

3.2. Miiveletek linearis leképezésekkel, izomorfia

3.4. Definicio. Legyenek U és V vektorterek a T test felett. A ¢, v € Hom(U, V) linearis leképezések Gsszegét a
kovetkezSképpen definialjuk:
p+¢Y:U—=V, u—up+uy.

Tetsz6leges A € T esetén pedig igy definialjuk a ¢ linearis leképezés A-szorosat:
Ap: U =V, u— Aup).
3.5. Allitas. Legyenck U és V vektorterek a T test felett. Ha ¢, 1 € Hom(U, V) és A € T, akkor
(i) ¢+ € Hom(U,V);
(ii) A¢ € Hom(U,V);

(iii) Hom(U, V) ezekkel a mtiveletekkel vektorteret alkot.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 11.2. Tétel. O

3.6. Teétel. Legyenck U, V és W vektorterek a T test felett.
(i) Ha ¢ € Hom(U,V) és ¢ € Hom(V, W), akkor ¢ € Hom(U, W).
(i) Ha ¢ € Hom(U, V) bijektiv, akkor ¢~ € Hom(V,U).

i

)
)
(iii) Ha ¢ € Hom(U, V) és ¢ € Hom(V, W), akkor A(¢v) = (M) = o(A) teljesiil minden A € T skalarra.
(iv) Ha ¢, v € Hom(U, V) és 7 € Hom(V, W), akkor (p + )7 = @7 + 9¥7.

)

(v) Ha ¢ € Hom(U, V) és ¢, 7 € Hom(V, W), akkor (¢ + 7) = p9p + 7.
Bizonyitas. Lasd [SzL] 10.7. Tétel és 11.3. Tétel. O

3.7. Kovetkezmény. Az izomorfia vektorterek barmely halmazan ekvivalenciarelacio.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 10.9. Tétel. O

3.8. Tétel. Ha U és V véges dimenzios vektorterek a T test felett, akkor
U2V < dimU =dimV.



Bizonyitas. Legyen dimU =n és dimV = m.

e — : Ha p: U — V izomorfizmus és ey, ..., e, bazisa U-nak, akkor ejyp,...,e,p bazisa V-nek?, ezért
dimV =n.

e < : Lattuk korabban (2.54. Tétel), hogy U 2 T™ és V = T™. Ha n = m, akkor az izomorfia szimmetridja
és tranzitivitasa miatt kovetkezik, hogy U = V. O

%Ezt nem nehéz ellendrizni (lasd pl. [SzL] 10.10. Tétel), de tulajdonképpen trivialis, hogy az izomorfizmusok megériznek minden
algebrai tulajdonsigot, mint pl. a linearis fliggetlenség vagy a ,,generatorrendszerség”.

3.3. Képtér és magtér, projekcidk
3.9. Definicié. Legyenek U és V vektorterek a T test felett, és legyen ¢: U — V lineéris leképezés.
e Azon U-beli vektorok halmazat, melyekhez ¢ a nullvektort rendeli, ¢ magterének nevezziik. Jelolés: Ker .

e Azon V-beli vektorok halmazat, melyek elGallnak ¢ melletti képként, ¢ képterének nevezziik. Jelolés: Im .

Formalisan:
Kergpz{uéU:ug@zOv}gU, Im@:{VEV:HuEU:ugpzv}:{u<p:u€U}SV.

3.10. Allitas. Legyenek U és V vektorterek a T test felett. Tetszdleges ¢ € Hom(U, V) linearis leképezésre teljesiilnek
az alabbiak:

(i) Oup = Ov;
(if) Ker ¢ altér U-ban;

(iii) Im ¢ altér V-ben.
Bizonyitas. Lasd [SzL] 10.2. Tétel. O
3.11. Példa. Tekintsiik az alabbi linearis leképezést

.74 3
©: Ly — Ly, (x1,T2,x3,24) = (T1 + T2 + T3, To+ T3+ 24, 1+ Ta).

Irjuk fel minden egyes vektor képét:

0000 000 1000 ~ 101 0100 — 110 0001 — 011
0110 ~ 000 1110 ~ 101 0010 ~— 110 0111 — 011
1011 — 000 0011 +~— 101 1111 — 110 1010 ~ 011
1101 — 000 0101 ~— 101 1001 ~ 110 1100 ~ 011

Innen kiolvashato, hogy
Ker ¢ = {0000, 0110, 1011, 1101}, Im ¢ = {000, 101, 110, 011}.

3.12. Allitas. Legyenck U és V vektorterek a T test felett. Tetszdleges ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés és up,uy € U
vektorok esetén
U = up < u; —us € Kero.

Bizonyitas. A leképezés linearitasabol és a mag definicidéjabol rogton kovetkezik az allitas:
We=up <= mp—uwp=0 < (4 —w)p=0 < u; —u, € Kergp. O
3.13. Koévetkezmény. Legyenek U és V' vektorterek a T test felett. TetszGleges ¢ € Hom(U, V') lineéris leképezés és
uy, us € U vektorok esetén
(i) ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker¢ = {0};
(ii) ¢ akkor és csak akkor sziirjektiv, ha Imp = V.

3.14. Allitas. Legyenck U és V vektorterek a T test felett. Ha ¢ € Hom(U,V) és uy,...,u; generatorrendszere
V-nek, akkor u; ¢, ..., u,p generatorrendszere Im p-nek.



Bizonyitas. Lasd [SzL] 10.2. Tétel. O

3.15. Tétel (a linearis leképezések dimenziététele). Legyenek U és V vektorterek a T test felett. Ha ¢ € Hom(U, V)
és U véges dimenzios, akkor
dim U = dim Ker ¢ + dim Im ¢.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 10.3. Tétel. O

3.16. Definicié. A képtér dimenziojat a linearis leképezés rangjanak nevezziik, a magtér dimenziojat pedig a lineéris
leképezés nullitasanak. Ezért a fenti tételt szokas rang plusz nullitas tételnek is hivni.

3.17. Kovetkezmény. Ha V véges dimenzios vektortér a T test felett és ¢ € Hom(V, V'), akkor

@ injektiv <= ¢ sziirjektiv.
Bizonyitas. Lasd [SzL] 10.4. Kovetkezmény. O

3.18. Tétel. Tetszoleges T test és A € T ™ métrix esetén az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldas-
terének dimenzidja n —r(A).

Bizonyitas. Tekintsiikk a@: T — T™, x — Ax linearis leképezést (lasd a 3.2. Példa (vii) pontjat és a 3.3. Példat).
Ennek magja éppen az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldastere, aminek dimenzioja a rang plusz
nullitas tétel (3.15. Tétel) szerint n — dimIm . Tehat elegendd azt igazolni, hogy dimIm¢ = r(A4). Ehhez

pedig csak azt kell észrevenni, hogy Ax nem mas, mint az A méatrix oszlopainak linearis kombinacioja (x1, ..., Z,
egyiitthatokkal). Mivel Im ¢ éppen ezekbdl a vektorokbol all, Im ¢ megegyezik az A méatrix oszlopvektorai altal
generalt altérrel, aminek dimenzidja valoban A (oszlop)rangja. O

3.19. Koévetkezmény. TetszGleges T test és A € T™*™ négyzetes matrix esetén az Ax = 0 homogén lineéris egyenlet-
rendszernek akkor és csak akkor van nemtrivialis megoldasa, ha det(A) = 0.

Bizonyitas. Akkor és csak akkor van nemtrivialis megoldés, ha a megoldastér dimenzidja nagyobb, mint nulla.
A fenti tétek szerint ez ekvivalens azzal, hogy r(A) < n, ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha det(A) = 0 (lasd
a 2.72. Tételt). O

3.20. Definicié. Legyen V = U & W egy direktosszeg-felbontasa a V' vektortérnek, és legyen m az alabbi linearis
transzforméaci6 (felhasznaljuk, hogy V' minden eleme egyértelmiien all el6 u+ w (u € U, w € W) alakban):
m: V=V, u+w—u (uel, weW).

Ezt a 7 leképezést az U-ra torténd, W-vel parhuzamos iranyt projekcionak vagy vetitésnek nevezziik. (Ellendrizziik,
hogy 7 valéban linearis leképezés, tovabba Im 7 = U és Kerm = W.)

3.21. Teétel. Tetszoleges V vektortér és m € Hom(V, V) lineéris transzforméacio esetén

7 projekcio = 7% = .

Bizonyitas.  Elkésziiletként gondoljuk meg, hogy a 72 = 7 tulajdonsig (idempotencia) azt jelenti, hogy m
identikusan hat az értékkészletén: Yu € Im7: ur = u (HF). Ez nemcsak vektorterek lineéris transzformacioira
igaz, hanem tetszéleges halmaz tetszéleges transzformécioira is.

e —> : Ha 7 projekcid, akkor a 3.20. Definici6 jel6léseit hasznalva vilagos, hogy umr = u teljesiil minden
uc U =Immn esetén. A fenti elokészits észrevétel szerint ebbdl kovetkezik, hogy 72 = 7.

e «: Tfh. 72 =, és a 3.20. Definiciébol ,puskazva” vezessiik be az U := Im 7 és W := Ker 7 jeloléseket.
A fenti el6készits észrevétel szerint ekkor um = u teljesiil minden u € U vektorra, és igy

YueUVWweW: (u+w)r=ur+wr=u+0=u.

Azt kell még belatnunk, hogy V = U @ W, ami a direkt 6sszeg 2.59 Tételbeli (i) tulajdonsiga szerint azt
jelenti, hogy V' minden eleme egyértelmien el6all u+w (u € U, w € W) alakban. Elészor az egyértelmiiséget
igazoljuk. Tth. v=u+ w, ahol u € U és w € W. Mindkét oldalra alkalmazva a 7 leképezést, azt kapjuk,
hogy vir = u. Tehat a v vektor u + w alaka felbontasdban sziikségképpen u = v, és ekkor persze
w = v — vr. Ezzel bebizonyitottuk az unicitast, az egzisztencidhoz pedig csak azt kell ellenérizni, hogy



av = vr + (v—vm) felbontas megfelels. Az vilagos, hogy vir € U = Imm, és 7 idempotenciajabol
N ——
evr ew?

kovetkezik az is, hogy (v — vm)m € W = Ker

(V—v7r)7T:V7T—V7r2=V7T—v7r=0. O

3.4. Linearis leképezés matrixa

3.22. Definicié. Legyenek U és V vektorterek a T test felett, legyen £: eq,...,e, bazisa U-nak és F: fi,....f,
béazisa V-nek. Egy ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés matrixan (az £ és F bazisokban) azt a [¢]e 7 € T™*™ matrixot
értjik, melyben az i-edik sor j-edik eleme az e;p vektor j-edik koordinataja az F bézisban. Formalisan: legyen
ep = Z;nzl a;;f;; ekkor [ple, 7 = (@ij)nxm. Ha U =V és & = F, akkor [p]e 7 helyett hasznaljuk az egyszertsitett
[¢]e jelolest is.

3.23. Megjegyzés. A [p]e,r matrixot megkaphatjuk gy, hogy egymaés alé leirjuk az [e1¢] 7, ..., [enp]# vektorokat.

3.24. Tétel. Legyenek U és V vektorterek a T test felett, legyen £: ey, ..., e, bazisa U-nak és F: fi,...,f,, bazisa
V-nek, és legyen ¢ € Hom(U, V). Ekkor tetsz6leges u € U vektorra

[uelr = [ule - [¢le 7.

Bizonyitas. Legyen [u]s = x = (21,...,2,) és [up]r =y = (Y1,-..,Ym), és az egyszeriiség kedvéért vezessiik
be a [p]e, 7 = A = (ai;) jelolést is. A bizonyitando allitas ezekkel a jelolésekkel igy fest: y = xA. Irjuk fel az u
vektort az £ bazisban, alkalmazzuk ré a ¢ leképezést, majd irjuk fel a megjelend e;p vektorokat az F bazisban:

up = <Z$zez>90 = sz(ez@) = le<2a”fj> = inaijfj«
=1 i=1 i=1 j=1 i

Ezzel megkaptuk az up vektor felirdsat az F bazisban. Az f; bazisvektor egyiitthatoja y; = >, z;a;;, ami a
matrixszorzas definici6ja szerint valoban ugyanaz, mint az xA sorvektor j-edik komponense. O

3.25. Példa. Legyen & az U = Z3 vektortér standard béazisa és legyen F a V = Z3 vektortér standard bazisa. Ekkor
a 3.3. Példaban tekintett ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés matrixa ezekben a béazisokban:

lele,r =

[ N
O = N
== N O

3.26. feladat. Irjuk fel az y = 22 egyenletii egyenesre valo tiikrozésnek (mint ¢: R? — R? lineéris transzformacionak)
a méatrixat az F: f1, fy bazisban, majd az £: e, e; bazisban is, ahol

Megoldas. Szamitsuk ki az F bézis elemeinek képeit és a képek koordinatait az F bazisban. Mivel f; a tiikrozés
tengelyére esik, fs pedig mergleges a tengelyre, nem nehéz meghatarozni a tiikorképeiket:

flgD = f1 =1fi+ 0fy — [[fl(p]]]: = (1,0)
fgg{) = —f2 0f1+ (—1) f2 — [[fg(p]]]: = (0,—1)

A koordinatasorokat egymas alé irva kapjuk ¢ méatrixat az F, F bazisparban:

1 0
B e (]
A [p]e matrix felirasahoz az e1p és exp vektorokat kell meghataroznunk. Ehhez hasznos lesz kifejezni az e, es
vektorokat f,f; segitségével (hiszen az utobbiak képeit mar ismerjiik). Ez két kis konnyii egyenletrendszer

megoldasat jelenti; a szamolast mell6zzik, ime az eredmény:

1 2 2 1
=—f — -f. =—f + =f,.
e i gt €2 51+52



Ennek alapjan ki tudjuk szamolni az [e1¢]s és [e2p]s koordinatasorokat:

elp = %flap— %fgg@ = %fl + %fg = (—3/5,4/5) —%el—i— %92 = [e1¢]e = (—3/5,4/5)
exp = 2fip+ the = 2f; — 1fy = (4/5,3/5) = Leit Zex = [eap]e = (4/5,3/5)

A koordinatasorokat egymas alé irva kapjuk ¢ méatrixat az £, € bazisparban:
_ _(—=3/5 4/5
Iole =[elee = (732 4)2)-
Igy nyertiink egy képletet tetszéleges (z,y) pont tiikérképének koordinataira:
—3/5 4/5 3 4, 4 3
(z,y)p = (z,9) - ( 4/5 3/5) = (—53? +35Y 5T+ gy) :
Megjegyzés: Ha oszlopvektorokkal szeretnénk dolgozni, akkor a koordinatasorokat oszlopokként kellene egymas

mellé irni:
-3/5 4/5
4/5 3/5)°

A két matrix ,yéletleniil” ugyanaz, de a szinek jelzik, hogy méasképpen vannak elrendezve a bazisvektorok képeinek
koordinatai. o

3.27. Tétel (bazis képei: kivansagmiisor). Legyenek U és V' vektorterek a T test felett, legyen £: eq, ..., e, bazisa

U-nak. Tetszoleges vi,...,v, € V vektorok esetén pontosan egy olyan ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés létezik,
amelyre e;p =v; (i =1,...,n).
Bizonyitas. Lasd [SzL] 12.1. Tétel. O

3.28. Megjegyzés (minden mtx linlekmtx). A 3.23. Megjegyzés tiikrében a fenti tétel igy is megfogalmazhato: ha
rogzitiink az U vektortérben egy £ bazist és a V vektortérben egy F bazist, akkor minden A € T™*™ métrixhoz létezik
pontosan egy ¢ € Hom(U, V') linearis leképezés, amelyre [¢]e, 7 = A.

3.29. Tétel (6sszhang). Legyenek &, F és G rendre bazisai az U, V és W ugyanazon T test feletti végesdimenzios
vektortereknek. Tetszéleges ¢, € Hom(U, V') és 7 € Hom(V, W) linearis leképezések és A € T' skalar esetén

[ +¥le.r = [ple.r + Wle 7, [\ele, 7 = Al¢le, 7, leTleg = [¥le.F - [T]Fc-

Bizonyitas. Lasd [SzL] 12.3. Tétel. O

3.30. Kovetkezmény. Legyenek £ és F béazisai az U és V ugyanazon T test feletti végesdimenzids vektortereknek, és
legyen dimU = n, dim V' = m. Ekkor az alabbi ® leképezés vektortér-izomorfizmus:

®: Hom(U, V) = T™™, ¢+ [¢]e.7.

Kovetkezésképp a Hom(U, V) halmaz nm-dimenzios vektorteret alkot T felett.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 12.4. Kovetkezmény. O

3.31. Koévetkezmény. Legyen V egy n-dimenzios vektortér a T' test felett és legyen £ bazisa V-nek. Ekkor az alabbi
® leképezés gytirtizomorfizmus:
®: Hom(V,V) = T™", o+ [p]e.

Kovetkezésképp a két gytird egységesoportjai is izomorfak:

Aut(V) = GL,(T) = {A € T™*" : det(A) # 0},
és igy egy linearis transzforméacio akkor és csak akkor bijektiv, ha valamely/barmely bézisbeli matrixa nemelfajulo.
3.32. Tétel. Legyenck U és V vektorterek a T test felett, legyen £: ey, ..., e, bazisa U-nak és F: fi,...,f,, bazisa

V-nek. Tetsz6leges ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés rangja ugyanaz, mint a [¢]e  matrix rangja.

Bizonyitas. Mivel V 2 T™ a v — [v]F izomorfizmus mellett, Im ¢ dimenzi6ja ugyanaz, mint az Im -
beli vektorok (F béazisra vonatkozo) koordinatasorai alkotta T™-beli altér dimenzioja. Ezek a koordinatasorok



a 3.24. Tétel szerint pontosan az [u]e - [¢]e, 7 (u € U) alaka vektorok. Itt [u]s tetszéleges T"-beli vektor lehet,
tehat az Osszes x- [¢]g 7 (x € T™) alakt vektorok terének dimenzidja a kérdés. Ezek pedig éppen a [¢]e, 7 métrix
sorainak linearis kombinacioi. Ezzel belattuk, hogy dim Im ¢ nem més, mint a [¢]¢ » matrix (sor)rangja. O

3.5. Attérés j bazisra, matrixok hasonlésaga

3.33. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett és legyen £: eq,..., e, és F: f1,... £, két bazisa V-nek. Legyen
a;j az e; vektor j-edik koordinataja az F béazisban: e; = 2?21 a;;f;. Ekkor az [€ — F] := (aij)nxm matrixot az £
bazisrél az F béazisra valo bazisattérés méatrixdnak nevezziik.

3.34. Megjegyzés. Az [€ — F] matrixot megkaphatjuk gy, hogy egymas ala leirjuk az [e1]z,. .., [e,]r vektorokat,
azaz [[8 — fﬂ = [[idv]]&]:.

3.35. Allitas. Legyen V vektortér a T test felett és legyen £: eq,...,e,, F:f1,...,f, és G:g1,...,g, harom bézisa
V-nek. Ekkor

(i) W eV:[v]r=[v]s-[€ = F;
(ii) [€ = F]-[F—=G]=1[E—G];
(iii) [F =& =[€— F]~ L
Bizonyitas. Mindharom allitas bizonyitasanak kulcsa az, hogy a 3.34. Megjegyzés segitségével visszavezetjiik
(identikus) linearis leképezésekre.
(i) Alkalmazzuk a 3.24. Tételt a ¢ = idy leképezésre: [v]r = [vidv]r = [V]e - [idv]e.x = [V]e - [ — F]-
(ii) A 3.29. Tételt hasznaljuk az U =V =W, ¢ = 7 = idy szereposztassal:

[€ = F]-[F = G] = [idv]e 7 - [idv]rg = [idvidv]e,¢ = [idv]e¢ = [€ — 7]

(iii) Ez kovetkezik a (ii) allitasbol a G = £ specilis esetben: [€ — F] - [F = &) = [€ — &] = E,. O

3.36. Tétel. Legyen V egy n-dimenzios vektortér a T test felett és legyen @ € T™*™. Akkor és csak akkor léteznek
olyan & és F bazisok V-ben, hogy @Q = [€ — FJ, ha @ nemelfajulo.

Bizonyitas. Az el6z6 allitasbol rogton kovetkezik, hogy ha @Q = [€ — F], akkor @ nemelfajulo. Forditva,
tfth. @ nemelfajuld és rogzitsiink egy tetszéleges F: fi,...,f, bazist V-ben. Legyen e; az a vektor, melynek
koordinatasora az F bézisban megegyezik a () matrix i-edik soraval (i = 1,...,n). Mivel ) nemelfajuld, sorai
bazist alkotnak a T™ vektortérben, igy a V. — T", v — [v]r izomorfizmus melletti 6sképeik bazist alkotnak
V-ben. Ezek az 6sképek nem mésok, mint az eq,...,e, vektorok, igy tehat £: eq,..., e, bazisa V-nek. Ezzel
kész is a bizonyitas, hiszen a () méatrixot pont tgy konstrualtuk, hogy Q = [€ — F] teljesiiljon. O

3.37. feladat. Adjuk meg az [€ — F] és [F — £] bazisdttérés-métrixokat az R? vektortér alabbi F: fi,fs és £: e1, ez
bazisaira:

Megoldas. Az [F — £] matrixot konnyt felirni, mert ehhez csak az F bézis elemeit kell a standatd £ bazisban
felirni (és abban mar fel is vannak irva a feladatban):

[F — €] = <_; f)

Az [€ — F] matrixot a fenti matrix inverzeként kapjuk:

_ 1 (1/5 =2/5
[€E = F]=[F—=¢€] —<2/5 1/5)
Megjegyzés: A 3.26. Feladatban kiszamoltuk, hogy [e1]r = (1/5,—-2/5) és [e2]= = (2/5,1/5). E két koordi-
natasort egymads ala frva is megkaphattuk volna az [€ — F] matrixot. Ha mar megvan a béazisattérés matrixa,
akkor konnyen felirhatjuk egy tetszéleges v = (z,y) vektor koordinatait az F bazisban:

s = e 1€ > 1= ) (50 50) = (/5 +20/5. ~22/5 + y/5). o



3.38. Tétel. Legyenek U és V vektorterek a T test felett, legyen & és & két bazisa U-nak és legyen Fi és Fo két
béazisa V-nek. Ekkor tetsz6leges ¢ € Hom(U, V') linearis leképezésre:

lele,. 7 = [E2 = &) - [¢ley,7 - [F1 — Fl.

idy.

Bizonyitas. A 3.29. Tételt és a 3.34. Megjegyzést hasznaljuk a ¢ leképezés U Mo, 7 25 v % ¢ felbontasara:

lele, .7 = lidv pidv]e, 7 = [idu]e,.& - [¢le, 7 - lidv]z 7 = [E = &] - [¥le, 7 - [F1 = P O

3.39. Kovetkezmény. Legyen V vektortér a T test felett és legyen £: eq,...,e, és F: fi,..., f, két bazisa V-nek.
Ekkor tetszéleges ¢ € Hom(V, V') lineéris transzforméaciora:

lelr = [F = €] - [ele - [€ = FI = [€ = FI7" - [¢le - [€ = FI.

3.40. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T test feletti A, B € T™*™ matrixok hasonloak, ha létezik olyan Q € T™*"™
nemelfajulé matrix, amelyre B = Q'AQ. Jeldlés: A ~ B.

3.41. Allitas. A hasonlosag ekvivalenciarelacio a T"*™ halmazon barmely T test és n pozitiv egész szam esetén.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 4.5. Tétel. O

3.42. Tétel. Barmely T test és n pozitiv egész szam esetén az A, B € T™*™ métrixok akkor és csak akkor hasonloak,
ha ugyanannak a linearis transzforméacionak kiilonb6z8 bazisokban felirt matrixai:

A~B < JpcHom(V,V): A =[y]e és B = [¢]F alkalmas £, F bazisokra.

Bizonyitas. Ha A = [¢]¢ és B = [¢]r, akkor a 3.39. Kovetkezmény szerint A és B hasonlo. Forditva, tfh.
B = Q' AQ valamely nemelfajuld Q € T7*™ matrixra. A 3.36. Tétel szerint léteznek olyan £ és F béazisok V-ben,
melyekre [€ — F]| = Q, tovabba a 3.28. Megjegyzés szerint létezik olyan ¢ € Hom(V, V) linearis transzforméacio,
amelyre [p]s = A. Mindezekbdl a 3.39. Kovetkezmény alapjan kovetkezik, hogy

B=Q 'AQ =[€ = F] " [¢le - [€ = F] = [¢] . O

3.43. Kovetkezmény. Linearis transzformacié matrixanak determindnsa nem fiigg a bazis megvalasztasatol.

Bizonyitas. A fenti tétel szerint elég azt igazolni, hogy hasonlé méatrixok determinénsa megegyezik. Ez pedig
kénnyen adodik a determinénsok szorzéstételébdl:

Q7MAQI = 1@ Al 10 = Q7Y - QI - [A] = Q™' Q| - |A] = |E| - |A] = |A]. O

3.44. feladat. Tekintsiik a 3.26. Feladatban megadott ¢ linearis transzforméaciot és az £, F béazisokat. Szamitsuk ki
© matrixat az £ bazisban a 3.39. Kovetkezményben szerepld képlettel.

Megoldas. Tudjuk, hogy

[o]r = ((1) _?) (lasd a 3.26. Feladatot) ¢s [F — &] = (_; f) (lasd a 3.37. Feladatot).

Ezeket konnyd volt felirni, nem is kellett hozzajuk semmit szdmolni. A [¢]e matrixot (amit a 3.26. Feladatban
mar meghataroztunk) igy lehet megkapni a fentiekbdl a 3.39. Kovetkezmény képletével:

e =17 e el oen= (3 2 (0 0 (4 )= (.

[uelr =[u]e - [eler  [VlFr=[vle-[€ = 7]
[[90]]52,-7:2 = [[82 — 51]] : [[QO]]&,}H ’ [[‘Fl — ‘FQ]]

[elr = [F = &l - [ele - [€ = Fl = [€ = FI7" - [@]e - [€ = FI.




4. Linearis transzformacidk

Ebben a fejezetben T' mindig egy testet jelol, V' egy T feletti n-dimenzids vektorteret, ¢ pedig egy V' — V lineéris
transzformaciot.

4.1. Sajatérték, sajatvektor, karakterisztikus polinom

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az U < V altér invarians a ¢ transzformaciora, ha Uy C U, azaz up € U teljesiil
minden u € U esetén.

4.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy V = U, @ --- @ Uy, ahol az U; < V alterek invariansak o-re. Legyen B; bazis U;-ben
és legyen a ¢|y, € Hom(U;,U;) lineéris transzformacioé matrixa a B; bazisban A; (i = 1,...,k). Ekkor ¢ matrixa a
B :=B; U---UBj bazisban az alabbi blokkdiagonalis matrix:

Ay

Ap

lels =

Ay

Bizonyitdas. Ha b € B;, akkor by € U;, mivel U; invarians altér. Ebbdl kovetkezik, hogy a [¢]z méatrix b-hez
tartozo soraban (ami nem maés, mint a [by]s vektor), a B;-n kiviili bazisvektorokhoz tartozo oszlopokban nullak
allnak, a BB;-beli bazisvektorokhoz tartozo oszlopokban 1évs komponensek pedig épp a [by] s, vektort, azaz az A;
matrix b-hez tartozé sorat alkotjak. O

4.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a v € V vektor a A € T sajatértékhez tartozo sajatvektora a ¢ € Hom(V,V)
lineéris transzformaciénak, ha v = Av és v # 0. Hasonléan, az x € T vektor a A € T sajatértékhez tartozo
sajatvektora az A € T™*™ matrixnak, ha xA = Ax és x # 0.

4.4. Megjegyzés. Oszlopvektorokkal dolgozva a sajatvektort igy definidlhatnank: Ax = Ax. Ilyenkor jobb oldali
sajatvektorrol beszéliink, a fenti definicioban pedig bal oldali sajatvektorrol beszélhetnénk. Nyilvan A jobb oldali sa-
jatvektorai éppen AT bal oldali sajatvektorai, és viszont. Megallapodunk abban, hogy sajatvektoron mindig bal oldali
sajatvektort (sorvektort) értiink. A sajatértékeknél szerencsére nem meriil fel ez a kétértelmiség (lasd a 4.14. Meg-

jegyzést).

4.5. Allitas. A V vektortér tetszoleges B bazisa és tetszSleges v € V vektor és \ skalar esetén ekvivalensek az alabbiak:

(i) v a X sajatértékhez tartozo sajatvektora a ¢ € Hom(V, V') transzformacionak;

(ii) [v]s a A sajatértékhez tartozo sajatvektora a [¢] p matrixnak.

Bizonyitas. Rogton kovetkezik a V- — T™, v — [v]g izomorfizmusbol:
vo=Av = [vo]s =[]z — [vls - [#]s = Alvls,
és persze v # 0 akkor és csak akkor, ha [v]z # 0. O
4.6. Definicié. A ¢ € Hom(V,V) linearis transzformacio A sajatértékhez tartozo sajatalterén az alabbi Sy halmazt
értjiik:
SA:{VEV:VQDZ/\V}.
4.7. Megjegyzés. Az S, jelolést akkor is hasznalhatjuk, ha A nem sajatérték, ilyenkor S, = {0}.

4.8. Allitas. Az S, sajataltér valoban altere V-nek, és invarians ¢-re.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy S\ nem maés, mint a ¢ — A - id lineéris transzformacié magja, igy valoban altér.
Az invariancia vilagos, hiszen minden altér zart a A-val vald szorzasra. O

4.9. Definicié. Az A € T™*™ matrix karakterisztikus polinomjan a p4(z) = det(4A — zE) polinomot értjik:

a1 — ai2 co A1n
a1 Q22 — T - a2n
pa(r) =

an1 an2 vt OGpp — T



4.10. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy pa(z) € T[z] egy n-edfokd polinom:
pa(x) = (=1)" 2™+ (=1)"" - tr(A) - 2" 4+ det(A).

Itt tr(A) = a11 + - - - + anyn 2z A matrix nyoma.

4.11. Allitas. Hasonlo matrixok karakterisztikus polinomja megegyezik.

Bizonyitas. [SzL: 14.3] O

4.12. Definicié. A fenti allitas szerint van értelme lineéris transzformacié karakterisztikus polinomjarol beszélni,
hiszen a transzformacié kiilonb6z6 bazisokhoz tartozé matrixainak ugyanaz a karakterisztikus polinomja: a ¢ linearis
transzformacio6 karakterisztikus polinomjan valamely /barmely bazisbeli matrixanak karakterisztikus polinomjat értjiik.

4.13. Tétel. A )\ € T skalar akkor és csak akkor sajatértéke az A € T™*™ matrixnak, ha gyoke A karakterisztikus
polinomjanak. (Ugyanez érvényes méatrixok helyett linearis transzforméaciokra is.)

Bizonyitas. A ) sajatértékhez tartozo sajataltér Sy = {x eTm xA= )\x}, ami nem més, mint az x(A—AE) = 0
homogeén linearis egyenletrendszer megoldéstere. (Itt kellemetlenséget okoznak a sorvektorok: az egyenletrendszer
szokésos felirasa ez lenne: (A — AE)TxT = 0T.) Akkor és csak akkor lesz A sajatérték, ha van nemtrividlis
megoldasa ennek az egyenletrendszernek, azaz ha |A — AE| = 0, ez pedig épp azt jelenti, hogy A gyoke A
karakterisztikus polinomjanak. O

4.14. Megjegyzés. Mivel a transzponéalds nem véltoztatja meg a determinanst, A és AT karakterisztikus polinomja
ugyanaz, és igy sajatértékeik is megegyeznek, ezért nem sziikséges bal vagy jobb oldali sajatértékrsl beszélni (lasd
a 4.4. Megjegyzést).

4.15. Lemma. A nullvektor nem all el§ kiillonb6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok Gsszegeként.

Bizonyitas. Indirekten bizonyitunk: tfh. u; +us +---+ux = 0, ahol u; a \; sajatértékhez tartozo sajatvektora
a  linearis transzformécionak (i = 1,...,k), és a \; sajatértékek paronként kiilonbozsek. Tth. itt k a lehets
legkisebb, azaz a nullvektor nem all el k-nal kevesebb, kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozd sajatvektor 6sszegeként.
Alkalmazzuk az uy + us + - - - + uy 0sszegre a ¢ transzforméaciot:

utut+--+u=0 = Au; + ous+ -+ Agur =0.
Most pedig szorozzuk be az u; + us + - - - + uy Osszeget Aj-gyel:
wHu+t--+u=0 = MAu +M\ug+---+Au,=0.
Kivonva a kett6t egymasbol, azt kapjuk, hogy
A —A)ug+ -+ (A — A1)ug = 0.
Mivel a \; sajatértékek paronként kiilonbozsek, itt egyik tag sem nulla, tehat (A, — A\1)u; sajatvektor \; sajat-

értékkel (i = 2,...,k). Ez pedig ellentmondas, mert feltettiik, hogy a nullvektor nem &all el6 k-nal kevesebb,
kiilonbo6z§ sajatértékekhez tartozo sajatvektor osszegeként. O

4.16. Kovetkezmény. Ha a ¢ linearis transzformacionak A, . .., Ay paronként kiilonbo6z6 sajatértékei, akkor a hozzajuk
tartozo sajatalterek Osszege direkt Osszeg:

S>\1 +..._~_5’)\k :S)\I@...@SM.
Bizonyitas. Ez rogton kiovetkezik a 4.15. Lemmabol (lasd a 2.61. Tétel (i+¢) pontjat). O

4.17. Kovetkezmény. Kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok linearisan fliggetlenek.

Bizonyitas. Tfh. v; a \; sajatértékhez tartozd sajatvektora a ¢ linearis transzformécionak (i = 1,...,k) és
a \; sajatértékek péaronként kiilonbozsek. Mindegyik S, sajataltérben tudunk egy olyan B; bézist megadni,
amely tartalmazza a v; vektort (ugye?). A 4.16. Kovetkezmény szerint By U --- U By, bazisa az Sy, @ --- @ Sy,
altérnek (lasd a 2.61. Tétel (iv) pontjat), igy linearisan fliggetlen. Kovetkezésképp vy, ..., vy is linearisan fiiggetlen
vektorrendszer (hiszen linearisan fliggetlen vektorrendszer barmely részrendszere is linearisan fiiggetlen). O



4.2. Diagonalizalhatésag

4.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy. ..

e a ¢ € Hom(V,V) linearis transzforméci6 diagonalizalhato, ha van V-nek olyan bézisa, melyben ¢ métrixa
diagonalis (az ilyen bézis sajatvektorokbol all, ezért szokas sajitbazisnak nevezni);

e az A € T™*™ matrix diagonalizalhatd, ha hasonlo egy diagonalis méatrixhoz (van olyan @ nemelfajuldé méatrix,
hogy QAQ~! diagonélis).

4.19. Allitas. Egy linearis transzformacio akkor és csak akkor diagonalizalhato, ha valamely /barmely bazisbeli matrixa
diagonalizalhato.

Bizonyitas. Kovetkezik a 3.39. Kovetkezménybdl. O
4.20. Definicié. Legyenek a ¢ € Hom(V, V) lineéris transzformacio sajatértékei Ay, ..., Ag.

o A )\; sajatérték geometriai multiplicitasan az Sy, sajataltér dimenziojat értjiik. Jelolés: g;.

o A )\, sajatérték algebrai multiplicitasan azt értjiik, hogy héanyszoros gyoke a karakterisztikus polinomnak. Jelolés:
Q;.

4.21. Tétel. A geometriai multiplicitds nem nagyobb, mint az algebrai multiplicitas: ha a ¢ € Hom(V, V) linearis
transzforméaci6 sajatértékei \1,..., A\x rendre g1,...,gx és a1, ...,ar geometriai és algebrai multiplicitasokkal, akkor

9i < a; (izl,...,k).
Bizonyitas. Vegyiink egy B; bazist az S, sajataltérben (i = 1,...,k); ekkor a 4.15. Lemma és a 2.61. Tétel

szerint By U - - - U By, bazisa az Sy, @ --- ¢ S,, altérnek. Mivel B; U --- U By, linearisan fiiggetlen vektorrendszer,
kiegészithets a V' vektortér egy B béazisava. Ebben a bazisban ¢ matrixa igy fest:

A1
A1
A2
A2
A= HSDHB =
Ak
Ak
* * * k * * * * * * * *
*k * * * >k * * * * * * k

Itt az A matrix féatlojan g; db \; szerepel. Irjuk fel ¢ karakterisztikus polinomjat az A — xE matrix determinan-
saként (lasd a 4.12. Definiciot), és fejtsiik ki a determinanst az els6 g1 + - - - + gi sora szerint:

Po(x) =pa(z) =|A—zE|=x(x — )7 - ... (& — ) -

* cee ok — T

Innen lathato, hogy a pa(x) polinomnak A; legalabb g¢;-szeres gyoke, tehat a; > g;. O

4.22. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi A matrix sajatértékeit, minden sajatérték algebrai és geometriai multiplici-
tasat, adjunk meg bazisokat a sajatalterekben, és diagonalizaljuk a matrixot, amennyire lehet:

€ 734

S O O
— -0 O
— O NN
L



Megoldas. Elészor szamitsuk ki a karakterisztikus polinomot (érdemes az els§ oszlop szerint kifejteni, mert
akkor mindjart ki lesz emelve egy gyoktényezs):

22—z 0 2 1
pa = 8 _133 jz: ; =2-2)22* + 22 +22) = (z - 2)2(2* + 20+ 1) = (z — 2)z(z +1)* = z(z — 2).
0 1 1 1—-2

Tehat két sajatérték van: Ay = 0 (algebrai multiplicitasa: a; = 1), illetve Ay = 2 (algebrai multiplicitasa: as = 3).
Most keressiink bazist mindkét sajataltérben. Ehhez az (A — AE)T matrixt homogén linearis egyenletrendszert
kell megoldanunk mindkét sajatértékre:

2000
0011

_ T _ T _

(A—ME)" = A =l29201 ~

1121

— Sy = [0121]

o o]
oo

Fo o
- o

0000
(A= 2B = (A-2B)T = [0 0| - — 5, = [2210,2201]

1122

=

=)
— =
— =

Foglaljuk 6ssze az eddigieket. Két sajatérték van:
e )\; = 0, algebrai multiplicitasa a; = 1, geometriai multiplicitasa g = 1;
e )y = 2, algebrai multiplicitasa as = 3, geometriai multiplicitdsa g, = 2.

Mivel a geometriai multiplicitdsok Osszege kisebb, mint 4, a matrix nem diagonalizalhat6. A legtobb, amit tehe-
tiink, hogy a sajatalterekben talalt bazisok egyesitését kibovitjiik Z3 egy B bazisava (a 2.44. feladat modszerével):

b = 0121, by =2210, bz =2201, by = 1000.

Tekintsiik a ¢: Z3 — Z3, x — xA lineéris transzformaciot. Ennek matrixa a standard € bazisban éppen A.
Térjiink at errsl a B bazisra:

01 2 1 0 0 0 1
(2210 o (1120
[B=El=Q@=1y 5 o 1|0 E=Bl=@ =11 5 5
1 0 00 11 0 1
A ¢ linearis transzformacié méatrixa a B bazisban ,majdnem” diagonalis:
0
_ 2
el = B — €] - [ele - [€ — Bl = QAQ™ = )
0 2 1 2

A diagonélis részben minden sajatérték annyiszor 1ép fel, amennyi a geometriai multiplicitasa. Mivel a kapott méat-
rix trianguléris, konnyen leolvashat6 a karakterisztikus polinomja, a sajatértékei, és ezek algebrai multiplicitasai.
Ezek természetesen ugyanazok, mint az eredeti A matrixnal, hiszen a két méatrix hasonlo.

Megjegyzés: Ha elrontottuk volna a sajatalterekben talalt béazisok egyesitésének kib&vitését az egész tér bazi-
sava (azaz by nem lenne linearisan fiiggetlen a by, by, bs vektoroktol), akkor a [B — €] matrixnak nem lenne
inverze. Tehat a 2.44. feladat (hosszadalmas) modszere helyett megtehetjiik azt, hogy ,érzésbol” valasztunk egy
by vektort, és a matrixinvertalassal mutatjuk meg, hogy jé volt a megérzésiink. Ha tényleg jo volt, akkor ezzel
megtakaritottunk némi munkat (az inverz kiszamitasat tgysem tszhatjuk meg). Ha nem volt j6 a megérzésiink,
akkor viszont egy mésik by vektorral kell probalkozni. o

4.23. Tétel. Legyen ¢ € Hom(V,V), ahol dimV = n, és tth. a ¢ transzformacionak k kiillonbozd sajatértéke van
rendre g1, ..., gr geometriai és a1, ..., ar algebrai multiplicitasokkal. Ekkor ¢ diagonalizalhatosagnak. . .

(i) sziikséges és elegendd feltétele: > g; = n;
(ii) sziitkséges és elegendd feltétele: > a; = n és g; = a; (minden i-re);
(iil) sziikséges feltétele: > a; = n;

(iv) sziikséges feltétele: g; = a; (minden i-re);



(v) elegends feltétele: k=nésa; =---=a, =1.

Bizonyitas. Akkor és csak akkor diagonalizdlhato a ¢ transzformécio, ha a sajatalterek Gsszege kiadja az egész
vektorteret: V =Sy, @ --- @ S, , ez pedig a 2.57. Tétel szerint ekvivalens azzal, hogy

dimV =dim(Sy, ®---® Sy, ) =dimSy, +---+dim Sy, = g1+ + g&.

Ezzel igazoltuk az (i) allitast, és ezutan (ii) mar kévetkezik abbél, hogy

k k
Zgi < Zai <n.
=1 =1

(Az els6 egyenlGtlenség a 4.21. Tételbdl kovetkezik, a méasodik pedig abbdl, hogy egy T feletti polinomnak nem
lehet t6bb gyoke (multiplicitassal szamolva), mint amekkora a fokszdma.) A t&bbi allitas egyszert kovetkezménye
(ii)-nek. O

4.24. Teétel. Ha A € T™*™ diagonalizalhato, akkor. ..
(i) A karakterisztikus polinom lineéris tényezékre bomlik T felett:

pa(z) = (=1)"-(x—A)™ ... (x— X\g)™".

Itt A1,..., A az A matrix sajatértékei; a A; sajatérték algebrai és geometriai multiplicitdsa is m; (és persze
m1+-~-+mk:n).

(ii) A sajatértéekek szorzata a determinans, dsszegiik pedig a nyom:

)\;nl'...')\zlk:det(A), és my-A + ... —i—mk-)\k:tr(A).

(iii) Van olyan @ € T™*" nemelfajulé méatrix, amelyre

QAQ™' =diag(A1,..., A1, ooy Akye.., Ap) =: D,

mi mpg

Bizonyitas. Az els§ allitas kovetkezik a 4.23. Tétel (iii) pontjabol, a masodik 4llitas pedig az els6bdl, figyelembe
véve a 4.10. Megjegyzést. A harmadik &llitas csak a 4.18. Definicié6 megismétlése, csak annyival kell kiegészite-
niink, hogy a diagonéalis alakban sziikségképpen a sajatértékek allnak a f6atlon, mindegyik annyiszor, amennyi a
multiplicitdsa (miért?). O

4.25. Megjegyzés. A fenti tételbeli QAQ ™ = D egyenléség azzal ekvivalens, hogy QA = D@, ami azt jelenti, hogy
a (Q matrix sorai A-nak bal oldali sajatvektorai (és sajatbazist alkotnak). Ha az egyenldséget AQ~! = Q1D alakba
rendezziik, akkor pedig azt latjuk, hogy a Q! méatrix oszlopai A-nak jobb oldali sajatvektorai.

4.3. Minimalpolinom

4.26. Definicié. Legyen f(z) = cpa® +cp_125 1+ + iz +co egy T feletti polinom. Ebbe a polinomba a kovetkezs
modon helyettesithetiink be egy A € T™*™ matrixot vagy egy ¢ € Hom(T™,T") lineéris transzformaciot:

fA) = cpAF 4 e AP ot At oE = YE Al € T
flo) = cpf + 19" P+ o+ cpidy = Zf:o cipt € Hom(T™, T™).
Amint az (el)varhato, a matrixok és linearis transzforméciok kozotti osszhang a polinomokba valo behelyettesités
soran megmarad; ezt mondja ki az alabbi allitas.
4.27. Allitas. A T vektortér barmely B bazisara, barmely ¢ € Hom(T™,T™) linearis transzformaciora és barmely
f € Tz] polinomra [f ()]s = f([#]5)-
Bizonyitas. HF. O

A matrixszorzas nem kommutativ, de egy matrix hatvanyai felcserélhetGek egymassal, ezért f(A) és g(A) is fel-
cserélhetd tetszoleges f,g € T[x] polinomok esetén. Ezt a tényt gyakran fogjuk hasznalni, ezért kiilon kimondjuk a
kovetkezd allitasban (az Osszeadéasra vonatkozo analdg ténnyel egytitt).

4.28. Allitas. Tetszoleges A € T™ ™ matrix és f, g € T[z] polinomok esetén
(i) f(A)+9(4) = (f +9)(A);
(ii) f(A)-g(A) = (fg)(A) =g(A)- f(A).



Bizonyitas. Az Osszeadasra vonatkozo Allitas trividlis (ugye?). A mésodik allitashoz legyen f = ;2% és
g = Zdjxj. (Nem lesz sziikségiink a polinomok fokszamaira, ezért nem vezetiink be rajuk kilon jelolést, elég
annyit tudni, hogy mindkét ,szumma” véges szamu tagbol allo 6sszeget jelol. Késébb is gyakran fogunk élni ezzel
az egyszertUsitett jeloléssel.) Szamitsuk ki az f(A) - g(A) szorzatot:

FA) -9 = (Y ed) - (D da’) = Y eddy ) =Y eidy 4 =37 (137 cady) A" = (f)(A).

?

ij i t o itj=t

Hasonléan belathato, hogy g(A)- f(A) = (¢gf)(A), ami persze ugyanaz, mint (fg)(A), hiszen a polinomok szorzasa
kommutativ miivelet. O

Célunk olyan polinomo(ka)t talalni, amely(ek)nek gyoke az A méatrix. A konstans nulla polinom persze ilyen, de a
kivetkez$ tétel szerint van nemnulla polinom is, amely annullalja (kinullazza) az A méatrixot.

4.29. Tétel. Barmely A € T"*™ matrixhoz létezik nemnulla f € T[z] polinom, amelynek ez a méatrix gyoke, azaz
f(A)=0.

Bizonyitas. Az n x n-es matrixok n? dimenzios vektorteret alkotnak 7T felett. Irjuk fel A elsé n? + 1 hatvanyat a
nulladik hatvanytol kezdve: A°, Al A% ..., A, Tudjuk, hogy a dimenzioszamnal eggyel t6bb vektor (azaz most
matrix) mar biztosan linearisan fiiggd, igy ennek az n? + 1 matrixnak van olyan nemtrivialis linearis kombiné-
cidja, ami a nullmatrixot adja. Tehat léteznek cg,cq,...,cn2_1,c,2 € T skalarok, amelyek nem mind nullak és

2 . 2 .
S o ciAY = 0. Ez pedig azt jelenti, hogy az f =Y., ¢;z’ nemnulla polinomnak gydke az A méatrix. O

4.30. feladat. Adjunk meg az aldbbi A € R?*? matrixhoz egy minél kisebb fokszami f € R[x] polinomot, amelyre
f(4) =0
0,9 0,1
A= (0,5 0,5) :

Megoldas.  Mivel a 2 x 2-es méatrixok tere 4-dimenziés, az E, A, A2, A3, A* matrixok kozott biztosan teljesiil
valamilyen nemtrivialis lineéris Osszefliggés. Szamitsuk ki a métrixokat:

E:<(1) (1)> A:(g,g Fl)) A2:<0,86 0,14)7 A3:<0,844 0,156>’ A4:(0,8376 0,1624>.

0

0, 0,7 0,3 0,78 0,22 0,812 0,188
Irjuk oszlopvektorokként egymés mellé a matrixokat, és végezziink elemi soratalakitasokat, hogy redukalt lépcsés
alakot kapjunk:

A A2 43 oAt
0,86 0,844 0,8376 0 -0,4 —0,56 —0,624
0,14 0,156 0,1624 ~ 0 1,4 1,56 1,624
0,7 0,78 0,812
0,3 0,22 0,188

)

)—lOD»—Atlj
oo o
Tt Ot = ©

b

Lathato, hogy az els6 két oszlop (azaz E és A) linearisan fiiggetlen, de a harmadik oszlop (azaz A?) mar kikom-
binalhat6 ezekbosl: A% = —0,4F + 1,4A, vagyis A? — 1,4A + 0,4F = 0. Tehét a legkisebb fokt polinom, aminek

az A métrix gydke: my = 12 — 1,4z + 0,4. Ezt a polinomot nevezziik az A métrix minimalpolinomjanak (lasd
a 4.31. Definiciot).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ma = 2% — tr(A)z + det(A) = pa, vagyis itt a minimélpolinom megegyezik a
karakterisztikus polinommal (ez persze nem igaz minden méatrixral). o

Jeldlés. Tekintsiik mindazon polinomok halmazat, amelyeknek gyoke az A matrix:
In:={f€T[x]: f(A) =0} C T[xl.

A konstans nulla polinom nyilvan eleme ennek a halmaznak, de a fenti tétel szerint vannak benne nemnulla polinomok
is. Ezek koziil a legkisebb fokut nevezziik az A matrix minimalpolinomjanak.

4.31. Definicié. Az A € T™*™ méatrix miniméalpolinomjan az I4 \ {0} halmaz legkisebb foku elemét értjiik, vagyis az
A-t annullal6 legkisebb fokt nemnulla polinomot. Jelolés: m 4.

4.32. Megjegyzés. Hasonl6 modon definidlhatéd lineéris transzformécié minimalpolinomja is, és egy transzformacio
minimalpolinomja megegyezik barmely bazisbeli matrixanak minimalpolinomjaval.



A fenti definicioban a hatérozott névels nem igazan helyes, hiszen tébb minimalis foka eleme is lehet az I4 \ {0}
halmaznak. Meg fogjuk mutatni, hogy ezek a minimélis foku elemek egymas asszocialtjai, tehat a minimélpolinom
asszocialtsag erejéig egyértelmi. (Szokds a minimélpolinomot az A-t annullalo legkisebb foki f6polinomként definialni,
igy mar egyértelmi lenne a miniméalpolinom.) Ehhez sziikségiink lesz az I 4 halmaz alabbi két egyszertd tulajdonsigara.

4.33. Allitas. Legyen A € T™*" tetsz6leges matrix.
(i) Ha f,g € 14, akkor f+ g € I4. (Tehat az I4 halmaz zart az Gsszeadasra és a kivonasra.)

(ii) Ha f € I4 és g € T[x], akkor fg € 14. (Ez a tulajdonsag erésebb, mint a szorzéasra valo zartsag: az I4 halmaz
,magéaba szippantja” a szorzatokat. Ez az un. szivo tulajdonsag.)

Bizonyitas. Mindkeét allitas egyszerten levezethets az I, halmaz definiciojabol és a 4.28. Allitasbol.

(i) Ha f,g € L, akkor f(A) = 0 és g(A) = 0, tehdt (f +g)(A) = f(A) £ 9(4) =0+0=0.

(i) Ha f € Ly, akkor f(4) = 0. tehit (fg)(4) = f(4) - g(A) = 0-g(A) = 0. 0

4.34. Tétel. Tetszbleges A € T"*™ matrix és f € T'[x] polinom esetén f(A) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha m4 | f,
azaz
fe€ls < malf
Bizonyitas. ElGszor azt lassuk be, hogy ha m4 | f, akkor f(A) = 0. Tegyiik fel, hogy ma | f, azaz f =ma - q
teljesiil alkalmas ¢ € T[z] polinommal. Ekkor f(A) = ma(A) - q(A) = 0-¢q(A) = 0, hiszen m4(A) = 0 a
minimélpolinom definici6ja szerint.
Most pedig azt bizonyitjuk, hogy ha f(A) = 0, akkor m4 | f. Tegyiik fel tehat, hogy f(A) = 0, azaz f € I4.
Osszuk el az f polinomot maradékosan a minimalpolinommal (azt szeretnénk belatni, hogy nulla lesz a maradék):
f=4q-ma+r. Itt ¢ a hdnyados, r a maradék, és utobbirdl tudjuk, hogy degr < degm . Ekkor rendezéssel
adodik, hogy = f —q-ma. Az f(A) = 0 feltevés szerint f € 14, tovabba m4 € 14 is teljesiil a minimalpolinom
definicioja szerint. Ezekb6l ¢-my € 14 majd f —q-ma € I kovetkezik a 4.33 Allitas alapjan. Azt kaptuk tehat,

hogy r € I4. Mivel degr < degmy, sziikségképpen r = 0, hiszen az I4-beli nemnulla polinomok kdzétt m4 a
legkisebb fokszamu. Igy ma | f teljesiil, és ezt akartuk belatni. O

4.35. Kovetkezmény. Test feletti négyzetes matrix miniméalpolinomja asszocialtsag erejéig egyértelmii.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy m4 és m/, is minimalpolinomja az A € T™*™ matrixnak. Az el6z8 tétel szerint
ma | m/y (mert m4 minimalpolinom és m/y € I4) és m/y | ma (mert m/, minimalpolinom és m4 € I4), tehat ma
és m/, asszocialtak. O

4.36. Megjegyzés. A T'[z] polinomgytirtben (vagy barmely méas gytirtiben) az olyan részhalmazokat, melyek rendel-
keznek a 4.33. Allitasban megfogalmazott két tulajdonsaggal, idedloknak nevezziik. (Ezért hasznaltuk az I4 jelolést.)
A 4.34. Tételben gyakorlatilag azt lattuk be, hogy a T'[x] gytird minden ideélja egy polinom &sszes t6bbszoroseibsl all.
Az ilyen ideélokat fsidealoknak nevezziik. Altalaban egy gytirtiben létez(het)nek olyan idealok is, amelyek nem f&ide-
alok, de test feletti polinomgytirtiben a 4.34. Tétel szerint minden ideal fdideal, azaz T'|x] tgynevezett fSidealgyrt.
(Fun fact: Z[x] nem f8idealgytird, pl. az {f € Z[x] : f(0) paros} halmaz ideél a Z[x] gytirtben, de nem f6ideal.)

4.4. A Cayley—Hamilton-tétel

A Cayley-Hamilton-tétel azt allitja, hogy minden négyzetes métrix gyoke a sajat karakterisztikus polinomjanak:
tetszOleges M € T™*" métrix esetén py (M) = 0. Mivel pa(z) = det (M — zE), azt gondolhatnank, hogy a tétel

trividlis: pa(M) = det (M — ME) = det(Q) = 0. Ez valéban trividlis gondolatmenet, csakhogy SZAMARSAG!
Nézziik meg egy példan, hogy mi a baj ezzel.
4.37. Példa. Az M = (1 %) € R?*? matrix karakterisztikus polinomja:

1—2x 2

py(z) =det(M — zF) = ‘ 3 4

‘x25x2€R[:p].

Behelyettesitve az M métrixot, valoban nullat kapunk (pontosabban nullmatrixot):

o o (T 10\ (5 10\ (2 0\ (0 0
pu (M) = M?* = 5M 2E<15 22) " \15 20) "o 2) =0 o)


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/szamarsag.jpg

Figyeljiik meg, hogy a karakterisztikus polinom definicidjaban az M — zE = ('7%,_2) € R[z]**? polinommmétrix

(azaz polinomokbdl 4ll6 matrix) szerepel. Ha ebben probalnank az @ = M helyettesitést elvégezni, akkor az alabbi
furcsa dolgot kapnank:

(3, 2) - (G060 60

Az M — zFE kifejezést nem polinommétrixként, hanem matrixpolinomként (azaz matrixegyiitthatos polinomként)

értelmezve ezt kapjuk:
—FEx+ M= L x4+ L2 € R?*2 [z
0 -1 3 4 ’

Itt minden probléma nélkiil elvégezhets az x = M helyettesités, és eredményiil persze a nullméatrixot kapjuk. De
a Cayley—Hamilton-tétel nem az M — xF els6fokit matrixpolinomrol szol, hanem az M — xF polinommétrix deter-
minansarol, ami az x2 — 5z — 2 masodfokd polinom. Tehat a bizonyitast sajnos nem tsszuk meg annyival, hogy
det(M — MFE) = det(M — M) = det(0) = 0.

A fenti példaban kétféleképpen ,hézasitottunk Gssze” méatrixokat és polinomokat. Mindkettére, és a kettd kapcso-
latara is sziikségiink lesz a Cayley—Hamilton-tétel bizonyitasahoz, ezért formalisan is definialjuk Sket. A polinommat-
rixok nem méasok, mint a T'[z] polinomgytirii feletti matrixok. Eddig csak test feletti matrixokkal foglalkoztunk, de
a tanultak jo része (amikor nincs sziikség multiplikativ inverzekre) érvényes kommutativ egységelemes gytirtk feletti
métrixokra is, igy specialisan T'[x] feletti matrixokra is.

4.38. Definicié. A T test feletti n x n-es polinommétrixon a T'[x] polinomgytri feletti n x n-es matrixot értiink,
azaz A = (f;;) alaka matrixot, ahol f;; € T[z] (i, = 1,...,n). Ezek a matrixok a szokasos modon értelmezett
matrixmtiveletekkel egységelemes gytrtt alkotnak, melyet T'[x]"*™ jel6l (n > 2 esetén nemkommutativ gy(r).

A métrixpolinomok a T™*™ gytiri feletti polinomok. Mivel T7*" 4ltaldban nemkommutativ gytiri, 6vatosnak kell
lenniink: a polinomokrol korabban tanultak egy része nem marad érvényben.

4.39. Definicié. Egy T test feletti matrixpolinomon f(x) = Zf:o Azt = Apa® + - + A1z + Ag alaka formalis
kifejezést értiink, ahol az egyiitthatok azonos méretd T feletti négyzetes matrixok: A; € T"*™ (i = 0,...,k). Ezen
polinomok halmazat T"*"™[z] jeloli. Legyenek f,g € T™*"™[z] métrixpolinomok:

f:ZAixi, g:ZBimi.
i i
Ekkor f és g Osszegét és szorzatat a kovetkezSképpen definialjuk:

(f+9) = Z(Az + B)x', fg= Z Z A;Bjat.

i toitj=t

Ezekkel a mtiveletekkel T™*™[z] egységelemes gytirit alkot (n > 2 esetén nemkommutativ gytiri).

4.40. Példa. Tekintsiik az alabbi A polinommétrixot és f(x) méatrixpolinomot:

o $2+2$+3 555—2 2%2 o 1 O 2 2 5 3 -2 2%2
A_< 22 +5 602 — 4z ) € RIET @)=y ¢)*+t o _4)ot|5 o ERTlIL

Amint lathato, a kettd ,;majdnem ugyanaz”: x helyébe tetszileges valos szamot helyettesitve, és elvégezve a miiveleteket,
ugyanazt a matrixot kapjuk. Szigoribb értelemben, formalis kifejezésként tekintve viszont A és f nem ugyanaz.? A
példa sugall egy természetes megfeleltetést a polinommatrixok és a métrixpolinomok kozott, amirsl meg lehet mutatni,
hogy izomorfizmus a T'[x]"*™ és T™*"[x] gylriik kozott. Ezt nem fogjuk formalizalni, csak azt a tényt mondjuk ki,
hogy két polinommatrix szorzatahoz tartozé matrixpolinom ugyanaz, mint a megfelel6 méatrixpolinomok szorzata.

4.41. Lemma. Legyen A, B € T[z]|"*™ polinommaétrixok, és legyenek f, g € T™*"[z] a nekik megfelels matrixpolino-
mok. Ekkor az AB polinommaétrixnak az fg méatrixpolinom felel meg.

Bizonyitas. Lasd az F.1. fejezetet a fliggelékben. O

4.42. Példa. A 4.41. Lemma illusztralasaként tekintsiik a 4.40. Példaban szereplé A polinommatrixot és f(x) méat-
rixpolinomot, valamint az alabbi B polinommatrixot és a neki megfelel6 g(x) métrixpolinomot:

B= <39;;35 2‘;) ERE]?,  g(x) = @ g) o+ <_§ g) € R2*?[q).

2 A polinomok formalis kifejezések. Példaul x € Za[z] és 22 € Za[x] két kiilonbéz polinom, még a fokszamuk sem egyezik, pedig minden
behelyettesitésre ugyanazt az eredményt adjak, hiszen Zg mindkét elemének 6nmaga a négyzete.




Szorozzuk Ossze az A és B matrixokat ugy, ahogy méatrixokat szorozni szoktunk:

A.B— 2 +2x+3 5xr—2 fxz—=3 4 _ 23 + 1422 + 162 — 19 1422 + 42 + 12 GRHQXQ
- 2245 622 — dx 3z4+5 2z) " \1923 + 1522 — 152 — 15 122% — 422 + 20 e

Szorozzuk most Ossze az f és g polinomokat a 4.39. Definicié szerint:
_ 1 0\ » 2 5 3 -2 10 -3 4 _
f'g_<(1 6)"”“*(0 4)””(5 0))'((3 2)5”*(5 0))‘

(10N s (14 14\ , [ 16 4 —19 12\ oo
_(19 12)13 +<15 —4>“7 +(—15 0)“”(—15 QO)ER [2]-

Latjuk, hogy a két szorzas osszhangban van egymaéssal: az AB polinommétrixnak épp az fg méatrixpolinom felel meg.

Amig z helyébe csak skaldrokat helyettesitiink, addig a polinommatrix és a méatrixpolinom lényegében ekvivalensnek
tekinthets. Amikor viszont maétrixot akarunk behelyettesiteni, akkor mér lényeges kiilonbség van a kettd kozott:
polinommatrix esetén olyan méatrixot kapunk, amelynek elemei maguk is matrixok, mig matrixpolinom esetén ,rendes”
matrix lesz az eredmény (lasd a 4.37. Példat). Ezért a Cayley—Hamilton-tétel bizonyitasdban a polinommatrixot elgbb
atalakitjuk majd matrixpolinomma, és csak utana végezziik el az x = M behelyettesitést. Mivel a matrixok szorzasa
nem kommutativ, még ezzel is évatosnak kell lenni, mert kétféleképpen is elvégezhets a behelyettesités. Megéllapodunk
abban, hogy mindig ,,jobbrol” helyettesitjiik be az M métrixot; lasd az alabbi a 4.43. Definiciot. (Lehetne ,balrol” is
behelyettesiteni, igy a Y., M*A; métrixot kapnank, ami altaldban nem ugyanaz, mint 3, A;M".)

4.43. Definicié. Legyen f(x) = Zf:o Art = Apak + -+ Ajz + Ay € T "[z] egy T test feletti matrixpolinom.
TetszGleges M € T™*™ matrix esetén az f(x) matrixpolinom M helyen vett helyettesitési értékét igy definialjuk:

k
FOM) =" A;M" = AM* + -+ A M + Ay,
1=0

A matrixszorzas nemkommutativitasa miatt sajnos a 4.28. Allitas masodik része nem marad érvényben matrixpo-
linomokra (az els6 persze igen). A kovetkezs lemma viszont ad egy elegendd feltételt arra, hogy két méatrixpolinom
szorzatat tényezénként lehessen kiértékelni.

4.44. Lemma. Legyenek f(z),g(z) € T™*"[z] matrixpolinomok, és legyen M € T"*™ négyzetes matrix. Ha M
felcserélhets g(x) egyiitthatoival, akkor f(M) - g(M) = (fg)(M).

Bizonyitas. A 4.39. Definicioban hasznalt jelolésekkel irjuk fel az f(M) - g(M) szorzatot:
FOM) - g(0) = (3 AM) (30 BMT) = 3T AM By M.
i J 2]

Feltevésiink szerint minden j-re B; felcserélhetd M-mel, és igy M'-vel is, ezért a fenti dsszeget atalakithatjuk igy:

STAMBM =Y A;B MM =Y (A;B)M™ =" " (A4;B;) M' = (fg)(M). O

.9 .9 ] toitj=t

4.45. Definicié. Az M € T"*™ matrix adjungalt matrixat a kovetkezé modon képezziik:

1. Felirjuk az M maétrix aldeterminénsaibol all6 métrixot. Ebben az i-edik sor j-edik eleme annak a métrixnak a
determinénsa, melyet M-bdl az i-edik sor és j-edik oszlop elhagyasaval kapunk.

2. Ezutan az aldeterminansmatrix (i, j)-edik elemét megszorozzuk (—1)"+7-vel minden i és j esetén. Igy kapjuk az
elGjeles aldetermindnsmaétrixot.

3. Végso 1épésként a kapott méatrixot transzponaljuk.
Az M méatrix adjungalt matrixat adj(M)-mel jeloljiik.

A Cayley—Hamilton-tétel bizonyitasdhoz kulcsfontossidgi az adjungalt matrix kévetkezd lemmaban kimondott tu-
lajdonséga, ami lényegében a determinansok kifejtésének és ferde kifejtésének osszefoglalasa. Ez a lemma szolgaltatja
nemelfajulé métrixok esetén az M—! = m adj(M) formulat az inverzre, de az alabbi megfogalmazéasban elfajulo
maétrixokra is érvényes. Ebben a formaban nem kell a bizonyitédsban osztast vagy multiplikativ inverzet hasznalni, ezért
nemcsak test feletti matrixokra, hanem kommutativ egységelemes gytirt feletti matrixokra is érvényes, specialisan T[z]
feletti méatrixokra, azaz polinommaétrixokra is.

4.46. Lemma. Tetsz6leges kommutativ egységelemes gytiri feletti négyzetes M matrixra

M| 0 -~ 0 0
0 |M] --- 0 0

M -adj(M) =adj(M)-M =] : oo D | =det(M) - E.
0 0o - |M] O©

0 0 - 0 |M|



Bizonyitas. Lasd linalgl. O

4.47. Tétel Cayley—Hamilton-tétel. Tetszbleges T test feletti négyzetes matrix gyoke sajat karakterisztikus polinom-
janak: barmely M € T™*" esetén py (M) = 0.

Bizonyitas. Legyen M € T™*™ négyzetes matrix; ennek karakterisztikus polinomja py; = det(M — Ez) € T[z].
Itt M —x E egy polinommétrix, azaz T'[z] feletti matrix. Mivel T[z] kommutativ egységelemes gytir, hasznalhatjuk
a 4.46. Lemmat:
adj(M — Ez)- (M — Ex) =det(M — Ex) - E = ppy () - E € T[z]™™"™.
A 4.41. Tétel szerint ugyanez érvényes akkor is, ha polinommétrixok helyett matrixpolinomokkal dolgozunk.
Legyen f(z) = adj(M — Exz) és g(x) = M — Ex, most mar mindkett6t matrixpolinomként tekintve. Ezekkel a
jelolésekkel tehat
f(@)-g(z) =pu(z) - E € T "[z].

A ¢ matrixpolinomot irjuk ki részletesen: g(z) = M — Ex = (—E)x + M = Byz + By. ahol By = —F és
By = M. Mivel M felcserélhets a By és By egyiitthatokkal, a 4.44. Lemma szerint f(M) - g(M) = (fg)(M). Itt
g(M)=M—-EM =0, ezért (fg)(M) = 0. Node, amint fent megfigyeltiik, (fg)(z) = pm(x)- E, tehat azt kaptuk,

hogy pry (M) - E = 0, és igy py (M) = 0. O

4.48. Kovetkezmény. A minimalpolinom oszt6ja a karakterisztikus polinomnak: minden A € T™*" esetén m4 | pa.

Bizonyitas. A Cayley-Hamilton tétel szerint ps € 14, és igy a 4.34. Tétel kivetkeztében m4 | pa. O

Nézziik meg a Cayley-Hamilton tétel bizonyitdsanak gondolatmenetét a 4.37. Példdban szerepld matrixon.

4.49. Példa. Az M — xFE méatrix adjungalt métrixa:

adj(M — 2E) = <4__3x 1_—23;) € R[z]>*2.

Az adj(M — zF) és M — xE polinommatrixok szorzata a 4.46. Lemmaéanak megfelelGen igy alakul:

. 4—x =2 1-=z 2 2% — 51 —2 0
adJ(MxE)~(MxE)<_3 1—x>'< 3 4—x)< 0 x2—5x—2)€R[x]2X2'

Ebben a formaban bajos lenne elvégezni az x = M behelyettesitést, ezért polinommaétrixokrol dttériink matrixpolino-
mokra. A tétel bizonyitasaban hasznalt f(z) = adj(M — Ex) és g(x) = M — Ex jelolésekkel

f@) = ((1) _?) z+ (_g f) R[] & gla) = (é _(1’) z+ (é i) € R2X2[g].

A két polinom szorzatat kiszamitva ,,ugyanazt” kapjuk, mint fent a polinommatrixok szorzatara:

f(z)-glz) = (é (1)) z? + (‘8 _g) T+ (‘S _g) = Ez® - 5Ex — 2F € R¥*?[z].

Ide mér behelyettesithetjiik az M métrixot, és az eredmény f(M)-g(M) = EM?—-5EM —2E = (M?-5M —2E)-E =
Py (M) - E lesz, ami nem maés, mint a nullmétrix, hiszen g(M) = 0. Ebbdl kévetkezik, hogy par(M) = 0.

5. A Jordan-normalalak

Ebben a fejezetben a komplex szamtest feletti matrixoknak adjuk meg egy kanonikus alakjat: megmutatjuk, hogy
minden C feletti négyzetes méatrix hasonlé egy nagyon szép, ,majdnem” diagonélis métrixhoz. FEz az tgynevezett
Jordan-normaélalak lényegében egyértelmi, ezért segitségével két matrixrél kénnyen eldonthetjiik, hogy hasonléak-e.
Legyen A € C"*™ egy C feletti négyzetes matrix, és legyen ¢ a V = C" vektortér A-hoz tartozo linearis transzformé-
cioja: ¢ : V. = V, v — vA. Ekkor tehat [¢]e = A, ahol £ a standard bazis V-ben. Legyenek a ¢ transzformacio
(vagy, ha tgy tetszik az A métrix) karakterisztikus polinomjanak gyokei Aj,...,Ax € C, rendre aq,...,ay algebrai
multiplicitasokkal:
Do ~pa~ (T —A)" ..o (z— M),

Itt fontos, hogy a komplex szamtest felett dolgozunk: az algebra alaptételének koszonhetd, hogy a karakterisztikus
polinomot a fenti médon gyoktényez6k szorzatara tudjuk bontani. A most bevezetett jeloléseket az egész fejezetben
hasznalni fogjuk.



5.1. Visszavezetés nilpotens transzformacidkra

Célunk a V = C™ vektorteret p-re nézve invarians ,kicsi” alterek direkt Osszegére bontani. Az invariancia azért
fontos, hogy legyen értelme a ¢ transzforméaciot megszoritani ezekre az alterekre. A  kicsiség” pedig azért fontos,
hogy kénnyebben megérthessiik ezeket a megszoritasokat. Igy a ¢ transzformécio globalis szerkezetét feltarhatjuk a
(remélhetdleg elég egyszert) lokalis viselkedések alapjan.

El6szor idézziink fel két tényt polinomokrol, amelyekre a késGbbiek soran sziikségiink lesz.

5.1. Lemma. Két polinom legnagyobb kozds osztoja kifejezhetd a két polinom ,linearis kombinacidjaként”:
Vf,g € Clz] 3s,t € Clx] : lnko(f,g) = fs+ gt.
5.2. Lemma. A komplex szamtest felett két polinom akkor és csak akkor relativ prim, ha nincs k6z6s gyokiik:
Vf,g € Clz]: Inko(f,g) ~1 <= A€ C: f(\) =g(\) =0.

A koévetkezo két lemma azt mutatja, hogy hogyan lehet az A méatrix polinomjai segitségével olyan altereket konstru-
alni, amelyek invaridnsak az A-hoz tartozo ¢ linearis transzforméciora. Itt, és a tovabbiakban, az egyszertiség kedvéért
egy matrix magjan a standard bazisban hozza tartozoé linearis transzformacio magjat értjiik.

5.3. Lemma. Barmely f € C[z] polinomra a Ker(f(A)) < V altér invarians o-re, azaz minden v € Ker(f(A)) esetén
vA € Ker(f(A)).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy lineéris transzformacié magja mindig altér, ezért Ker(f(A)) < V. Az invariancidhoz
tegyiik fel, hogy v € Ker(f(A)), azaz vf(A) = 0. Ekkor a 4.28. Allitast hasznélva

(vA)f(A) = v(A- f(A) = v(f(4)- A) = (vf(A))A =04 =0,

hiszen v € Ker(f(A)). Ezzel belattuk, hogy vA € Ker(f(A)), azaz Ker(f(A)) valoban invarians A-ra (vagyis az
A-hoz tartozo ¢ transzforméaciora). O

5.4. Lemma. Tetszoleges relativ prim f, g € Clz] polinomok esetén Ker((fg)(A)) = Ker(f(A4)) & Ker(g(A)).

Bizonyitas. Az vildgos, hogy Ker(f(A)) C Ker((fg)(A)), mert ha vf(A) = 0, akkor v((fg)(A)) = vf(A)g(A) =
0g(A) = 0 a 4.28. Allitas szerint. Hasonloan belathato, hogy Ker(g(A4)) C Ker((fg)(A)), kovetkezésképp
Ker(f(A4)) + Ker(g(A)) C Ker((fg)(A)). Ehhez még nem is hasznaltuk azt a feltételt, hogy f és g relativ
primek.

A masik irdnyu tartalmazashoz és az 6sszeg ,direktségéhez” viszont mar sziikségiink lesz arra, hogy Inko(f, g) ~ 1,
amibdl az 5.1. Lemma alapjan kévetkezik, hogy alkalmas s, ¢ € C[z] polinomokkal fs+ gt = 1 teljesiil. Az xz = A
behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy (fs)(A)+(gt)(A) = E, és igy a 4.28. Allitast hasznalva f(A)s(A)+g(A)t(A) =
E. Ebbdl tetszbleges v € V' vektorral balrdl szorozva nyerjiik a kovetkez6 egyenlGséget, ami a bizonyitas kulcsa:

(2) vf(A)s(A) +vg(A)i(A) = v.

Igazoljuk, hogy Ker((fg)(A4)) C Ker(f(A)) + Ker(g(A4)). Ehhez elég megmutatni, hogy amennyiben v €
Ker((fg)(A)), akkor a fenti v = vf(A)s(A) + vg(A)t(A) felbontasban az elss tag eleme a Ker(g(A)) altérnek,
a mésodik tag pedig eleme a Ker(f(A)) altérnek. A 4.28. Allitas segitségével ellenérizziik, hogy a g(A) matrix

valoban annullalja a v f(A)s(A) vektort:
vf(A)s(A)g(A) = vf(A)g(A)s(A) = v((fg)(A))s(A) = 0s(A) =0,

mivel v € Ker((fg)(A)). Ez azt jelenti, hogy vf(A)s(A) € Ker g(A). Hasonloan belathato, hogy a (2) bal oldalan
allo 6sszeg masodik tagjat annullalja f(A). Ezzel megkaptuk a Ker((fg)(A)) = Ker(f(A))+Ker(g(A)) felbontast.
A 2.59. Tétel (ii) pontja szerint mar csak annak igazolasa van hatra, hogy Ker(f(A)) NKer(g(A)) = {0}. Tegyiik
fel, hogy v € Ker(f(A4))NKer(g(A)), vagyis vf(A) = vg(A) = 0. Ekkor (2) szerint v =vf(A)s(A)+vg(A)t(A) =
0s(A) + 0t(A) = 0, tehat v = 0. O

A fenti lemmat az A matrix karakterisztikus polinomjanak gyoktényezss felbontésara alkalmazva a Cayley—Hamilton-
tétel segitségével megkapjuk a V' vektortér felbontasat ,kicsi” invarians alterek direkt Gsszegére.

5.5. Tétel. Tetszsleges A € C™*" négyzetes matrix esetén a V = C™ vektortér felbomlik a kovetkezd direkt Osszegre:
V=Ker(A—ME)" & --- @ Ker(A — A\ E)*,

ahol A1,..., Ay az A matrix sajatértékei rendre aq, ..., ax algebrai multiplicitasokkal.



Bizonyitas. A Cayley-Hamilton-tétel szerint pa(A) = 0, azaz Ker(pa(A)) = V. A karakterisztikus polinom

gyoktényezss felbontasat felirva ezt igy is megfogalmazhatjuk:
V = Ker ((A “ME) (A— Xy E)® .- (A— )\kE)“k).

Az f=(x—A)" ésg=(x—A2)® ... (z— ) polinomok relativ primek, hiszen nincs kozos gyokiik (lasd
az 5.2. Lemmat). Ezért az 5.4. Lemma alapjan

V = Ker(A — M E)™ @ Ker ((A A E) (A AkE)%).
Ismét az 5.4. Lemmat alkalmazva, ezittal az f = (x — A2)?2 és g = (v — A3)®® - ... (x — A\g)** ,szereposztassal”,
kapjuk, hogy
V = Ker(A — M E)™ @ Ker(A — A\E)® @ Ker ((A CAE) L (A AkE)ak).

Hasonloan folytatva, az 5.4. Lemma ismételt alkalmazasaval végiil megkapjuk a kivant direkt felbontast:

V=Ker(A—ME)" & --- @ Ker(A — \yE)*. O

5.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy v € V'\ {0} vektor a A sajatértékhez tartozo altalanositott sajatvektora az A
métrixnak (illetve a megfelel linearis transzformaciénak), ha létezik olyan £ természetes szam, melyre v(A—AE)* = 0.

5.7. Megjegyzés. Az { = 1 esetben éppen a ,rendes” sajatvektor fogalmat kapjuk.

Figyeljiik meg, hogy a Ker(A — \;E)% altér elemei (a nullvektor kivételével) mind altalanositott sajatvektorok
(¢ = a; valasztéassal). Igy az 5.5. Tétel szerint minden vektor elGall altalanositott sajatvektorok osszegeként, azaz
létezik altaldnositott sajatvektorokbol allo bazisa V-nek.

5.8. Kovetkezmény. Tetszsleges A € C™*™ négyzetes matrix esetén a V' = C" vektortérnek létezik A altalanositott
sajatvektoraibol allo béazisa.

Emlékeztets: ,rendes” sajatvektorokbol allo bézis akkor és csak akkor létezik, ha a matrix diagonalizalhato. Igy
a fenti kovetkezmény alapjan bizhatunk abban, hogy minden matrix ,majdnem” diagonalizdlhat6é. Ez a ,majdnem
diagonalis” alak lesz a Jordan-normalalak.

Legyen W; = Ker(A — \;E)%, legyen B; béazis ebben az altérben, és legyen B = B U--- U By. Ekkor az 5.5. Tétel
szerint B bazis a V. = Wi @ --- @ W}, vektortérben. A 4.2. Allitas mutatja, hogy a ¢ linearis transzformécié matrixa
ebben a bazisban blokkdiagonalis lesz, ahol a blokkok a ¢; := ¢|w, transzformaciok matrixai a B; bazisokban (itt az
egyes nullak kiilonb6z6 mérett, altalaban nem is négyzetes nullmétrixokat jellnek):

[[901]]51 2 Q
2 [[902}]32 Q
lels = : :
0 0 . [ads

Ahhoz, hogy megértsiik a ¢ transzformacio szerkezetét, elég megérteni, hogy az egyes blokkokban mi térténik.
Legyen 1; a ¢ — A;idy transzformécié megszoritasa a W; altérre: ¢; = (¢ — A\;jidv)|lw, = @i — Aiidw,. Célunk
az eddig tetsz6legesen megvalasztott B; bazis helyett olyan F; bazist talalni W;-ben, amelyben 1; méatrixa minél
egyszeriibb szerkezetd. Ha M; jeloli ezt az ,egyszerd” matrixot, azaz [;] 7, = M;, akkor [p;]7 = M; + A\ E;, hiszen
w; = i+ A idw,. Tehat ¢ matrixa az F = F; U- - -UFy bazisban az M; 4+ \; E; blokkokbdl all6 blokkdiagonélis matrix
lesz (ahol E; a megfelels, dim W; méreti egységmatrixot jeloli):

My + M Ey 0 0
9 Mz + X By 1]
lelr =
0 0 My + M E},

Figyeljiik meg, hogy mivel W; = Ker(A — \;E)*, minden w € W; vektorra w(A — \;FE)% = 0 teljesiil, azaz
wit = 0. Tehat ¢ az azonosan nulla transzformacioja a W; vektortérnek. Az ilyen transzforméciot, amelynek
valamely hatvanya nulla, nilpotens transzformacionak nevezziik. (Eléfordulhat, hogy van a;-nal kisebb m kitevs
is, amelyre ¢7" = 0. A legkisebb ilyen m kitevst a v; transzformacio nilpotenciaindexének nevezziik.) Epp ez a
tulajdonsag az, ami miatt attértiink a ¢, transzforméciorol a ¢; = ¢; — A;idy, transzformaciora. A kovetkezSkben
latni fogjuk, hogy az ilyen nilpotens transzforméciok nem tal bonyolult szerkezettek, fel fogjuk tarni titkaikat, majd
ennek segitségével ,Osszerakjuk” ¢ blokkdiagonalis matrixat, a Jordan-normalalakot.



1. abra. Nilpotens transzformacio grafja

5.2. Nilpotens transzformacié szerkezete

Figyelem: ezen fejezet tanulmanyozasa el6tt célszerti elolvasni az F.2. fejezetet a fiiggelékben!
Legyen W egy véges dimenzios vektortér a komplex szamtest (vagy akar tetszGleges test) felett. Legyen ¢ : W —
W egy nilpotens transzformécio, és legyen m a legkisebb kitevs, amelyre 9™ = 0, ekkor tehat ™! # 0. Egy

tetszdleges v € W vektorbdl kiindulva, a v, vip, vip2, vip3, ... sorozat elébb-utobb (legkéssbb az m-edik 1épésben) eléri
a nullvektort, ami természetesen fixpontja a 1) transzformacionak. Az 1. Abra mutatja ¢ grafjanak vazlatos szerkezetét.
Minden pont W egy elemét jelképezi (mivel C feletti vektortérben dolgozunk, igazabol végtelen sok pontot kellene a
grafon 4brazolni), és minden pontbol a ¢ melletti képébe mutat a nyil. Az dbra kdzepén talalhato a nullvektor, beldle
onmagaba mutatna a nyil (hurokél), de ezt nem rajzoltuk be. A legalabb egyszer bekarikazott pontok alkotjak az
Im ) halmazt, a legalabb kétszer bekarikizott pontok az Im1)? halmazt, és igy tovabb. A szaggatott vonallal rajzolt
korok pedig a magtereket mutatjak: a legkisebb kor a Ker ) halmaz, a masodik legkisebb kor a Ker(1)?) halmaz, és
igy tovdbb. Az abran lathaté példaban m = 4, azaz ¢* = 0, ezért Im(y*) = {0} és Ker(y!) = W. Az abrarol

leolvashatoak a képterek és magterek kozotti alabbi Gsszefiiggések.

5.9. Lemma. Ha ¢ : W — W nilpotens linearis transzformacioja a W véges dimenziés vektortérnek, amelyre ™ = 0
de ™1 #£ 0, akkor

Im(y) O Im(¥?) > -~ > Im(y™) Im(y™ 1) = Im(yp™+2)
Ker(y) C Ker(?) C --- C Ker(y™) = Ker(y™*+1) = Ker(y™+2) =

= {0,
= W

Bizonyitas. Az F.1. Lemmét kell alkalmazni, felhasznalva, hogy ™ = 0 és ™1 # 0. O

5.10. Megjegyzés. A nilpotencianak koszonhetSen tovabbi Osszefiiggések is fennallnak a képterek és a magterek
kozott: Imep? C Kery™ % minden ¢ = 1,2,...,m — 1 esetén. Valoban, ha v € Im v, akkor v el6all v = ui)’ alakban,
és igy vyt = (up!)yp™ "t = uy™ = 0. Figyeljiik meg ezt az 1. abran!

5.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy a v, v1,...,vs—1 € W nemnulla vektorok Jordan-lancot alkotnak, ha v, = v, 1
teljestil minden ¢ = 0,1,...,¢ — 2 esetén.

A v bdl indulé Jordan-lanc tehat nem méas, mint vy képeinek sorozata a 1 transzformacio iterélasa soran:

VoLVlLVQL LV[,l



de a nullvektort méar nem tekintjiik a Jordan-lanc tagjanak. Az 1. abran hét Jordan-lanc lathatéd pirossal kiemelve
(rendre 4, 4, 3, 3, 2, 1, 1 hosszisaguak).

Célunk diszjunkt Jordan-lancokbol allo bazist talalni a W vektortérben. Ehhez persze sziikséges, hogy az egyes
Jordan-lancok linearisan fiiggetlen vektorrendszerek legyenek. Ezt bizonyitjuk be a kovetkezd tételben, és azt is
megmutatjuk, hogy milyen szép 1 egy Jordan-lanc altal kifeszitett altérre valé megszoritasanak matrixa.

5.12. Tétel. Legyen ¢y : W — W nilpotens linearis transzformacioja a W véges dimenzios vektortérnek, és tegyiik fel,

hogy a vqg,vy,...,ve_1 € W vektorok egy Jordan-lancot alkotnak.
(i) A vo,v1,...,vi—1 vektorok linearisan fliggetlenek.
(ii) Az U = [vo,V1,...,Ve_1] altér invarians i-re.
(iii) A ¢ transzforméacio U altérre valoé megszoritasanak matrixa a J = {vo, v1,...,Vve_1} bazisban igy fest:
0 1 0 0
0 0 0 0
[Ylols = Lo
0 0 0 1
0 0 0 0

Bizonyitas.

(i) Indirekten bizonyitunk: tegyiik fel, hogy Zf;é Aiv; = 0, de az egylitthatok nem mind nulldk. Legyen
As az elsé nemnulla egyiitthato, ekkor tehat Ay # 0, de minden i < s indexre A\; = 0. Alkalmazzuk a
p?=5~1 transzforméaciot a linearis kombinaciora, és hasznaljuk a linearitast (az s-nél kisebb indexti tagokat
elhagyjuk, mert azok 0 egyiitthatoval szerepelnek):

-1 -1
(Z AiW) P =S AV T T = A T T A ve T e AT T = 0,
i=0 i=s

A Jordan-lanc definicidja szerint a 1 leképezés hatasara minden vektor eggyel ,jobbra” lép a lancban:
vt = v;+1, de amikor az index elérné vagy meghaladné az ¢ értéket, akkor a nullvektort kapjuk (hiszen
vi_19 = 0). A *~*~! transzformécié hatasara pedig minden vektor £ — s — 1 lépést tesz jobbra, igy
vp)t™571 = v, 1, tovabba a v,y1,..., Vv, képe mar O lesz. Tehat a fenti Gsszegbdl csak egy tag marad:
AVt ™5™t = A\;vy_1 = 0. Ez ellentmondés, hiszen feltettiik, hogy A\, # 0, és a Jordan-lanc definicioja
miatt vy_1 nem a nullvektor.

(i) Ha 0 <4 </¢—1, akkor v;o = v; 41 € U, ha pedig i = £ — 1, akkor v;1) = 0 € U. Ebbdl kovetkezik, hogy az
U altér valéban invarians i-re.

(iii) A Jordan-lanc definicioja alapjan a v;1¢ vektorok koordinatai a J bazisban a kiovetkezképpen alakulnak:

Vo V1 Vo N Vy_2 Vy_1
voo [0l 1]lo]...] o 0
vie | 0] 0] 1 ]...] 0 0
vesp | 0o o ]...] 1 0
Voot | O O[O0 ]...[ 0 1
veew | ololo]...] o 0

Kovetkezzék a fenti tétel els6 allitasanak ,nagy testvére”.

5.13. Tétel. Ha ¢ : W — W nilpotens lineéris transzformécioja a W véges dimenzios vektortérnek, akkor létezik
W-nek 9 diszjunkt Jordan-lancaibol all6 bazisa.

Ennek a tételnek a bizonyitasa hosszu, ezért a fejezet végére ,szamiizziik” (lasd az F.3. fejezetet), és el6bb learatjuk
a gylimolcseit.
5.3. A Jordan-normalalak

Idézziik fel az 5.1. fejezet végén bevezetett jeloléseket: ¥; a ¢ — \;idy transzformécié megszoritasa a W; = Ker(A —
M E)* altérre. Mivel ¢; nilpotens transzformécioja a W; altérnek, az 5.13. Tétel szerint 1étezik W;-nek olyan F; bazisa,



ami diszjunkt Jordan-lancokbdl all. Ebben a bazisban v; méatrixa blokkdiagonalis lesz, ahol a blokkok az 5.12. Tétel
harmadik allitasdban leirt moédon néznek ki (annyi blokk van, ahany Jordan-lanc alkotja az F; bazist, a blokkok
méretei pedig megegyeznek a Jordan-lancok hosszaival). Példaul igy fest a méatrix, ha a bazist harom Jordan-lanc
alkotja, melyek rendre 4, 3, 3 vektorbol allnak:
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Figyeljiik meg, hogy csak a f6atlo felett vannak egyesek (minden mas elem nulla), és az egyesek sorat a blokkok hataran
egy-egy nulla szakitja meg. A ¢ transzformacid6 W;-re vald6 megszoritasanak métrixa csak annyiban kiilonbozik a
fentit6l, hogy a f6atlon mindeniitt A; all:

i 0 0
0 A 0
0 0 N
0 0 0 N
lpils = M; + ME; = )(\)Z
0 0 N\
N 0
0 N\
0 0 X

Hogy kénnyebben le tudjuk irni az ilyen szerkezet matrixokat, bevezetiink egy jelolést.

5.14. Definicié. Tetsz6leges A € C és ¢t € N esetén a A-hoz tartozo t méretii Jordan-blokkon a kovetkezd matrixot

értjik:
A1 ... 00
0O X ... 00
D=1 1 0o fect
0 0 ... X1
0 0 0 A

(Figyeljiik meg, hogy a Jy; matrix egyetlen sajatértéke A. Keresztkérdés: mennyi enneck a sajatértéknek az algebrai,
illetve geometriai multiplicitasa?) Ezzel a jeloléssel a fenti példaban szerepls 10 x 10-es matrix igy irhaté le tomorebben:
Jrna 0 0
lodr =Mi+ NE;=| 0 Jxs 0 | =diag(Jx 4,3, Ix.3)-
0 0 Jys3

iy

Mivel V. = W1 & --- @ W}, (lasd az 5.5. Tételt), az F; bazisok egyesitése bazisa V-nek, és ebben a bazisban ¢ méatrixa
a fentihez hasonlo matrixokbol 4ll6 blokkdiagonalis matrix (egy M; + \; E; matrix t6bb Jordan-blokkbol allhat!):

[pi]l= 0O 0 My + M E; 0 0
0 2] A 0 0 My + A2 Es 0
[[‘Pﬂ]—' = . . . . = .
0 0 ler]F. 0 0 My, + M\ By

Azt kaptuk tehét, hogy a komplex szdmtest felett minden lineéris transzforméaciohoz van olyan bézis, melyben
a transzformécio méatrixa a fenti alakt, azaz Jordan-blokkokbdl allo blokkdiagonalis méatrix. Figyelembe véve, hogy
két matrix akkor és csak akkor hasonld, ha ugyanannak a transzformacionak kiilénbo6z6 béazisokban felirt matrixai,
kimondhatjuk a kovetkezs tételt.

5.15. Tétel. Minden A € C™*™ maétrix hasonlo egy blokkdiagonalis alaka J € C"*™ maétrixhoz, melynek blokkjai
mind Jordan-blokkok:

J = diag(JAl,tlyl, ey J>\17t1,g1’ ey J)\katk,l gee ey J>\k1tk,gk )
Itt A1, ..., \x az A matrix sajatértékékei. A J matrixot (amely a benne szerepl$ Jordan-blokkok sorrendjétél eltekintve

egyértelmtien meghatarozott), az A matrix Jordan-normalalakjénak nevezziik.




5.16. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy két Jordan-normalalak akkor és csak akkor hasonld, ha legfeljebb csak
a benniik szerepld Jordan-blokkok sorrendjében térnek el. Igy a Jordan-normaélalakok ismeretében nagyon kénnyt
eldonteni, hogy a komplex szamtest felett hasonlé-e két méatrix: A ~ B akkor és csak akkor teljesiil, ha A-nak és
B-nek ugyanazok a sajatértékei, és minden egyes A sajatérték esetén A\-hoz ugyanannyi és ugyanolyan méretii Jordan-
blokk tartozik A-nal, mint B-nél.

5.17. Megjegyzés. Nem nehéz belatni, hogy a \; sajatértékhez tartozé Jordan-blokkok szdma nem mas, mint \;
geometrial multiplicitasa, ezért hasznaltuk erre a fenti tételben a g; jelolést. Az is vilagos, hogy A; algebrai multip-
licitasa a hozza tartoz6é Jordan-blokkok méreteinek dsszege: a; = t;1 + -+ + t; 4,. (Keresztkérdés: hogyan lehet a
Jordan-normalalakbol kiolvasni a minimalpolinomot?)

6. Euklideszi terek

6.1. Bilinearis leképezések

6.1. Definicié. Legyenek U és V vektorterek a T test felett. Azt mondjuk, hogy £: U x V' — T bilineéris leképezés,
ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(1) YVui,up e U Vv € V: l(u; +ug,v) =£(u,v) + {(uz, v);
(2) VueUVWVveVVAeT: {(Iu,v)=M(u,v);
(3) Vue U Vv, vp € Vil(u, vy +va) =L(u,vi) + £(u, va);
(4) Yue U Vv € VYA€ T: £(u,\v) = M(u, V).

6.2. Tétel. Legyen ¢: U x V — T bilinearis leképezés, legyen £: eq,...,e, bazisa U-nak és F: fi,..., f,, bazisa
V-nek. Ekkor létezik egy egyértelmiien meghatarozott A € T"™*™ métrix, amelyre minden u € U és v € V esetén

((u,v) = [u]e-A-[v]F.

Bizonyitas. Az egzisztencia bizonyitasahoz tekintsiink tetszéleges u € U és v € V vektorokat, és legyen
[ule = x = (x1,...,2,) & [V]r =y = (¥1,---,Ym). A Dbilinearitast kihasznalva igy szamolhatjuk ki ¢(u,v)

értékeét: . .
l(u,v) = f( Zmiei, Z yjfj) = Z ziy;l(ei, £;).
i=1 j=1 i,j

Ez épp azt jelenti, hogy a;; = {(e;, f;) esetén az A = (a;;) € T™ ™ métrixra £(u,v) = xAy" = [u]s - A - [v]F=.
Az egyértelmiség igazoldsahoz tfh. az A = a;; matrix rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. Az u = e;, v = {;
szereposztéassal azt kapjuk, hogy

i j
e, £;) = [eie - A-[£]]% = (0,...,0,1,0,...,0)- A-(0,...,0,1,0,...,0)" = a;;.
Tehat A nem lehet méas, mint az (e;, f;) szamokbol alkotott matrix. O
6.3. Definicié. A fenti tételben szerepld A matrixot az ¢ bilineéris leképezés matrixanak nevezziik (az £ és F bazi-

sokban). Jelolés: A = [{]¢,r. Ha U =V és & = F, akkor [{]¢ ¢ helyett hasznaljuk az [¢]¢ egyszerisitett jelolést. Az
L(u,v) = Zl ; Qi TiY; felirast a bilinearis leképezés koordinatas alakjanak hivjuk.

6.4. Példa. A V = R? vektortéren a skaldris szorzat bilinearis leképezés: £(u,v) = |u| - |v| - cos, ahol « az u és v
vektorok altal bezart szog. A koordinatas alak: 1y + xoyso.

6.5. Példa. Tekintsiik a V = R? vektortéren az alabbi bilinearis leképezést:
U(x,y) = (w1, 22,73), (Y1,Y2,Y3)) = T1y1 + Tay2 + 3x3y3 + 2x1Yy2 + 2T2y1 + 21Y3 + T3y1 + Tayz + T3Yo.

Ez méar eleve koordinatas alakban van megadva, ezért a standard bazisbeli matrixat egyszertien leolvashatjuk az
egyitthatokbol:

1 2 1
A=[e=2 1 1
11 3
(Az a tény, hogy ¢ felirhaté £(x,y) = xAy" alakban egytittal igazolja is, hogy ¢ bilinearis.)

6.6. Tétel. Legyen ¢: V x V — T bilinearis leképezés, és legyen &, F két bazisa V-nek. Ekkor
[r=[F — &) [ - [F — "



Bizonyitas. Az egyszertiség kedvéért hasznaljuk az A = [{]s és S = [F — &] jeloléseket, tovabba legyen
x = [u]e, X' = [u]r ésy = [v]e, ¥y = [v]#, ahol u,v € V tetsz6leges vektorok. A 3.35. Allitas els6 pontja
szerint x = x’S és hasonloan y = y’S. Helyettesitsiik be ezeket a bilinearis leképezés £ bazisbeli matrixat definialo

l(u,v) = xAyT 6sszefiiggésbe:
l(u,v) = xAyT = (x'S)A(y’S)T =x'(SAST)y'".

A 6.2. Tétel egyértelmiiségi része szerint ebbdl kovetkezik, hogy [¢(] = SAST.

((u,v) = [u]e - [er- [VIF =xAy" =) ayzy;
i

[r = [F — €] - [e - [F — €]F = SAST.

J

.

6.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az £: V xV — T bilinearis leképezés szimmetrikus, ha barmely u, v € V vektorokra
L(u,v) = £(v,u) teljesiil.

6.8. Teétel. Tetszdleges £: V x V' — T bilinearis leképezés esetén ekvivalensek az alabbiak:
(i) ¢ szimmetrikus;
(ii) ¢ matrixa V' barmely bazisaban szimmetrikus;

(i) ¢ méatrixa V' valamely bazisaban szimmetrikus.

Bizonyitds. Hasznaljuk a 6.6. Tétel bizonyitasaban bevezetett jeloléseket. Vilagos, hogy (i) = (ii), hiszen ha
¢ szimmetrikus, akkor a;; = {(e;,e;) = l(e;,e;) = a;;. A (ii) = (iii) kovetkeztetés (majdnem) trivialis. Végiil
(iii) = (i) bizonyitasahoz tth. a V vektortér valamely £ bazisara A = [{]¢ szimmetrikus méatrix. Tetszdleges
u,v € V vektorokra £(u,v) € T egy 1 x 1-es métrix, igy megegyezik a sajat transzponaltjaval: £(u,v)T = £(u,v).
Ezt, valamint A szimmetriajat kihasznalva belatjuk, hogy ¢(u,v) = {(v,u):

((u,v) = Lu,v)T = (xAyT)T = yATXT = yAxT = (v, u). O

6.2. Kvadratikus alakok

6.9. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett. Azt mondjuk, hogy ¢: V — T kvadratikus alak, ha létezik olyan
£:V xV — T szimmetrikus bilineéaris leképezés, amelyre ¢(v) = £(v,v) minden v € V vektorra.

6.10. Teétel. Ha T szamtest, akkor barmely T feletti kvadratikus alak egyértelmtien meghatarozza a hozza tartozo
szimmetrikus bilineéris leképezést.

Bizonyitas. Tfh. a ¢ kvadratikus alak az ¢ szimmetrikus bilinearis leképezésbél szarmazik, azaz q(v) = £(v, V)
minden v € V vektorra. Szamitsuk ki g(u + v) értékét, felhasznalva ¢ bilinearitasat és szimmetriajat:

glu+v)=~Llu+v,u+v)=~»L(u,u)+L(u,Vv)+L(v,u)+L(v,v)=q(u) + 2l(u,v) + q(Vv).

Innen mar kénnyen kifejezhetjiik az ¢ bilinearis leképezést a g kvadratikus alakbol:

(3) t(u,v) = 2 - (q(u+v) —q(u) - g(v)). 0

DN | =

6.11. Megjegyzés. A fenti tétel nemcsak szamtestekre igaz, hanem minden olyan testre, ahol 1+ 1 # 0 (itt 0 és 1 a
test additiv és multiplikativ egységelemét jeloli). Példaul a T' = Z,, testre p > 2 esetén igaz a tétel (keressiink példat,
ami mutatja, hogy p = 2 esetén nem igaz!). A (3) Osszefliggést szokas polarizacios azonossdgnak nevezni.

6.12. Megjegyzés. Ha az : V x V — T szimmetrikus bilinearis leképezés méatrixa az £ bazisban A = [{]¢, akkor a
megfelels q(v) = £(v,v) kvadratikus alak koordinatas alakja egy T feletti homogén masodfoka polinom:

q(v) =4(v,v) = xAxT = Zaijzixj (ahol x = [v]¢).



6.13. Példa. A 6.5. Példaban szerepld bilinearis leképezés szimmetrikus; a neki megfelels kvadratikus alak:
q(x) = £(x,x) = 23 + 23 + 322 + 4a120 + 22123 + 270y3 = XAX".

T6bb olyan B € R3*? matrix is van, amelyre ¢(x) = xBxT, példaul
1 2 1 1 3 0
¢x) =x-12 1 1| -xF =x-(1 1 2] -x".
11 3 2 0 3

Megfelel§ szimmetrikus méatrix azonban csak egy van: a kvadratikus alakban z;z; egyiitthatojat ,igazsagosan” kell
elosztani a matrix a;; és aj; eleme kozott minden i # j esetén.

6.14. Definicié. A q: V — T kvadratikus alak &£ bazisbeli [¢]s métrixan a neki megfelel6 szimmetrikus bilinearis
leképezés matrixat értjiik (itt fel kell tenniink, hogy T' szamtest vagy legalabbis olyan test, amelyben 1 + 1 # 0; lasd
a 6.11. Megjegyzést). Tehat [¢]s nem méas, mint az az egyértelmiien meghatérozott A € T™*™ szimmetrikus matrix,
amelyre ¢(v) = xAxT minden v € V vektorra (szokas szerint az x = [v]¢ jelolést hasznalva).

6.15. Definici6. Legyen ¢(x) = xAx' = Y a;jz;z; kvadratikus alak a 7™ vektortéren (vagy, ha tugy tetszik,
T|x1,...,2,)-beli homogén masodfokt polinom). Vezessiik be az 4 y1,...,y, viltozokat, amelyek linearis fiiggvé-
nyei az 1, ..., T, valtozoknak:

Y1 = C11%1 + C21%2 + ... Cp1Tn;

Y2 = C12%1 + C22T2 + ... Cp2Znp;
Yn = C1pn®1 + C2nx2 + ... CppTn.

A C = (¢;5) € T™*™ maétrix segitségével témorebben is leirhatjuk a valtozotranszfoméaciot: y = xC. Feltessziik, hogy
C nemelfajulé matrix; ekkor a valtozoécsere ,visszacsindlhaté™ x = yS, ahol S = C~'. A ¢ kvadratikus alakot az
Y, ..., Yn Valtozok fiiggvényeként felirva egy 4j ¢’ kvadratikus alakot kapunk, melynek matrixa SAST:

q(x) = q(yS) = (y9)A(yST) = ySASTy" = ¢(y).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy a ¢’ kvadratikus alakot nemelfajulé linearis helyettesitéssel kaptuk a ¢ kvadratikus alakbol.

6.16. Megjegyzés. Nemelfajuld linearis helyettesitések egymésuténja is nemelfajuléd linearis helyettesités: ha az elsé
helyettesités matrixa C7, a masodiké pedig Cs, akkor a két helyettesités egymas utani elvégzését a C1Cy matrix irja
le, és persze det(C1Cq) = det(Cq) - det(Cs) # 0.

6.17. Megjegyzés. A 6.6. Tétel szerint ha a q: V' — T kvadratikus alak matrixa az £ bazisban A = [q]¢, az F
bazisban pedig B = [¢] 7, akkor B = SAST, ahol S = [F — £]. Ezt sszevetve a 6.15. Definiciéval azt latjuk, hogy a
nemelfajulo linearis helyettesités lényegében ugyanaz, mint a més bazisra valo attérés, hiszen a bazisattérések matrixai
pontosan a nemelfajuldo matrixok (lasd a 3.36. Tételt).

6.18. Definicié. A ¢: V — T kvadratikus alak rangjan maéatrixanak rangjat értjiik. Ez nem filigg a bézis megva-
lasztasatol, mert ha A és B két kiilonbozé bazisbeli matrixa a ¢ kvadratikus alaknak, akkor B = SAST, ahol S a
bazisdtmenet matrixa. Mivel S nemelfajulé matrix, r(A) = r(SAST) = r(B) a 2.75. Tétel szerint.

6.19. Definicié. Azt mondjuk, hogy a q: V' — T kvadratikus alak az £ béazisban kanonikus alakd, ha [¢]e diagonalis
matrix. A koordinatés alak ebben az esetben igy fest (az A = (ai;) = [¢]¢ jeloléssel):

q(v) = xAx" = Z @ijTiTj = a0} + a20x3 + - + appa’ (ahol x = [v]¢).
1.3

6.20. feladat. Hozzuk nemelfajuld linearis helyettesitéssel kanonikus alakra az alabbi ¢ kvadratikus alakot:

q= 33% + x% + 33@% + dx1x9 + 22123 + 2T073.

Megoldas. Alakitsuk teljes négyzetté az x1-et tartalmazo tagokat:
q= (21 + 220 + 23)% — 3235 + 233:2), — 2x023.
Vezessiik be x1 helyett az y; = x1 + 2z5 + 3 1Gj valtozot.:

q=vyi—3r3+ 2x§ — 22923,



Alakitsuk teljes négyzetté az xo-t tartalmazo tagokat:

2 1 27,
q=1y] — 3(962 + gxg) + §x3
Vezessiik be x5 helyett az yo = 9 + %1’3 4j valtozot, és — csak a szépség kedvéért — nevezziik at x3-at ys-ra. Ezzel
meg is kapjuk ¢ egy kanonikus alakjat:

7
~va.

qzyf—3y§+3

Ellendrzés. Irjuk fel a helyettesités C' matrixat:

1 0 0
(y17y27y3):y:XC:(‘TlamexS)' 2 1 0
1 1/3 1

A C matrix determinansa 1, ezért a helyettesités valoban nemelfajulo. Ellendrizziik magét a kanonikus alakot is
(lehet szamitogéppel is):

7 1 2 7
y3 (z1 + 229 + 23)% — 3(362 + *.133) + ga:% =22+ x% + Sx?), + 4129 + 22123 + 22023. V'

—3
y2+3 3

Ellenérizhetjiik a megoldast matrixokkal is. Legyen A az eredeti kvadratikus alak matrixa, és legyen S = C 1.
Ekkor SAST diagonalis matrix lesz, és a féatlojaban épp a kanonikus alak egyiitthatoi szerepelnek:

1 0 0 12 1\ /1 -2 -1/3 1 0 0
SAST = | -2 1 o)-f2 1 1)fo 1 —13] =0 -3 o0 |. o
-1/3 -1/3 1 113/ \0o 0o 1 0 0 7/3

6.21. Tetel. Legyen ¢: V — T kvadratikus alak a T szamtest feletti V' végesdimenzios vektortéren. Ekkor létezik
V-nek olyan £ bazisa, amelyben ¢ kanonikus alakt, azaz [¢]e diagonalis matrix.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 15.7. Tétel. O

6.22. Megjegyzés. A 6.17. Megjegyzés szerint a fenti tétel igy is megfogalmazhaté: minden szamtest feletti kvadra-
tikus alak nemelfajulé lineéaris helyettesitéssel kanonikus alakra hozhat6. Egy masik megfogalmazas: ha T szamtest,
akkor minden A € T™*" szimmetrikus matrixhoz van olyan S € T"*" nemelfajulé matrix, amelyre SAST diagonalis
matrix.

6.3. Valds kvadratikus alakok

6.23. Definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢: V — R valds kvadratikus alak az £ bazisban normalalakia, ha [¢]e olyan
diagonalis matrix, amelyben a f8atlon csak 1, —1 és 0 szerepel (nem kell mindharom szamnak megjelennie). A
koordinatas alak ebben az esetben a valtozok sorrendjének erejéig igy fest (az A = (a;;) = [q]¢ jeloléssel):

q(v) = xAxT Zaz]z Tj=ai 4T —apy — o — X (ahol x = [v]¢).

6.24. Tétel. Legyen ¢: V — R kvadratikus alak a valos szamtest feletti V' végesdimenzios vektortéren. Ekkor létezik
V-nek olyan bézisa, amelyben ¢ normalalaki.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 16.2. Tétel. O

6.25. feladat. Hozzuk nemelfajulo linearis helyettesitéssel normalalakra az alabbi g valos kvadratikus alakot:

q= x% + x% + 3:5% + dxix9 + 22123 + 2T073.
Megoldas. A 6.20. feladat megoldasdban mar kanonikus alakra hoztuk a kvadratikus alakot:

7
JU3-

q=y5—3y§+3

Vezessiik be a 21 = y1, 20 = V32, 23 = fyg 4j valtozokat; ez nyilvan nemelfajul6 lineéris helyettesités. Ezzel ¢
maris normaélalakot 6lt:
q= z% - zg + z§ <



6.26. Tétel Sylvester-féle tehetetlenségi tétel. Valos kvadratikus alak normaéalalakjaban a pozitiv, negativ és nulla
tagok széma nem fligg a béazis megvalasztasatol, azaz a normaélalak a tagok sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien
meghatarozott.

Bizonyitas. Lasd [SzL] 16.3. Tétel. O

6.27. Definicié. Legyen ¢: V — R kvadratikus alak a valos szamtest feletti V' végesdimenzios vektortéren. Azt
mondjuk, hogy

(i) ¢ pozitiv definit, ha ¢(v) > 0 minden v € V vektorra, és ¢(v) =0 < v = 0;
(ii

)

) ¢ pozitiv szemidefinit, ha ¢(v) > 0 minden v € V vektorra, és van olyan w # 0 vektor, amelyre ¢(w) = 0;
(iii) ¢ negativ definit, ha ¢(v) < 0 minden v € V' vektorra, és ¢(v) =0 <= v =0;

)

(iv) ¢ negativ szemidefinit, ha ¢(v) < 0 minden v € V vektorra, és van olyan w # 0 vektor, amelyre g(w) = 0;

(v) ¢ indefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értéket is.

6.28. Tétel. Legyen g: V — R kvadratikus alak a valos szamtest feletti V' végesdimenzios vektortéren, és legyen
dimV = n. Ekkor

(i) q akkor és csak akkor pozitiv definit, ha normélalakja z? + - -- + 22;

(ii) ¢ akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha normélalakja 2% + - - - + 22, ahol r < n;

2.

no

2

)

)
(iii) ¢ akkor és csak akkor negativ definit, ha normélalakja —22 — -+ — z
(iv) q akkor és csak akkor negativ szemidefinit, ha normalalakja —2% — - - — 22, ahol r < n;
)

(v) g akkor és csak akkor indefinit, ha norméalalakjaban fellép pozitiv és negativ elGjeld tag is.
Bizonyitas. Trivialis. O

6.29. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A € R"*" szimmetrikus matrix pozitiv definit, ha az xAx T valés kvadratikus
alak pozitiv definit.

6.30. Tétel. Az A € R™*™ matrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha létezik olyan P € R™*™ nemelfajuld matrix,
amelyre A = PPT.

Bizonyitas. A feltétel elegenddségének bizonyitasahoz tfh. A = PPT, ahol P € R™ " nemelfajulé matrix.
Vildgos, hogy ekkor A szimmetrikus. Legyen x € R" tetszSleges vektor és legyen y = xP. Ekkor xAxT =
(xP)(P™xT) =yy" =y? +--- +y2. Ez nyilvan mindig nemnegativ, és nullat csak y = 0 esetén kapunk, utébbi
pedig csak x = 0 esetén fordulhat els, hiszen P nemelfajuld. Tehat A valéban pozitiv definit matrix.

A sziikségesség bizonyitasahoz tfh. A pozitiv definit, és tekintsiik a ¢ = xAxT valés kvadratikus alakot; ekkor
persze A = [q]e. Mivel q pozitiv definit, normélalakja y?+- - -+y2, azaz van R"-nek olyan F bézisa, amelyben [¢] »
az egységmatrix. Az [F — £] bazisatmenet-métrixot S-sel, ennek inverzét pedig P-vel jeldlve [q] = E = SAS™,
amibél A = PPT kovetkezik. O

6.31. Definicié. Az A € T™*"™ matrix k-adik féminoran a bal fels§ k x k-as aldeterminansat értjiik:

ail ai12 ... A1k
as1 a922 ... A2k
ar1 QA2 N

6.32. Tétel. Egy A € T™*"™ szimmetrikus valos méatrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha minden f6minora
pozitiv.



6.4. Az euklideszi tér fogalma, norma és szog

6.33. Definicié. Euklideszi térnek neveziink egy V valés vektorteret, ha értelmezett rajtaegy £: V xV — R szimmetri-
kus bilineéris leképezés, amelyhez pozitiv definit kvadratikus alak tartozik. Az ¢ bilinearis leképezést belsé szorzatnak

nevezzilk, és a tovabbiakban az (u,v) = f(u,v) jeldlést hasznaljuk. A v € V vektor normajén a ||v|| = +/(v, V)
nemnegativ valds szamot értjiik, az |u — v|| nemnegativ valos szamot pedig az u és v vektorok tavolsaganak nevezziik.

6.34. Példa. A V = R" vektortér euklideszi tér az (x,y) = 2191 + -+ + TpyYn = X -y © belss szorzattal. Az x € R”
vektor norméja ebben a térben ||x|| = y/2? + -+ + 22. Altalanosabban, tetszdleges A € R™*" pozitiv definit matrix
esetén xAyT belss szorzatot definial az R™ vektortéren, és minden belsé szorzat felirhaté ilyen alakban.

6.35. Példa. Legyen /2 a négyzetesen Osszegezhets valos sorozatok vektortere: (xq,mwa,...) € £2 <= > 22 < oo.
(A jellésben szerepld ¢ betiinek semmi koze a bilinearis leképezésekre hasznélt £ betithoz.) Ekkor ¢2 euklideszi teret
alkot az (x,y) =Y .~ | ZnY, belsd szorzattal.

6.36. Példa. Legyen L? a négyzetesen integralhato valos fiiggvények vektortere: f € L? <= [ f?(z)dx < co. Ekkor
L? euklideszi teret alkot az (f,g) = [ f(x)g(x) dz belss szorzattal.

6.37. Tétel (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlGtlenség). Tetszoleges V euklideszi tér és u,v € V vektorok
esetén
[(w, v)| < Jlul[ - [[v].

Bizonyitas. Rogzitett (de tetszileges) u és v vektorokra szamitsuk ki Au 4+ v norméjanak négyzetét, mint a A
valos paraméter fliggvényét, felhasznalva a bels szorzat bilinearitasat és szimmetriajat:
M+ v|[? = Qa4+ v, \u+v) = Qu, ) + (A, v) + (v, Au) + (v, V)
= A% (u,u) + 2\(u,v) + (v, V)
= N[ufl* + 2 (u, v) + [[v]*.
Mivel ||[Au + v||? mindig nemnegativ, a kapott méasodfoku fiiggvénynek legfeljebb egy valés zérushelye van, igy

diszkrimindnsa nem pozitiv:
2
(2(u,v))" =4~ [[ul*- [Iv]* < 0.

Ebbdl mar egyszeri atrendezéssel megkaphato a bizonyitandé egyenlGtlenség. O

6.38. Kovetkezmény (haromszég-egyenl6tlenség). TetszGleges V euklideszi tér és u, v € V vektorok esetén

la+ vl < [[ul] + [[v]].

Bizonyitas. A bels6 szorzat bilinearitasat és szimmetriajat, valamint a norma(négyzet) definiciojat hasznalva
kénnyen levezethet a haromszog-egyenlGtlenség a CSEB-egyenlGtlenségbdl:

Ju+v]? = (a4 v, v) = (wu) +20u,v) + (v,v) =

2
= [[ull* +2(u,v) + [v]* < ful* + 2 ull - [IvI] + [vII* = (] + [Iv])™

O

6.39. Definici6. Legyenek u és v nemnulla vektorok egy uklideszi térben. A CSEB-egyenlétlenség szerint létezik egy
egyértelmtien meghatarozott a € [0, 7] sz0g, amelyre (u,v) = |lu|| - ||v|| - cosa. Ezt az « szoget az u és v vektorok
altal bezart szognek nevezziik.

6.40. feladat. Hatérozzuk meg az R* euklideszi térben az u = (1,1,1,1) és v = (3, —1,3, —1) vektorok hosszat és az
altaluk bezart szoget.

Megoldas.

1
{u, v) = arccos — ~ 63° ¢

u =\/AI:2, v :\/%:2\/5, u,v) =4, £(u,v) = arccos ————
Ju] vl (u,v) (w,v) it =
6.5. Ortogonalitas

6.41. Definicié. Legyen V egy euklideszi tér.

(i) Azt mondjuk, hogy u,v € V ortogonalisak, ha derékszoget zarnak be, azaz (u,v) = 0. Jelolés: u L v.



(ii) A vy,...,vg € V vektorrendszert ortogondlis vektorrendszernek nevezziik, ha a vektorok paronként merdlegesek,
azaz v; L v; minden ¢ # j esetén.

(iii) Ha egy ortogonalis vektorrendszer minden elemének 1 a normaja, akkor ortonormalt vektorrendszernek nevezziik.
A Kronecker-delta szimbolum segitségével ezt igy frhatjuk le témdren: vy, ..., vy akkor és csak akkor ortonormalt
vektorrendszer, ha (v;,v;) = d;; minden i # j esetén.

6.42. Tétel. Minden nemnulla vektorokbol 4ll6 ortogonalis vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Legyen vy,..., vy € V nemnulla vektorokbol 4ll6 ortogonalis vektorrendszer egy V euklideszi térben.
Tfth. 0 = A\yvy + -+ - + A\pvy valamely Aq, ..., \p € R egyiitthatokra. Szamitsuk ki mindkét oldal bels6 szorzatat
a v; vektorral, a jobb oldalon a belsé szorzat els§ valtozo szerinti linearitdsat hasznalva:

k k
0=1(0,v;) <Z)\ vq,vj> *Z()\ivq;,vj) :Z/\i<vi,vj>.
i=1 i=1
Az ortogonalitasi feltevés miatt ¢ # j esetén (v;,v;) = 0, ezért az Gsszeghdl csak a j-edik tag marad meg:
0=(0,v;) = \;{v;,v;) = \j|[v;]|>. Mivel v; # 0, a normaja sem nulla, tehat sziikségképpen \; = 0. Ez minden
j €{1,...,k} indexre érvényes, tehat a vektorrendszeriink valoban linearisan fiiggetlen. O
6.43. Definicié. Az ey, ...,e, vektorrendszert ortonormalt bazisnak nevezziik a V euklideszi térben, ha ortonormaélt
és bazisa V-nek.
6.44. Tétel (ONB-ben szép az élet). Legyen V végesdimenzios euklideszi tér, és legyen £: ey, ..., e, ortonormalt

bazisna V-nek. Ha [u]e = (z1,...,2n) és [vV]e = (y1,...,yn), akkor
(1) zj:<uaej> (jil,...,’ﬂ);
(11) (u,v} =11+ F TuYn = [[ll]]g ' [[Vﬂg;
(iii) |lu|| = 22+ + 2.
Bizonyitas. A koordinatasor definicija szerint u =) . | x;e;.

(i) Szamitsuk ki az (u,e;) bels6 szorzatot a belsé szorzat elsé valtozo szerinti linearitasat és a bazis ortonor-
maéltsagat hasznalva:

k k
(u, e;) E ;€ €5 ) = E (xie;,€j) E zi{€e;,ej) = E 205 = ;5.
i=1 i=1

(ii) A fentihez hasonléan szamolunk, de most két ,szummaéat” is fel kell bontanunk a belsd szorzat bilinearitasat

hasznélva:
n n n n
v) = <ineiv Zyjej> = Z (zi€i, yje5) = Z zy;(e; e;) = Z zy;0;5 = leyl
i=1 j=1 i5=1 i,j=1 ij=1
(iii) Ez tistént kovetkezik a masodik allitasbol.
O

6.6. Ortogonalis vetiilet, ortogonalizacié
6.45. Lemma. Legyen V euklideszi tér és u, vi,...,vi € V. Ha u ortogonélis a v; vektorok mindegyikére, akkor

ortogonélis ezek minden linearis kombinéciojara, azaz az S = [vy, ..., vi] altér minden elemére.

Bizonyitas. Tfh. (u,v;) = 0 minden i-re, és legyen v = > \;v; tetszlleges eleme az S altérnek . Szamitsuk ki a
(u,v) belss szorzatot, kihasznalva a masodik valtozo szerinti linearitést:

k k k k
(u,v) = <u7 Z/\ivi> = Z(u, Aivi) = Z)\i<u, vi) = Z/\i -0=0.

i=1 i=1 i=1

Tehat u valéban ortogonélis minden v € S vektorra. O

6.46. feladat. Bontsuk az u vektort egy v-vel parhuzamos u| és egy v-re merdleges u  vektor Osszegére, ahol

u=(3,55), v=(1,23).



Megoldas. Az u) vektort u = Av alakban keressiik, és a A egyiitthatot tgy kell megvalasztanunk, hogy az
u, :=u —uy vektor merdleges legyen v-re:

(ur,v) = (u—uj,v)=(u—-Av,v) = (u,v) — A(v,v) = 0.
Innen ki tudjuk fejezni a A egyiitthatot, és ezzel megkapjuk az uj és u, vektorokat:

wv) 28 _, ) = )

(v,v) 14 v=u-—2v=(11,-1)

v =2v = (2,4,6), uJ_:u—<

Interaktiv abra: http://www.math.u-szeged.hu/“twaldha/tanitas/linalg2bsc_20230sz/gs-sage.html. ¢

6.47. Lemma. Legyen V euklideszi tér, legyen vi,..., vy € V nemnulla vektorokbol 4ll6 ortogonalis vektorrendszer,
és legyen S = [vy,...,vg] < V. Tetsz6leges u € V vektor egyértelmtien felbonthaté u = uj +u, alakban, ahol uj € S
és u, ortogonalis az S altérre (azaz ortogonalis S minden elemére):

k

k
=Y e e )
i=1 Vlvvl i=1 <viavi> !

Bizonyitas. A 6.42. Tétel szerint vy, ..., vy bazisa az S altérnek, ezért minden eleme egyértelmien felirhatd
>~ Aiv; alakban. Keressiik tehat az uj vektort is uj = ) A;v; alakban, és vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz u —u
ortogonalis a v; vektorra:

(u—u) Lv; <= (u—u|,v;) =0 <= (u,v;) — (u,v;) =0 <= (u,v;) = (uj,v;).

Szamitsuk ki az (u), v;) belsé szorzatot a belsd szorzat elsé valtozo szerinti linearitasat hasznalva:

k k
(uy, v;) <Z)\ Vi, VJ> = Z()\Z—vi,vJ) = Z)\i<vi,vj>.
i=1 i=1
Az ortogonalitasi feltevés miatt ¢ # j esetén (v;,v;) = 0, ezért az Gsszegbdl csak a j-edik tag marad meg:

(up,vj) = Aj(vj,v;). Azt kaptuk tehat, hogy u, := u — uj akkor és csak akkor lesz ortogonalis mindegyik v

vektorra, ha (u,v;) = A;(v;,v;), azaz A\; = %

elemére (lasd a 6.45. Lemmat). O

Ezekkel az egyiitthatokkal u; mer6leges lesz S minden

6.48. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy uj az S altérnek az u vektorhoz legkdzelebbi pontja, igy |[u. || nem mas,
mint az u vektornak az S altértsl valo tavolsaga (HF).

6.49. feladat. Bontsuk az u vektort egy S-sel parhuzamos u; és egy S-re merdleges u  vektor Osszegére, ahol

u=(9,1,1), 5=[(1,23),(3,55)].

Megoldas. A 6.46. feladatban méar meghataroztunk egy vy, vo ortogonalis bazist az S altérben: v; = (1,2, 3),
vy = (1,1,-1). A keresett u); vektor nem mas lesz, mint az u vektor vi-gyel parhuzamos komponensének és
vay-vel parhuzamos komponensének Gsszege, u; pedig a ,maradék” lesz:

<u7V1> vy 4+ <u7V2> Vo =V + 3V2 = (4a570)7

u =
! (vi,v1) ' (va,v2)
UJ_:u_ <u7v1> 'Vl_ <u7v2> 'V2:u_V1_3V2:(5,_471).
<V17V1> <V23V2>

Interaktiv abra: http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/linalg2bsc_20230sz/gs-sage.html. o

6.50. Tétel (Gram—Schmidt-ortogonalizacié). Legyenek uy, ..., uy linearisan fiiggetlen vektorrendszer a V euklideszi
térben. Ekkor létezik olyan v, ..., vy ortogonalis vektorrendszer, amelyre [u,...,u;] = [v1,...,Vv;] teljesiil minden
je{l,...,k} indexre.

Bizonyitas. A vektorok szama szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. A k = 1 esetben nyilvan vi = wy
megfelels lesz. Az indukeios lépéshez tfh. (k— 1)-elemt vektorrendszerekre igaz az allitas (indukcios hipotézis), és
tekintsiink egy k-elemt ug, ..., u; linearisan fiiggetlen vektorrendszert. Az indukcios hipotézist az uy,...,ux_1
linearisan fiiggetlen vektorrendszerre alkalmazva kapjuk, hogy léteznek olyan paronként ortogonalis vy, ..., vi_1 €
V vektorok, amelyre [uy,...,u;] = [v1,...,v;] teljesiil minden j € {1,...,k — 1} indexre.


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/gs-sage.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/gs-sage.html

Vegyiik észre, hogy a vi,...,vg_1 vektorok egyike sem lehet nullvektor, mert dim[vy,...,vi_1] =

dim[uy,...,u,—1] = k — 1 az uy,...,u,_1 vektorok linearis fiiggetlensége miatt. Legyen vi az ug vektor
[Vi,...,VE_1] altérre merdleges komponense (lasd a 6.47. Lemmat):
() v =y~ Vi) o W)

(vi,v1) (Vik—1,VE—1)
Ekkor vi ortogonalis a vi,...,vi_1 vektorok mindegyikére, ezért vi, ..., vy ortogonalis vektorrendszer.
Meg kell még mutatnunk, hogy [uy,...,ux] = [vi,...,vk]. Az indukciés hipotézisbsl tudjuk, hogy
[u,...,uk—1] = [v1,...,VE_1], kovetkezésképp [ui,...,ux—1,ux] = [v1,...,VE_1,ui]. A (4) Osszefiiggés sze-
rint v el6all az ug, vy, ..., vi_1 vektorok linearis kombinaciojaként, és atrendezve az egyenlGséget uy kifejezhets
a Vi, Vi,...,Vi_1 vektorok linearis kombinaci6jaként, tehat [vi,...,vip_1,ux] = [v1,...,Vg_1, Vk], és ezzel kész
a bizonyitas. O

6.51. feladat. Hajtsuk végre a Gram-Schmidt-féle ortogonalizécios eljarast az alabbi u;, up, uz € R3 vektorokra:

u; = (1,2,3), u; = (3,5,5), us; = (9,1,1).

Megoldas. A 6.46. és 6.49 feladatok lényegében tartalmazzék a megoldést, de azért foglaljuk Gssze a lépéseket
a 6.50. Tétel jeloléseit hasznalva:

Vi =u; = (1,2,3),

Vo = Uy — —— <U2,V1> *V1 —112—2V1 (1,17—1),
<V17V1>

Vs = uz — <u3a 1> _ <II3,V2> 'VQZU3—V1—3V2:(5,—4,1). o
<V1>V1> (v, v2)

Interaktiv abra: http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/linalg2bsc_20230sz/gs-sage.html.

6.52. feladat. Legyen S < R* az alabbi uy, uy, us vektorok altal kifeszitett altér:
=(1,1,1,1), uy=(3,-1,3,-1), us=(6,2,2,-2).
Adjunk meg egy ortonormalt bazist az S altérben.
Megoldas. Hajtsuk végre a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacios eljarast:

1. Vi =u] = (171,1,1)

us, v 4
2. VzugEvivii'vlllgél'vlllzvl(272,2,2);
(uz, vy) (uz, va) 8 16
3. = — . — . = - = - — = —2vy — =(2,2,-2,-2).
V3 = usg <V17v1> Vi <v27V2> Vo = ug 4 Vi 16 Vo = us Vi — V2 ( s 4y , )

A kapott vy, ve, vy vektorrendszer ortogonalis és kifesziti az S alteret. Tehat vy, va, v3 ortogonalis bazisa S-nek.
Hogy ortonormaélt bazist kapjunk, ,normaljuk le” a vektorokat:

1 1 1111
1.9127'V1:*'V1 ( )

[[vall 2 2°2°272
9 1 1 (1 11 1)
. e Vg =— Vo= (=, —=, =, ——|;
P el P P\ 222 2
3 1 1 (1 1 1 1)
.e3=-——=-V3=--vV3=|(=,=,——, —— .
3 ||V3H 3 4 3 2°9" 9" 9
Az e, eq, e3 vektorrendszer ortonormaélt bazisa S-nek (az ortonormaéltsag fejben is konnyen ellendrizhetd). o

6.53. Megjegyzés. A fenti feladat megoldasa matrixokkal is felithaté. Legyen A € R**3 az uy, u,, us vektorok oszlo-
ponkénti egymés mellé frasaval keletkezé matrix, és hasonloan legyen Q; € R**3 az ey, es, e3 vektorok oszloponkénti
egymas mellé irasaval keletkezé matrix:

1 36 /2 12 1)2
-1 o2 12 -2 12
A=11 3 2|0 &= /2 1/2 —-1/2
1 -1 2 /2 —1/2 —1/2


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/gs-sage.html

A feladat megoldéasat végigkdvetve mindegyik u; vektor kifejezhetd az eq, es, e3 vektorok linearis kombinaciojaként:
1. u; = 2eq;
2. uy = 2e; + 4eo;
3. uz = 4eq + 4ey + 4des.

Ezekbdl az egyiitthatokbol készitjiik az Ry € R3*3 matrixot:

4
Ry = 4
4

S O N
O =N

Az uy,us, uz vektorok fenti kikombinalésa az eq, ey, e vektorokbol az A = Q1 Ry matrixszorzassal irhato le:

1 36 /2 1/2  1/2 5 9 4
-2 (12 —12 12 _
A=11 3 2|~ /2 1/2 —1/2 8 é i = Qi
1 -1 2 /2 —1/2 —1/2

Itt @1 ugynevezett szemiortogonalis matrix: oszlopai ortonormalt vektorrendszert alkotnak. Az R; matrix pedig
fels§ triangularis matrix, amelynek f6atlojan pozitiv szamok allnak (ezek nem maéasok, mint a vy, va, vy vektorok
norméi). Az A = Q1R felbontast az A matrix (redukalt) QR-felbontasanak nevezziik. Az ey = (1/2,—1/2,-1/2,1/2)
vektorral e;, eq, es, e, ortonormalt bazisa R*-nek, ezért a belsliik, mint oszlopvektorokbél alkotott ) métrix egy 4 x 4-es
ortogonalis méatrix. Egészitsiik ki az R méatrixot egy csupa nulla sorral, igy az A méatrix alabbi felbontasat kapjuk:

1 36 12 1/2  1/2  1/2 2 2 4
-1 o2 12 —12 172 <12 [o0o4 4|
A=11 3 2|7 |12 12 —12 —12] o o 4| =9
1 -1 2 12 —-1/2 -1/2  1/2) \0 0 0©

Figyeljiik meg, hogy az R matrix legalso, csupa nulla soranak koszonhetSen a () métrix utolso oszlopa (az e4 vektor)
semmilyen szerepet nem jatszik a matrixszorzatban. Az A = QR felbontéast az A matrix (teljes) QR-felbontésédnak
nevezziik. Ezzel a modszerrel (vagyis lényegében a Gram—Schmidt-ortogonalizacioval) barmely teljes oszloprangu
matrixnak megkaphato a redukalt/teljes QR-felbontasa.

6.7. Ortonormalt bazis létezése, ortogonalis komplementum

6.54. Tétel. Végesdimenzios euklideszi térben minden ortonormalt vektorrendszer kib6vithetd ortonormalt bazissa.

Bizonyitas. Legyen V egy n-dimenzi6s euklideszi tér, és legyen vy,...,vy € V ortonormalt vektorrendszer.
Ekkor vy,..., vy linearisan fiiggetlen vektorrendszer (6.42. Tétel), ezért kibGvithets bazissa (2.41. Tétel). Lé-
teznek tehat olyan ug41,...,u, € V vektorok, amelyekkel vi,..., v, Ug41,...,u, bazisa V-nek. Ha erre a
vektorrendszerre végrehajtjuk a Gram—Schmidt-ortogonalizaciot, akkor az elsé k vektor nem valtozik, mert azok
maér ortogonélisak voltak. Tehat az eljaras végeredménye egy vi,..., Vg, Vi1, ..., V, Ortogonalis bazis, amelybdl
normaléssal ortonormalt béazist kapunk. O

6.55. Kdvetkezmény. Minden végesdimenzios euklideszi térben létezik ortonormalt bazis.

Bizonyitas. Az iires halmaz ortonormaélt vektorrendszer, és ez a fenti tétel szerint ortonormélt bazissa bévithetd.
O

6.56. Definicié. Legyenek V és W euklideszi terek. Azt mondjuk, hogy a ¢: V — W leképezés izomorfizmus, ha
egyrészt vektortér-izomorfizmus (azaz bijektiv linearis leképezés), masrészt megdrzi a belss szorzatot:

Yu,v € V: (u,v)y = (up, vo)w.
6.57. Tétel. Minden n-dimenzios euklideszi tér izomorf az R™ euklideszi térrel.
Bizonyitas. Legyen £: ey, ..., e, ortonormalt bazis a V euklideszi térben, és tekintsiik az alabbi ¢ leképezést:
P: V>R v [v]e.

Tudjuk, hogy ¢ vektortér-izomorfizmus (lasd a 2.54. Tételt), a bels6 szorzat megdrzése pedig kivetkezik a 6.44. Té-



telbol):
Vu,veV: (u,v)y = [ule - [V]E = (wp, vip)gn. -

6.58. Definicié. Legyen U altér a V euklideszi térben. Az U altér ortogonalis komplementumén az U-ra merdleges
vektorok alkotta U+ < V alteret értjiik:

Ut ={veV:ulvmindenué€ U esetén}.

6.59. Tétel. Ha U altér a V végesdimenzios euklideszi térben, akkor
(i) U~ valoban altér;
(i) V=UaU;
(iii) (UHt =U.

Bizonyitas.

(i) Kévetkezik a 6.45. Lemmabol (UL még akkor is altér lenne, ha U nem lenne altér, hanem egy akarmilyen
részhalmaza V-nek).

(ii) Tetsz6leges V-beli vektor felbonthaté egy U-beli és egy U-ra merdleges vektor dsszegére (lasd a 6.47. Lem-
mét), tehat V = U + UL. Az Ssszeg ,direktségéhez” azt kell igazolnunk, hogy U N U+ = {0}. Valéban, ha
u € UNU*, akkor u meréleges sajat magara, igy ||u/|? = (u,u) = 0, tehat u = 0.

(iii) Az vilagos, hogy (U+)* D U. Az el6z6 pontbeli direktdsszeg-felbontast az U~ altérre is felirhatjuk: V =
Ut @ (UL)*. A 2.59. Tételt alkalmazva mindkét felbontéasra azt kapjuk, hogy dimV = dim U + dim U+ =
dim U+ + dim(U+)+. Ebbél kdvetkezik, hogy dim U = dim(U+)*, ez pedig az (U+)+ D U tartalmazassal
egyiitt mar igazolja, hogy (U1)* = U (lasd a 2.57. Tételt). O

6.60. Megjegyzés. Amikor egy Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszert oldunk meg, akkor valojaban az A
méatrix sorai altal kifeszitett altér ortogonalis komplementumét hatarozzuk meg. Hasonlitsuk Gssze a fenti tételt
a 3.18. Tétellel!

6.61. Megjegyzés. Az U = (U1)! 6sszefiiggés igy is értelmezhets: minden U altérhez van olyan W altér, melyre U =
W+ (mégpedig W = U1). Ha wy, ..., w; bazisa W-nek, akkor a 6.45. Lemma szerint U = W+ = [wi]- NN [wy] L.
Itt mindegyik [w;]* tgynevezett 1-kodimenzios altér (azaz dim[w;] = dim V' — 1); az ilyen alteret szokas hipersiknak
nevezni. Azt kaptuk tehat, hogy végesdimenzios euklideszi térben minden altér elGall véges sok hipersik metszeteként.

6.62. Megjegyzés. Az ortogonéalis komplementum megkaphato a kovetkezd modon: megadunk egy bazist U-ban, ezt
kib6vitjiik az egész tér bazisava, majd lefuttatjuk a Gram-Schmidt-ortogonalizaciot. Igy olyan ortonormalt bézist
kapunk V-ben, amelynek elsé néhany (pontosabban: dim U) vektora ortonormalt bazisa U-nak, a t&bbi vektor pedig
U+ ortonormalt bazisat adja.

6.8. Linearis transzformacié adjungaltja

6.63. Tétel. Tetszbleges V végesdimenzios euklideszi tér és ¢, ¢ € Hom(V, V) linearis transzformaciok esetén ekviva-
lensek az alabbiak:

() Yu,v € V: (up,v) = (u, vi));
(ii) barmely € ortonormalt bazisra [¢]s = [¢]%;

(iii) van olyan & ortonormalt bazis, amelyre [1]e = [¢]2.

Bizonyitas. Vezessiink be néhany jelolést: legyen &£ tetszéleges ortonormalt bazisa V-nek, legyen A = [¢]¢ és
B = [¢]¢. Legyen tovabba x = [u]¢ és y = [v]e, ahol u,v € V tetszsleges vektorok. A 3.24. Tétel szerint ekkor

[uple = xA és [vy]e = yB.

o (i) = (ii): A 6.44. Tétel szerint (up,v) = (xA)yT és (u,v)) = x(yB)T. Ezekbdl az (i) feltétel alapjan
i J
kovetkezik, hogy xAyT = xBTyT. Az x = (0,...,0,1,0,...,0),y = (0,...,0,1,0,...,0) szereposztéssal
(azaz u = e;, v = e; esetén) azt kapjuk, hogy az A méatrix i-edik sordnak j-edik eleme ugyanaz, mint a BT
métrix i-edik sordnak j-edik eleme. Ez minden 4,5 € {1,...,n} esetén igaz, ezért A = BT.

e (ii) = (iii): Ez majdnem trivialis.



o (iii) = (i): Tfh. A és B egymas transzponaltja. A fent levezetett (up,v) = (xA)y? és (u, vyp) = x(yB)"T
osszefiiggések szerint ekkor (up,v) = xAyT = xBTyT = x(yB)T = (u,vt), tehat (i) valoban teljesiil
tetszéleges u, v € V vektorokra. O

6.64. Definicié. A fenti tétel szerint minden ¢ € Hom(V, V) transzformaciohoz pontosan egy olyan ¢ € Hom(V,V)
transzformacio létezik, amelyre az (i) feltétel teljesiil. Ezt a ¢ transzformaciot ¢ adjungaltjanak nevezzik. Jelolés
P = ¢* (és ekkor persze ¢ = ¢* is fennall).

6.65. Definicié. Legyen V' végesdimenzios euklideszi tér és ¢ € Hom(V, V) linearis transzformacio. Ha ¢* = ¢, akkor
azt mondjuk, hogy ¢ 6nadjungalt transzformaci6. Ha ¢ bijektiv és ¢* = ¢!, akkor azt mondjuk, hogy ¢ ortogonalis
transzformécio.

6.66. Definicié. Legyen A € R™*" valés négyzetes matrix. Ha AT = A, akkor azt mondjuk, hogy A szimmetrikus
matrix. Ha A nemelfajulé és AT = A~!, akkor azt mondjuk, hogy A ortogondlis matrix.

6.67. Tétel. Tetszleges V végesdimenzios euklideszi tér és ¢ € Hom(V, V) lineéris transzformacio esetén ekvivalensek
az alabbiak:

(i) ¢ dnadjungalt transzformacio;
(ii) barmely € ortonormalt bazisra [¢]e szimmetrikus matrix;

(iii) van olyan &£ ortonormaélt bazis, amelyre [¢]¢ szimmetrikus matrix.

Bizonyitas. Tiistént kovetkezik a 6.63. Tételbsl. O

6.68. Tétel. Tetszileges V végesdimenzios euklideszi tér és ¢ € Hom(V, V) lineéris transzformacio esetén ekvivalensek
az alabbiak:

(i) ¢ ortogonalis transzformacio;
(ii) barmely € ortonormalt bazisra [¢]e ortogonalis matrix;

(iii) van olyan &£ ortonormaélt bazis, amelyre [¢]s ortogonalis matrix.

Bizonyitas. Izibe kivetkezik a 6.63. Tételbsl. O

6.69. Allitas. Legyen V végesdimenzios euklideszi tér.
(i) Tetszdleges ¢ € Hom(V, V) esetén Ker p* = (Im @)+ és Im p* = (Ker ¢)*.
(ii) Ha 7 € Hom(V, V) az U altérre torténs, W-vel parhuzamos iranya projekcié (ahol V.=U @ W), akkor 7* nem

mas, mint a W altérre térténs, UL-sel parhuzamos iranyt projekcio.

(iii) A fenti m € Hom(V, V') projekcioé akkor és csak akkor 6nadjungalt, ha U L W (ilyenkor ortogonalis projekeiorol
beszéliink).

(iv) Ha u sajatvektora ¢-nek A sajatértékkel, v sajatvektora p*-nak p sajatértékkel és A # p, akkor u L v. Speci-
alisan, onadjungalt transzforméacio kiilonbozs sajatértékekhez tartozo sajatvektorai mindig ortogonalisak. (Ha-
sonlitsuk ossze ezt a 4.17. Kovetkezménnyel!)

Bizonyitas. HF. O

6.70. Allitas. Legyen V végesdimenzios euklideszi tér és ¢ € Hom(V,V). Ha az U < V altér invarians @-re, akkor
U+ invarians @*-ra.

Bizonyitas. Tfh. U invarians @-re, és legyen v € U~+. Igazolnunk kell, hogy vo* € U™, azaz vp* meréleges

minden u € U vektorra. Hasznaljuk az adjungalt definiciojat: (u,ve*) = (up,v). Ez a bels6 szorzat valoban
nulla, hiszen up € U és v € U™, O

6.9. Ortogonalis transzformaciok és ortogonalis matrixok

6.71. Tétel. Tetszbleges V végesdimenzios euklideszi tér és ¢ € Hom(V, V) lineéris transzforméacié esetén ekvivalensek
az aldbbiak:

(i) ¢ ortogonélis transzformaci6 (azaz ¢! = ¢*);

(il) Yu,v € V: (up,vp) = (u,v);

(iil) Vv € Vi |lve| = ||Vl



Bizonyitas.

e (i) = (ii): A bizonyitando6 (uyp,vy) = (u,v) egyenldség az adjungalt definicidja alapjan igy fogalmazhato
at: (u,vpp*) = (u,v). Ha ¢* = ¢! akkor ez nyilvén teljesiil.

o (ii) = (i): A (ii) feltétel fenti (u, vipp™*) = (u,v) atfogalmazasat a belss szorzat linearitasa alapjan nullara
rendezhetjiik: (u,vpp* — v) = 0. Ez azt jelenti, hogy a vipp* — v vektor meréleges minden vektorra, igy
sajat magara is. Ez pedig csak ugy lehetséges, hogy vop™ —v = 0, azaz vpp* = v. Ebbdl kiovetkezik, hogy
pp* = idy, tehat p* = =L

e (ii) < (iii): Tudjuk, hogy a belsd szorzat és a norma kolcsénésen meghatarozzak egymast: ||v|| = 1/(v, V)
és (u,v) = 3 (JJu+v|> = [[ul|? = [[v||*) (lasd a (3) polarizéciés azonossagot). Ebbol kévetkezik, hogy egy
leképezés akkor és csak akkor 6rzi meg a bels6 szorzatot, ha megérzi a normat. O

A fenti tételt az R™ euklideszi tér x — xA (A € R™*™) alaku transzformacioira alkalmazva ortogonalis matrixok
ekvivalens jellemzéseit kapjuk. A kovetkezs tételben nem ezeket irjuk le, hanem ortogonalis matrixok néhany més
ekvivalens lefrasat.

6.72. Tétel. Tetszbleges A € R™ ™ matrixra ekvivalensek az alabbiak:

(i) A ortogonalis matrix (azaz A~! = AT);
(ii

) A sorai ortonormélt bézist alkotnak R™-ben;
(iii) A oszlopai ortonormaélt bazist alkotnak R™-ben;
)

(iv) van olyan n-dimenzios euklideszi tér és abban olyan £, F ortonormalt bazisok, hogy A = [F — £].

Bizonyitas.

o (i) < (ii): Ha s; jeldli az A matrix i-edik sorat, akkor az AAT métrix i-edik sordnak j-edik eleme nem
mas, mint sisz = (s;, sj>Rn. Tehat A sorai akkor és csak akkor alkotnak ortonormaélt bazist R™-ben, ha
sisz = §;; minden i és j esetén, ez pedig épp azt jelenti, hogy AAT = E.

e (i) < (iii): A fentihez hasonloan belathato, hogy A oszlopai akkor és csak akkor alkotnak ortonormalt
bézist R™-ben, ha ATA = E.

e (ii) <= (iv): Legyen V tetszsleges euklideszi tér, legyen & tetszileges ortonormalt bazisa V-nek, és legyen
F:f1,...,f, az az egyértelmien meghatarozott bazisa V-nek, amelyre A = [F — £]. Ekkor tehat az
A matrix i-edik sora: s; = [fi]¢ (lasd a 3.34. Megjegyzést). Mivel & ortonormalt béazis, a 6.44. Tétel
szerint (f;, f;) = sis]T. Ebbdl kovetkezik, hogy F akkor és csak akkor ortonormaélt bazisa V-nek, ha A sorai
ortonormaélt bazist alkotnak R™-ben. O

6.73. Megjegyzés. A 6.71. Tételbeli (i) <= (ii) ekvivalencia szerint egy ¢: V — V linearis transzformacié akkor és
csak akkor ortogonalis, ha izomorfizmus, azaz automorfizmusa V-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy az ortogonalis transz-
formaciok csoportot alkotnak, és ezt a csoportot izomorfia erejéig meghatarozza n := dimV (a 6.57. Tétel szerint
feltehetjiik, hogy V' = R"™), ezért n-dimenzios ortogonélis csoportnak nevezziik, és O(n)-nel jeloljik. A transzformaci-
okat egy rogzitett ortonormalt béaziseli matrixukkal reprezentalva lathato, hogy az O(n) csoport izomorf az n X n-es
ortogonéalis matrixok csoportjaval (lasd a 6.68. Tételt).

A 6.71. Tételbeli (i) <= (iii) ekvivalencia szerint az ortogonélis transzformaciok éppen a tévolsagtart6 linearis
transzformaciok, igy O(n) izomorf az R™ euklideszi tér origot fixalo egybevagosagi transzformacioinak csoporjaval. Az
irAnyitastartd egybevagosagok (vagyis az 1 determinansa ortogondlis matrixok) alkotjak az SO(n) < O(n) specialis
ortogonélis csoportot. Két dimenzioban ezek nem masok, mint az origé koriili forgatasok, és ezek méatrixai a standard
béazisban (vagy barmely ortonormalt bazisban) ilyen alaktak:

R, — ( cosa sina) .
—sina  cosa
Minden SO(3)-beli transzformécié valamilyen tengely koriili forgatas. Ha o a forgatas szoge, by a forgastengely

irdnyaba mutat6 egységvektor és by, bs a tengelyre és egymésra merdleges egységvektorok, akkor a B: by, bsy, bs
bézisban igy fest a transzformacié matrixa:

1 0 0
0 cosa  sina
0 —sina cosa

Altalaban minden SO(n)-beli transzformaciohoz van olyan ortonormalt bazis amelyben matrixa blokkdiagonalis, ahol
minden blokk vagy 1 x 1l-es matrix (1 vagy —1) vagy pedig 2 x 2-es R, alaktl méatrix (nem feltétleniil egyforma «
szogekkel).



6.10. Spektraltétel, f6tengelytétel

6.74. Lemma. Végesdimenzios euklideszi tér minden 6nadjungalt linearis transzformacidjanak van valos sajatértéke.

Bizonyitas. Legyen V egy n-dimenzios euklideszi tér, és legyen ¢ € Hom(V, V) 6nadjungalt lineéris transzfor-
méci6. Az algebra alaptétele szerint a p, karakterisztikus polinomnak van A € C komplex gytke. Tekintsiik az
A = [¢]e méatrixot, ahol £ egy tetsz6leges ortonormalt bazisa V-nek. Az A matrix indukal egy ® linearis transz-
forméciot a C" komplex vektortéren: ®: C* — C", x — xA. Mivel A gydke a p, = pa polinomnak, van olyan
x € C"\ {0} nemnulla vektor, amelyre xA = Ax. A konjugélas felcserélhets a komplex szamok Gsszeadasaval
és szorzasaval (automorfizmusa a komplex szamtestnek), ezért az xA = Ax egyenlség mindkét oldalat konjugél-
va azt kapjuk, hogy XA = AX (itt a vektorokat és métrixokat elemenként konjugaljuk). Ezt a két Gsszefiiggést
felhasznalva szamitsuk ki az alabbi két szorzatot:

xAXT = Axx" :)\-inmﬁ:/\-Z\wiP =\ 0O

i=1

i=1
xAxT = AxxT =\~ Zwﬁxi =X\ Z\xl\Q =\-0.
i=1 i=1

Vegyiik észre, hogy ugyanazt szamoltuk ki kétszer, hiszen egyrészt xAXT egy 1 X l-es matrix (igy megegyezik a
sajat transzponaltjéaval), masrészt A valés szimmetrikus matrix (igy AT = A = A):

xAXT = (XAKT)T =xATxT = xAxT = xAx".

Azt kaptuk tehat, hogy A - © = X - ®, amib6l A = X kovetkezik, hiszen ® > 0. Ezzel belattuk, hogy A € R. O

6.75. Tétel (spektraltétel). Legyen ¢ € Hom(V, V) linearis transzformécidja a V végesdimenzios euklideszi térnek.
Akkor és csak akkor létezik V-nek olyan F ortonormalt bazisa, amely ¢ sajatvektoraibol all (azaz amelyre [¢]r
diagonalis matrix), ha ¢ énadjungalt.

Bizonyitas. A ,csak akkor” rész a 6.67. Tétel alapjan vilagos, hiszen a diagonalis méatrixok szimmetrikusak. Az
sakkor” részt m := dim V' szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az n = 1 eset trivialis, hiszen minden 1 X 1-es
matrix diagonéalis. Indukcios hipotézisként tfh. minden (n—1)-dimenzios euklideszi tér minden 6nadjungalt lineéris
transzformaciojahoz létezik ortonormalt sajatbazis. Legyen dimV = n és legyen ¢ € Hom(V, V') énadjungalt
linearis transzformécio. A 6.74. Lemma szerint 1étezik sajatértéke p-nek, és igy persze létezik v € V sajatvektora
is. A sajatvektort normalva kapunk egy f; := ﬁv egységnyi normaju sajatvektort. Legyen W = [f;]*1; ekkor
a 6.70. Allitas kovetkeztében W invaridns altere a ¢* = ¢ transzformacionak (hiszen [f;] invarians ¢-re). Ezért van
értelme megszoritani a ¢ transzformaciot a W altérre; igy kapjuk a |y € Hom (W, W) transzformaciot, ami persze
szintén onadjungalt. Alkalmazzuk az indukcios hipotézist erre a transzformaciora (megtehetjiik, mert a 6.59. Tétel
szerint dim W = n — 1), igy kapunk egy fs, ..., f, ortonormalt bazist W-ben, ami |y sajatvektoraibol all. Ezek

természetesen @-nek is sajatvektorai, igy az f; vektorral egyiitt kapjuk V-nek egy F: f1,f5,... £, ortonormalt
bazisat, ami ¢ sajatvektoraiboél all. Ekkor [¢]r diagonalis matrix; a f6atloban az fi, fs, ..., f, sajatvektorokhoz
tartozo sajatértékek allnak. O

6.76. Kovetkezmény (spektralfelbontas). Legyen V' egy n-dimenzités euklideszi tér, és legyen ¢ € Hom(V, V) 6n-
adjungalt lineéris transzformacié. Ekkor ¢ el6all ¢ = Ajm + - + A\,m, alakban, ahol Aq,..., )\, a ¢ transzfor-
mécio sajatértékei (mind valds, és mindegyik annyiszor szerepel, amennyi az algebra/geometriai multiplicitasa), a
1., € Hom(V, V) transzforméciok pedig paronként ortogonalis egydimenzids (sajat)alterekre valo ortogonalis
projekciok.

Bizonyitas. A spektraltételbdl tudjuk, hogy létezik F: fy, ..., f, ortonormalt sajatbazis. Legyenek Ay,...,\, a
megfelels sajatértékek, és legyen m; az [f;] altérre vald mergleges vetités. Ekkor f;mr; = §;;f;, ésigy £, >~ Ajm; = \f.
Tehat az f; vektorokon a > Ajm; transzformécié megegyezik ¢-vel. Mivel ezek a vektorok kifeszitik a V' vektorteret,
a linearitasbol kovetkezden > Ajm; mindeniitt megegyezik (-vel. O

6.77. Definicié. Azt mondjuk, hogy az A € R"*™ matrix ortogonalisan diagonalizalhato, ha létezik olyan Q € R™*"
ortogonalis méatrix, amelyre QAQ ! diagonalis.

6.78. Kovetkezmény (spektraltétel). Egy valos négyzetes matrix akkor és csak akkor diagonalizalhat6 ortogonéalisan,
ha szimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen A € R™*™ négyzetes matrix, és tekintsiik a V' = R" euklideszi téren a ¢: V — V, x — xA
linearis transzforméciot. Ennek méatrixa a standard £ béazisban [p]s = A, és ha F egy tetszleges bazisa V-nek,



akkor [p]F = QAQ ™1, ahol Q = [F — £] (lasd a 3.39. Kévetkezményt). A 6.72. Tétel szerint Q akkor és csak
akkor ortogonalis métrix, ha F ortonormalt bazis. Tehat az A méatrix ortogonalis diagonalizalhatosaga ekvivalens
azzal, hogy a ¢ transzforméciohoz létezik ortonormalt sajatbézis. Utobbi a 6.75. Tétel alapjan akkor és csak
akkor teljesiil, ha ¢ onadjungalt, azaz A szimmetrikus méatrix (lasd a 6.67. Tételt). O

6.79. Kovetkezmény (f6tengelytétel). Végesdimenzios euklideszi téren értelmezett kvadratikus alakhoz mindig van
olyan ortonormalt bazis, amelyben a kvadratikus alak matrixa diagonélis. Masképp fogalmazva: minden valés kvad-
ratikus alak kanonikus alakra hozhato olyan linearis helyettesitéssel, melynek métrixa ortogonélis.

Bizonyitas. Legyen V egy n-dimenzios euklideszi tér, és legyen ¢: V' — R kvadratikus alak. Ha & ortonormaélt
bazisa V-nek, akkor A := [¢]s € R"*" szimmetrikus méatrix. A 6.78. Kovetkezmény szerint van olyan S €
R™*™ ortogonélis matrix, amelyre SAS~! diagonalis. Mivel S ortogonalis, S~' = ST, tehat SAST diagonalis
matrix. Ez pedig azt jelenti, hogy az S matrix altal leirt linearis helyettesités kanonikus alakra hozza ¢-t (lasd
a 6.17. Megjegyzést), vagyis [¢] diagonalis matrix, ahol F az az egyértelmtien meghatéarozott bézisa V-nek,
amelyre [F — £] = S (ez a bazis a 6.72. Tétel szerint ortonormalt). O

6.80. feladat. Adjunk meg R2-ben az alabbi A szimmetrikus méatrix sajatvektoraibol allé ortonormalt bazist.
_ 4 2 2%2
A= (Y ern

Megoldas. Elgszor szamitsuk ki a karakterisztikus polinomot:

pA‘4§x 4336’(@4)24@6)(952).

Tehat két sajatérték van: A; = 6 (algebrai multiplicitasa: a; = 1), illetve Ay = 2 (algebrai multiplicitasa: as = 1).
Most keressiink bazist mindkét sajataltérben (mér lehet tudni, hogy mindkett§ egydimenzios lesz). Ehhez az
(A — AE)T matrixtt homogén linearis egyenletrendszert kell megoldanunk mindkét sajatértékre (a transzponélast
elhagyhatjuk, mert a matrix szimmetrikus):

(A-ME)T = A—6E = <‘§ _g) - ((1) _é) — S = [(1,1)];

T g o (22
(A—ME)T = A—2F = (22

((1) (1)) — S =[(-1,1)]

Foglaljuk 6ssze az eddigieket. Két sajatérték van:
e )\ = 6, algebrai multiplicitdsa a; = 1, geometriai multiplicitasa g; = 1, a sajataltér egy bazisvektora (—1,1).
e )\ = 2, algebrai multiplicitasa as = 1, geometriai multiplicitasa go = 1, a sajataltér egy bazisvektora (1,1);

Mar meg is van egy sajatbazis, és szerencsére” a két sajatvektor ortogonalis (nem szerencse, hanem a 6.69. Allitas
utols6 pontjanak kovetkezménye, de a spektraltétel bizonyitasabol is latszik, hogy szimmetrikus matrix esetén a
kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok merdlegesek). Igy mar csak normalnunk kell, hogy megkapjuk
az ortonormalt F sajatbazist:

fi=(1/v2,1/v2), f=(-1/v2,1/V2).
Irjuk fel az [F — €] bazisattérés métrixat (€ a standard bazis):

_ _ (V2 V2
Q.—[[]—'—>E]]—<1/\/§ 1/@)'

Ellenérizziik a diagonalizalést:

oo (4 Y- -0 206 )

6.81. feladat. Abrazoljuk a 4% + 4x129 + 422 = 1 masodrendii gorbét.



Megoldas. A megadott gorbe nem mas, mint az el6z6 feladatbeli A matrixhoz tartozé ¢ kvadratikus alak
egy szintvonala: q(x1,22) = xAxT = 43:% + 4zi29 + 43:%. Hozzuk kanonikus alakra ezt a kvadratikus alakot
a 6.21. Tétel bizonyitasanak modszerével (lényegében teljes négyzetté alakitassal, lasd még a 6.20. feladatot):

o 2
q(x1,2) = 423 4 4wy 20 + 425 = 4<x1 + ;) + 323 = 4y? + 3y3.

A bal oldali abran kék szin mutatja az 422 + 4x122 + 423 = 1 egyenlet( ellipszist (az eredeti kvadratikus alak),
piros szin pedig a 42% + 323 = 1 egyenlet( ellipszist (a fenti kanonikus alak).

0.8 0.81

0.6 0.6
0.44 0.4+

0.2 0.24

-0.2 -0.2
—0.4 —0.4
-0.6 -0.6
-0.8 -0.8

-0.8 -0.6 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6 0.8 -08 -06 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6 0.8

Lathato, hogy a két ellipszis nem ugyanolyan alakd (nem ugyanaz a nagy- és kistengely aranya). A kanonikus alak
nem is egyértelmti, tovabbi helyettesitéssel megkaphattuk volna példaul a (2y1)% + (v/3y2)? = 27 + 23 normalalakot
is, ami egy kort rajzolna ki. Egy tetszGleges nemelfajulé helyettesités tehat eltorzithatja az ellipszis alakjat (de
azért ellipszis marad). Ha viszont a spektraltételben szerepls ortogonalis helyettesitést hajtjuk végre, akkor a
sajatértékek jelennek meg a kanonikus alakban: 6y?+2y3. A jobb oldali abran zold szin mutatja ezt a 622 +2x2 = 1
egyenletd ellipszist. Ez mar egybevago az eredeti kék ellipszissel, csak el van forgatva (kanonikus alak esetén az
ellipszis tengelyei mindig parhuzamosak a koordinatatengelyekkel). A vilagoskék szinnel berajzolt sajatvektorok
mutatjak a kék ellipszis tengelyeinek iranyat. Tehat a spektraltételbsl pontosan megkapjuk az ellipszis ,,alakjat”
(sajatértékek) és ,allasat” (sajatvektorok, avagy a @ matrix altal leirt forgatés). Innen ered a fGtengelytétel
elnevezés, és kvadratikus alak ilyen ,f6tengelyes” kanonikus alakra hozasat nevezik f6tengely-transzformécionak.
Persze nem csak ellipszist kaphatunk, hanem mas méasodrendii gérbét vagy feliiletet is, de a sajatvektorok mindig
a szimmetriatengelyeket mutatjak. Itt talalhatdé egy haromvaltozos kvadratikus alak fétengelytranszforméacioja
yharomdimenzios” interaktiv abraval (SageMath):

http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/linalg2bsc_20230sz/kvadr-sage.html. o

6.82. feladat. Irjuk fel a 6.80. feladatbeli A matrix spektralfelbontasat (lasd a 6.76. Kovetkezményt).

Megoldas. A 6.80. feladat megoldasaban elvégeztiik az A matrix ortogonalis diagonalizalasat. Ezt atalakitva
megkapjuk a spektralfelbontast:

A_Ql.(g g).Q:QT.(g (2)>~Q:6~QT~<(1) 8>.Q+2.QT.<8 ?)Q

=6-ffi +2-f)f, = 6-P, +2-P,.

Itt P; := f1f; € R2*2 az f; sajatvektorra valo merdleges vetités matrixa a standard bazisban (ellenérizziik!). o

6.11. Szingularisérték-felbontas

A 6.76. Kévetkezményben lattuk, hogy minden énadjungalt transzformacio felirhato paronként ortogonélis egydimenzi-
s alterekre vald ortogonalis projekciok linearis kombinaciojaként. Itt talalhato egy interaktiv illusztracio (SageMath)
arra, hogy hogyan lehet ezt hasznalni szimmetrikus méatrixok kozelitésére:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/linalg2bsc_20230sz/svd-sage.html.
A fenti illusztracié mutatja azt is, hogyan lehet a spektralfelbontast képtomoritésre hasznalni. Ez azonban csak akkor
miik6dik, ha a kép négyzet alaku, és szimmetrikus a f6atlora, ami nem tul realisztikus elvaras... Szerencsére létezik
a spektralfelbontashoz hasonl6 felbontés tetszéleges, akar nem is négyzetes matrixokra is; ezt fogjuk a kévetkezékben
levezetni.

Legyen M € RFX™ tetszoleges valos matrix. Ekkor MMT € RFXF szimmetrikus matrix, tehat rd mar tudjuk
alkalmazni a spektraltételt.

6.83. Allitas. Az M MT matrix pozitiv definit vagy szemidefinit, és igy a sajatértékei mind nemnegativ valés szamok.


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/kvadr-sage.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/svd-sage.html

Bizonyitas. HF. O

Rendezziik a sajatértékeket csokkend (pontosabban nemnévekvd) sorrendbe, igy az esetleges nulla sajatértékek a
sor végére keriilnek: Ay > --- > A, > Ay =--- =, =0.

6.84. Allitas. A fentir szam, azaz MM pozitiv sajatértékeinek szama nem mas, mint MM rangja, és ez megegyezik

M és MTM rangjaval is.

Bizonyitas. HF. O
Most méar johet a spektraltétel: létezik olyan uy, ..., u; ortonormalt bazis R*-ban, ami M M7 sajatvektoraibol all:
uiMMT = /\iui (l = 1,. .. ,k)

Az w;M € R"™ vektorokat fogjuk normélni, majd ezekbdl konstrudlunk R™-ben is egy ortonormalt bazist, ami
M™M sajatvektoraibol all. Ehhez el6szor ellendrizziik, hogy ezek a vektorok paronként ortogonélisak, és szamitsuk ki
a normajukat (az R"-beli standard (x,y) = xyT belss szorzatot hasznaljuk).

6.85. Allitas. Az u;M € R™ (i = 1,..., k) vektorok paronként ortogonalisak és ||u; M| = /X;.

Bizonyitas. HF. O
Az u, 1M, ..., uyM vektorok tehat nullvektorok, de az u; M, ..., u,.M vektorokat normalva egy vi,..., Vv, orto-
normalt vektorrendszert kapunk R"-ben:
1

V= ﬁuiM (i=1,...,7).

6.86. Allitas. Minden i € {1,...,7} esetén a v; vektor sajatvektora az M M matrixnak \; sajatértékkel.
Bizonyitas. HF. O
Johet a spektraltétel az MTM € R™ ™ szimmetrikus matrixra is. A 6.83. Allitast M helyett az MT matrixra

alkalmazva azt kapjuk, hogy MTM sajatértékei is nemnegativak, és a 6.84. Allitas szerint M M sajatértékei koziil
(multiplicitassal szamolva) r pozitiv, a maradék n — r sajatérték pedig nulla. A fenti 6.86. AllitdAsban mar meg is

talaltuk az r pozitiv sajatértéket (A1,...,\,) és hozzajuk tartozo sajatvektorokat (vi,...,v,). Tehat az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a spektraltétel altal szolgaltatott ortonormalt sajatbazis elsé r eleme vy, ..., v,,

a tobbi pedig legyen v,.11,...,v, (utébbiak a 0 sajatértékhez tartoznak).
Foglaljuk Gssze, hogy mit tudunk eddig az u; és v; vektorokrol:

ui,...,u; ONB RF-ban, vi,...,v, ONB R"-ben,
i€{l,...,r} esetéen uu MM7T = \u;, i€{l,...,r} esetén v;MTM = \;v;,
ic{r+1,...,k} esetén uuMMT =0, ic{r+1,...,n} esetén v;MTM = 0.

Azért az MM™T és MT M matrixokkal foglalkoztunk eddig, mert ezek szimmetrikusak, igy tudtuk rajuk alkalmazni
a spektraltételt. Node minket elssorban nem ezek a matrixok érdekelnek, hanem az M matrix. A kovetkezs allitas
az M matrix (és a szimmetria kedvéért az MT matrix) hatasat irja le az u;, v; vektorokon.

6.87. Allitas. Legyen o; = /A; (i =1,...,7). Ekkor

ie{l,...,r} esetén u,M = o;v;, i€{l,...,r} esetén v;M7T = ou,,
ic{r+1,...,k} esetén u;M =0, i€{r+1,...,n} esetén v;MT = 0.
Bizonyitas. HF. O

Legyen ¢: RF¥ — R™, x + xM az M matrix altal indukalt linearis leképezés és ¢*: R® — RF, y — yMT az
MT™ matrix altal indukalt linearis leképezés. (A jellés nem véletleniil ugyanaz, mint az adjungaltnal. Mi ugyan csak
V' — V lineéris transzforméciok adjungaltjat definialtuk, de a definicié kiterjeszthet6 U — V' linearis leképezésekre
is.)

6.88. Allitas. A ¢ és o* leképezések mag- és képtere igy alakul (hasonlitsuk ssze a 6.69. Allitas elsé pontjavall):

)t = Img*, [Vi,...,v.] = (Kerp*)* = Imy,

.

[uy,...,u] = (Kerg

[Wi1,...,u] = Kerg = (Imp*)*, [Vig1y ey Va) Kerp* = (Imgp



Bizonyitas. HF. O

A kinullazott vektorok nem tul érdekesek, a ¢ leképezés ,java” az [ui,...,u,| < R¥ altéren torténik, amit a
[Vi,...,v,] < R"™ altérre képez. Ezekben az alterekben az uy,...,u, és vi,...,v, ortonormalt bazisok kicsit olyas-
mik, mintha sajatbazisok lennének, csak itt a ¢ leképezés az u; vektort nem u; skalarszorosiaba képezi, hanem v;
skalarszorosaba: w;p = o;v; (i = 1,...,r). (A ¢* leképezés pedig ugyanezt csindlja ,visszafelé™ v;p* = o;u; tel-
jesiil ¢ = 1,...,r esetén.) A o; szamokat szingularis értékeknek nevezzik, az u; és v; vektorokat pedig szingularis
vektoroknak nevezziik. (Szokas a nullat is megengedni szingularis értéknek, ekkor dsszesen nem r, hanem min(k,n)
darab szingularis érték van, amelyek koziil az els6 r pozitiv, a tobbi nulla.)

A 6.87. Allitast matrixokkal megfogalmazva kapjuk a kovetkezd tételt.

6.89. Tetel (szingularisérték-felbontas). Legyen U € RF*F az a matrix, amit az uy,...,u; vektorok egymas ala
irdsaval kapunk, hasonléan legyen V' € R™"*™ a vy, ..., v, vektorokbol, mint sorvektorokbdl alkotott matrix, és legyen
¥ € RFX™ az a matrix, amelyben a f6atlo elsé r eleme o1, ..., 0,, a tobbi eleme pedig nulla (a féatlon és azon kiviil
is). Ekkor U € O(k) és V € O(n), tovabba fennall az UM = XV Osszefiiggés. Utobbit atrendezve kapjuk az M méatrix
szingularisérték-felbontasat:

M:UTEV:01~ur1rv1+~~~+crr~ugvr

Bizonyitas. HF. O

A szingularisérték-felbontas (angolul SVD = Singular Value Decomposition) a spektréalfelbontéshoz hasonléan 1
rangll matrixok Osszegére bontja az M matrixot. Ha ezek koziil csak az els§ néhanyat (a legnagyobb szingularis érté-
kekhez tartozokat) tartjuk meg, akkor egy kozelitését kapjuk az M matrixnak. Ez mar akdrmilyen (nem szimmetrikus,
nem is négyzet alak) képek tomoritésére hasznalhato:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/linalg2bsc_20230sz/svd-sage.html.

A szingularisérték-felbontas masik fontos alkalmazésa az tigynevezett {6komponens-analizis (PCA = Principal Com-
ponent Analysis), ami egy statisztikai eljaras nagy, sokdimenzios adathalmazok elemzésére.

6.90. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi M maétrix szingularisérték-felbontésat:

(1 V2/2-2 V2/2+42 2%
M_<1 V2/2+2 \/5/2—2>€R ;

Megoldas. ElGszor szamitsuk ki az MMT matrixot:

MM" = (_12 ;g) € R¥2,

Irjuk fel M M7 karakterisztikus polinomjat:

_ (10—=x =6\ N2 ap B
pMMT—< _6 10_$)—(x 10)* — 36 = (z — 16)(z — 4).

Tehat MM™ sajatértékei A\; = 16 és Ay = 4; mindketts egyszeres algebrai multiplicitasi, ezért a sajatalterek
egydimenziésak lesznek. Egyszerd szamolas adja a sajataltereket:

516:{(x,—x):x€R}, 54:{(x,x):x€R}.
Legyen u; normalt sajatvektor az Sig altérbdl, us pedig normélt sajatvektor az Sy altérbgl:
w = (V2/2, —V2/2),  w = (vV2/2,V2/2).
A kovetkezs 1épés az u; M vektorok kiszamitésa:
wM = (0, -2v2,2v2), wM= (V2 1,1).

Normalva ezeket a vektorokat megkapjuk a vy és vy vektorokat (ellendrizziik, hogy ||u1]| = vVA1 =4 és ||Jus]| =
A /\2 = 2):
vi= (0, =v2/2,v2/2),  vo=(V2/2,1/2,1/2).

Ez a két vektor meréleges egymasra (ellendrizziik!) és sajatvektorai az MTM € R3*3 szimmetrikus matrixnak
rendre A\; = 16 és Ay = 4 sajatértékekkel (ellendrizziik!). A v vektor kiszamitasara két lehetSségilink is van: vagy
kiszamitjuk az M T M métrix 0 sajatértékhez tartozo sajatalterét (egydimenzios lesz), és ebbdl vesziink egy normélt
sajatvektort, vagy pedig a v, vo ortonormalt vektorrendszert ,csak ugy” kibévitjiik R3 ortonormalt bazisava. Akar
igy, akar agy, a v vektor egy (—1)-es szorzotol eltekintve egyértelmien meghatarozott: vs = (— V2/2,1/2,1/ 2).
A szinguléris értékek: o1 = VA1 =4 és 09 = VA2 = 2, az u; és v; vektorok ,szingularissaga” pedig a kovetkezoket
jelenti (ellendrizziik!):


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/linalg2bsc_2023osz/svd-sage.html

ui, ug ONB ]RQ—ben, lllM =01V, 112M = 02V2,

vi,va, vy ONB R3-ban, viMT =01y, vaMT=o09uy, vsMT =0.

A szingularisérték-felbontast adé matrixok:

f\@/g
(V3R V3 _ .
U= (ﬁ/Q \/§/2> €0(2), V= _g;; %g

Maga a szingularisérték-felbontas pedig igy fest (ellendrizziik!):

1 V2/2+2 V2/2-2 —V2/2 V2/2

VZ/2

4.0 0
1/2] €03), == .
2 (0 2 0)

0 2 0 V2/2 /2 1/2

M:<1 V2/2 -2 \/5/2+2):UTZV:( Vv2/2 \@/2>_<4 0 0)( 0 —Vv2/2 \/5/2)

0

T T
201-u1v1+02-u2v2= (0

—/2/2 /2 1/2

%20 e V)



Fiiggelék

F.1. Polinommatrixok és matrixpolinomok szorzatanak kapcsolata

Legyenek f;; € T'[x] polinomok (i,j = 1,...,n), és alkossunk ezekbdl egy A = (fi;);';—; € T[z]"*" polinommatrixot:
Ju fiz o fin
Jfar f2o o fon
fnl fn2 o fnn

Sziikségiink lesz arra, hogy kiirjuk a polinomok egytitthatoit, és ehhez sajnos tripla indexeket kell hasznalnunk: legyen
aijk az fi; polinomban z¥ egyiitthatoja, azaz f;; = >k aijxx®. A polinomok fokszamai lehetnek kiilénbozsek, ezt
az egyszeriiség kedvéért nem is jelezziik (igy is elég bonyolult a jelolés). Teljes pompéjaban tehat igy fest az A
polinommatrix:

Spar gzt 30, aig gt >k Qin ka®
A Zk az1,k$k Ek a22,k5€k Ek a2n,k$k
Spant kDo ano gt o 30, apn pa”

Legyen Ay, a k-adfoku tagok egytitthatoibol képezett matrix: Ay = (a4jk) Ezek lesznek az A matrixnak megfelels

n
ij=1°

[ matrixpolinom egyiitthatoi: f =", Apz* € T"*"[z]. Teljes pompajdban tehat igy fest az f matrixpolinom:

a1k Q12 - Qlnk
a21,k Q22 - A2nk &
f= g : o R I
- : : :
Anlk An2k  *°° OGnnk

Vegyiink egy B polinommatrixot és a neki megfelels g matrixpolinomot, ezekben legyen b;; 1, az (i, j)-edik elemben a
k-adfoku tag egylitthatoja, illetve a k-adfoku tag egyiitthatojaban az (i, j)-edik elem:

B = (gij)i j—1 € T[x]™*", ahol g;; = Zbij,kxk € T[x], és
k

g= Z Bia® € T"*"[z], ahol By, = (bijk)ij=1-
k

Azt szeretnénk megmutatni, hogy a polinommaétrixok szorzéasa ésszhangban van a méatrixpolinomok szorzéséaval,
vagyis az A - B polinommatrixnak megfeleld matrixpolinom éppen f - g. A maétrixok szorzésanak definicioja alapjan
az A - B polinommatrix (p, ¢)-adik eleme

> fortra = D0 (X aprsa®) (Y brgea’) € Tlal.
r r k J4

Ebbdl kiolvashato, hogy

(5) az A - B matrix (p, ¢)-adik elemében 2" egyiitthatoja Z Z Apr kbrg e
r k4+l=t

A polinomok szorzasanak definicidja alapjan az f - g matrixpolinomban z! egyiitthatoja

> ABpe T
k+t=t
Ebbdl kiolvashato, hogy

(6) az f - g polinomban z' egyiitthatojanak (p, ¢)-adik eleme Z Zapr,kbrq,£~
k+4=t T

Osszehasonlitva az (5) és (6) megfigyeléseket, latjuk, hogy az A - B polinommatrix ,ugyanaz”, mint az f - g méatrixpo-
linom. Ezzel bebizonyitottuk a 4.41. Lemmét.

4.41. Lemma. Legyen A, B € T[z]™*" polinommatrixok, és legyenek f,g € T™*"[z] a nekik megfelel§ matrixpolino-
mok. Ekkor az AB polinommaétrixnak az fg méatrixpolinom felel meg.



2. abra. Véges halmaz transzformaciojanak grafja

F.2. Linearis transzformacid iteralasa

Néhéany altaldnos megfigyelést tesziink lineéris transzformaciok iteraltjairél. (Ebben a fejezetben nem fontos, hogy
milyen test felett dolgozunk.)

Lineéris transzformacioé helyett elGszor tekintsiink egy akarmilyen n : H — H leképezést egy tetszGleges H véges
halmazon. Ha egy h € H elemre ismételten alkalmazzuk az 1 leképezést, akkor a h, hn, hn?, hi®, ... sorozatot kapjuk.
Mivel H véges halmaz, ebben a sorozatban el6bb-utobb ismétlédni fognak az elemek, azaz a sorozat valahonnan
kezdve periodikus lesz. A leképezés grafjaban ez azt jelenti, hogy barmelyik pontbol is indulunk ki, a nyilakat kdvetve
el6bb-utobb egy ciklusba (iranyitott korbe) jutunk. Ha 7 bijektiv (vagyis permutaci6), akkor a graf csak ezekbdl a
ciklusokbol all. Altalanos esetben viszont minden sszefiiggs komponens egy ciklusbol és a ciklusokba futé (és akar
egymassal is Osszefuto) utakbol all.

A 2. 4bran egy olyan példa lathatd, amelyben két ciklus (és igy két Osszefiiggs komponens) van. A kékkel bekarika-
zott pontok alkotjak 7 értékkészletét, a zolddel (is) bekarikazott pontok alkotjak n? értékkészletét, a narancssargaval
(is) bekarikdzott pontok pedig n? értékkészletét alkotjak. Megfigyelhets, hogy Im(n) D Im(n?) D Im(n?) = Im(n?) =
Im(n®) = --- (a ciklusokon 1évé pontok halmaza éppen Im(7%)). Nem nehéz belatni, hogy véges halmaz tetszéleges
transzforméaciojanal hasonlé a helyzet: a transzforméciét iterdlva az értékkészlet egy darabig sziikiil, majd stabiliza-
lodik.

Tekintsiik most mar egy véges dimenzidés W vektortér 7 linearis transzformaciojat. Ugyan itt W mar végtelen
halmaz (hacsak nem véges test feletti vektortérrsl van sz6), mivel W dimenzi6ja véges, és n nem akarmilyen leképezés,
hanem linearis transzformacio, a véges halmazoknal megfigyeltek egy része érvényben marad, sét, az értékkészletek
mellett a magokra is hasonlo allitas fogalmazhaté meg. (Emlékeztets: a skatulya-elvnek is van linearis algebrai
megfelelGje. Mi az?)

F.1. Lemma. Ha n : W — W linearis transzformécioja a W véges dimenzios vektortérnek, akkor létezik olyan p
természetes szam, amelyre

Im(n) D Im(n?) D --- D Im(n?) = Im(nPH!) Im(P+2) = -,
Ker(n) € Ker(n?) C -+ C Ker(y?) = Ker(y7+!) = Ker(yr+?) =

Bizonyitas. Az vilagos, hogy Im(n') D Im(n'*!). Mivel W véges dimenzi6s, az Im(n') sorozat egy id6 utdan nem
lehet szigortian csokkend, ezért létezik olyan p, amelyre Im(n?) = Im(nP*1). Bebizonyitjuk, hogy ekkor Im(n?)-t5l
kezdve a sorozat stabilizalodik, azaz Im(nP*™~1) = Im(n?*™) minden m természetes szamra. Elég azt igazolni,
hogy Im(nP*™~1) C Im(nP™™), hiszen a masik irdnyt tartalmazast mar lattuk.

tegyiik fel, hogy Im(nP*™~1) C Im(nP*™), ez az indukcids hipotézis; azt kell ebbdl levezetniink, hogy Im(nPT™) C
Im(nPT™+1). Tekintsiink egy tetszdleges v € Im(nP™™) vektort, ekkor v elall v = unP*™ = (upP™™ 1)y
alakban alkalmas u € W vektorral. Itt az un?™™~1 vektor benne van az Im(nPT™~1) altérben, igy az indukcios
hipotézis szerint eleme az Im(nP*™) altérnek is, tehat létezik olyan w € W vektor, amelyre unP*™—1 = wnp+m,
Kovetkezésképp

v =upP " = (unP Ty = (wiP ) = wiP € Tm (P,

Ezzel belattuk, hogy Im(nP*™) C Im(npP+m+1).

A magokra vonatkozoan az vilagos, hogy Ker(n') C Ker(n®*1). A linearis leképezések dimenziotétele (3.15. Tétel)
szerint dim Im(n?) + dim Ker(n?) = dim W, ami egy i-t6l fiiggetlen konstans. Tehat, ha az n'-rél n**l-re valo
attérésnél a képtér dimenzidja csokken, akkor a magtér dimenzidja sziikségképpen novekszik, mégpedig ugyan-
annyival. Ezért a magterek sorozata is stabilizalodni fog, mégpedig ugyanakkor, amikor a képterek sorozata
stabilizalodik. (A magterekre vonatkozo6 allitast is lehetett volna képterekhez hasonléan teljes indukcioval bizo-
nyitani (gyakorlasképp érdemes megcsinalni!). De az egyrészt hosszabb lett volna, mésrészt nem deriilt volna ki
beldle, hogy a két sorozat pontosan ugyanott stabilizalodik.) O



F.3. Jordan-bazis létezésének bizonyitasa

Ebben a fejezetben az 5.13. Tételt bizonyitjuk be. Legyen tehat v: W — W nilpotens linearis tranaszformécidja a
W véges dimenzios vektortérnek. Legyen m a legkisebb természetes szam, amelyre ¢)™ = 0, ekkor persze ¢! # 0.

Célunk diszjunkt Jordan-lancokbdl 4ll6 bazist (roviden: Jordan-bazist) konstrualni a W vektortérben. Gyakran fogjuk
hasznélni ¢ magjat és ¢ hatvanyainak értékkeszleteit, ezért ezekre kiilon jeloléseket vezetiink be: legyen K = Ker(¢))
és legyen I, = Im(y)*). Technikai okokbol célszerii lesz a k = 0 esetet is megengedni: Iy = Im(¢)’) = W, hiszen
PO = idyy.

Az 5.9. Lemma szerint az I}, (k=0,1,...,m) alterek szigorian csokkend sorozatot alkotnak:

W=IyohLh2>IL> --DIlhn_9DIn1 DIm:{O}'
Mindegyik alteret K-val metszve, tovabbra is monoton (de nem biztos, hogy szigortian) csdkkend sorozatot kapunk:
(7) K=KnlI)2KNnL >2Knlh>---2KNIl, s2KnlIl,_12KnI,={0}

A Jordan-bézis konstrukciojanak elss 1épéseként K-ban adunk meg egy bazist, mégpedig gy, hogy ennek megfelels
részhalmazai bazisokat alkossanak a K NI, alterekben. ElSszor tekintsiik az altérsorozat legkisebb nemtrivialis tagjat?,
a KNI, alteret. Legyen d,;,_1 = dim(KN1,_1), és legyen v1,..., vy, egy tetszéleges bazis ebben az altérben. Ez
egy linearisan fiiggetlen vektorrendszer a K N 1I,,_o altérben (hiszen K NI,y € KN1,,_2), igy kib&vitheté6 K N1, _o
béazisava. Legyen ez a bazis Vi,...,Va,, 15 Vd,, 1415+ Vdy 1+dp o, @00l dpy_o = dim(K N I, _o) — dim(K N Ip_1).
Ez a linearisan fliggetlen vektorrendszer kibgvithetd K N I,,_3 bazisava, ami K N I,,_4 béazisava bdvithets, és igy
tovabb. Az eljaras végén kapunk egy bézist a K = K N I altérben:

(8) Vi,oo 5 Vdy 15 Vde a4+15 -5 Vdm 14dm—25 -+ Vdm_14dm_at+-+di+1ls -5 Vdm 1+dm_o++do-

Itt d, = dim(K NI) —dim(K NIgy1), €S Vi, ..., Va,, 1+dy_s+-+d, Dazisa a K NI altérnek. Késébb még sziikségiink
lesz ezekre a dimenzidkra, ezért rogzitsiik, hogy

(9) diIn(K N Ik) =dm-1+dm_o+--+dx.

A konstrukci6 kovetkezs 1épése az, hogy Jordan-lancokat ,novesztiink” K fenti bazisvektoraibol. Egy adott v € K
vektorbol tgy novesztiink Jordan-lancot, hogy ¢ grafjaban v-bél indulva a nyilak mentén visszafelé lépkediink (azaz
Gsképeket vesziink), ameddig csak lehetséges. Egy elemnek tobb Gsképe is lehet, és nem mindegy, melyiket valasztjuk,
mert ettd] fiigghet, hogy hany lépés utan akadunk el, vagyis milyen hosszt Jordan-lancot tudunk noveszteni. (Figyeljik
ezt meg az 1. abran!) Amennyiben a (7) altérsorozatban K NI a legutolso tag, amely még tartalmazza v-t (vagyis v
az abran a belsé kérben van és pontosan k-szor van bekarikdzva), akkor van olyan u € W vektor, amelyre v = uy¥.
Ekkor a v-bd&l noveszthets leghosszabb Jordan-lanc hossza k + 1 lesz, és egy ilyen maximalis hosszisagu Jordan-lanc
példaul a kovetkezo:

u -2 uy N uy? N uyh 2 2, uyh ! N w)t=v
(Halvanyan jeleztiik, hogy v = 0, hiszen v € K, de ne feledjiik, hogy a nullvektor mar nem tagja a Jordan-lancnak!)
A késobbiek kedveéert vezessiik be a vU) jelolést a Jordan-lanc tagjaira:
vED Y Gk Y Gkl Y Y B Y, @) Y (D
A (8)-beli vektorrendszer els6 d,,—1 tagjabol a fentiek szerint m hosszisidgi Jordan-lanc néveszthetd, a kovetkezos
dpm—2 vektorbol m — 1 hosszusaga Jordan-lanc néveszthetd, ..., végil az utols6 dy tagbol mér csak 1 hosszusagu
Jordan-lanc noveszthets. Igy festenek ezek a lancok m = 4 esetén (az als6 index mindig azt mutatja, hogy melyik

3Pontosabban az utols6 olyan tagjat, ami nem biztos, hogy trivialis. Ha esetleg K N I,,—1 = {0}, akkor d;,—1 = 0, és ekkor iires
vektorrendszer lesz a bazis.



vektorbol novesztettiik a lancot, a fels§ pedig azt, hogy a lanc hanyadik tagjarol van szo):

4 2 1
VOV e Y e Y o
4 2 1
o_v e ¥ e Y o
3 3 3 3
3) v (2) v 1) _
Vi1 " Va1 ’ Vis+1 = Vdz+1
3) v 2) Y e _
Vds+dy Vis+ds Vids+dy = Vdz+d
2) Y 1) _
Vdstda+1 7 Vietdo+1 = Vdstdatl
e v, _y
ds+da+dy ds+do+d;, — Vdstdatdi

(1) _
Vistdotdi+1 = Vdstdatditl

1) _
Vdstdotdi+do = Vds+datdi+do

(Lasd még az 1. abrat, ahol pirossal vannak jelezve a vgj ) vektorok. Ebben a példéban m = 4 és d3 = 2, do = 2,
dy =1, dy = 2.) Azt allitjuk, hogy az igy kapott vgj ) vektorrendszer béazisa W-nek.
A fiiggetlenség bizonyitasa nagyon hasonlo az 5.12. Tétel elss allitasanak bizonyitasdhoz, csak a jeldlések bonyo-

lultabbak. Elgkésziiletként figyeljiik meg, hogy

)

(), Vi ’
A\ =
Y {0,

ha t < j;

10
(10) hat > j.

Tegyiik fel, hogy Zi, j )\Ej )vgj ) = 0, de nem minden egyiitthaté nulla. Vegyiink a nemnulla egyiitthatok koziil egy

olyat, amelyben a fels6 index a lehetd legnagyobb. Ha ez az egyiitthato )\E:) = 0, akkor /\ESH) = )\ESH) =.---=0
minden 4-re. Alkalmazzuk a 1)°~! leképezést a linearis kombinéciora és hasznaljuk a linearitast:

(Z )\(j)v(j)>¢s—1 = YAyt o,
4,J 4,J

Elhagyhatjuk azokat a tagokat, ahol j > s, hiszen ilyenkor a )\Z(-j ) egyitthato nulla. Masrészt, j < s esetén vz(j )ws_l =
0 a (10) megfigyelés szerint. Ezeket a tagokat is elhagyva, az Osszegbdl csak azok a tagok maradnak meg, ahol
j = s. Mivel (10) szerint Vgs)w‘**1 = vgl) = v;, azt kaptuk, hogy >, )\Es)vi = 0. Ez mar a K altér (8)-ben felirt
bézisvektorainak linearis kombinacidja, ezért minden i-re )\Z(-s) = 0, ami ellentmondés, mert feltettiik, hogy van olyan
k, amelyre )\,(CS) # 0. Ezzel belattuk, hogy a VZ(] ) vektorrendszer linerisan fiiggetlen.

A bizonyitas befejezéséhez elég igazolni, hogy a vektorrendszer pontosan dim W vektorbodl all. A konstrukcio
alapjan lathato, hogy d,,_; darab m hosszisaga, d,, o darab m — 1 hosszusagi, ..., di darab 2 hossztsagu és dg
darab 1 hossztisagt Jordan-lancunk van, a vektorrendszeriink elemszama tehéat
(11) m-dpmo1+(m—1)-dp—o+--+2-dy+1-dp.

Megmutatjuk, hogy W dimenziéja is éppen ennyi.

Ehhez vizsgaljuk meg a v transzformécio I-ra vald megszoritasanak kép- és magterét. Egy v vektor akkor és csak
akkor tartozik ¢|;, magjaba, ha v € Iy és vip = 0, tehat Ker(¢|s,) = K N I;. Egy v vektor akkor és csak akkor
tartozik |;, képterébe, ha v € I és létezik olyan u € Ij, amelyre v = uy. Itt az u € I, feltétel azt jelenti, hogy
u = wi)* alkalmas w € W vektorral, ezért, Im(¢|r,) nem més, mint a v = up = wiyp**1 (w € W) alaku vektorok
halmaza (ezek persze automatikusan I;-ban vannak). Nyertiik, hogy Im(¢|s,) = Ix+1. Ezek utan mar fel tudjuk irni
a linearis leképezések dimenziotételét (3.15. Tétel) a |7, : I — Ij transzforméciora:

dim Ker (9|1, ) + dimIm(¢p|;, ) = dim(K N Ij;) + dim Ij; = dim .

Ezt az Osszefiiggést alkalmazzuk rendre a k = 0,1,...,m — 1 értékekre dim W kiszamitasahoz:

dim W = dim Iy = dim(K N Ip) + dim [; =
=dim(K N1p) +dim(KNI)+dimI; =
=dim(K N1p) + dim(K N 1)+ dim(K N Iz) + dim I3 =

=dim(K NI) +dim(K N 1) +dim(KNL)+ - +dim(K N L,_1) + dim I,.



Osszefoglalva, a kivetkezs Gsszefiiggést kaptuk W dimenziéjara (mivel I,, = {0}, a dim I,,, tagot elhagyjuk):
dim W = dim(K N Iy) + dim(K N 1) + dim(K N 1z) 4+ - + dim(K N I, —1).
Mindegyik dim(K N I;) dimenziot (9) alapjan kifejezhetjiik a d; szamokkal:

dmW = dp_1+dpm_o+---+di +do+
+ dm—l +dm—2 + +d1+

+dp—1+dpn_ot
+ dm71~

Oszloponként 6sszegezve azt kapjuk, hogy
dimW:m-dm,l—i—(m—1)~dm,2+~-~—|—2-d1+1~d0,
(

és ez épp ugyanaz, mint (11). Ezzel ellendriztiik, hogy a Vij ) vektorrendszer bazisa W-nek, és igy bebizonyitottuk

az 5.13. Tételt.
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