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Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

® U vektortér T felett, bazisa: A= {a1,...,am}

o i T U, ()\1,...,)\,”) = Zgl )\,-a,-,
al:U— T7, uws [u] 4 izomorfizmusok

o V vektortér T felett, bazisa: B = {b1,..., bs}

. ﬂ:-Tn_>V7 (ﬂl,...,un)’—) leﬂib,‘,
Bl V = T v [v]g izomorfizmusok

® p: U — V linearis leképezés



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

® U vektortér T felett, bazisa: A= {a1,...,am}

o i T U, ()\1,...,)\,”) = Zgl )\,-a,-,
al:U— T7, uws [u] 4 izomorfizmusok

o V vektortér T felett, bazisa: B = {b1,...,bs}

. ﬂ:-Tn_>V7 (va---a/ﬁn)'_) f:]_/’tl'biy
Bl V = T v [v]g izomorfizmusok

® p: U — V linearis leképezés



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

fome . oy

] E

Tm ——— T"

Az M € T™*" matrixot egyértelmien meghatarozza az alabbi tulajdonsag:
[ula-M = [ue]s (Yu e U).

A matrix gy ,készil", hogy az [a1¢]5, - - -, [amp] s koordinatasorokat
egymas ala irjuk. '

Definicié
Az M matrixot a ¢ linearis leképezés matrixanak nevezziik az A és B
bazisokban. Jeldlés: M = [¢] 45

luels = [ula - [¢]as




Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

Példa

o U={fecR[x]:degf <3}, A= {1 xx%x3}

® V={f eR[x]:degf <2}, B={1,x,x%}

e p: U=V, f—f

g a1 0 xt0.2 = []s (500

xp=1.,=1:1+0-x+ 0-x> = [x¢]s = (1,0,0)
x2p =2x =0-1+ 2-x+ 0-x* = [x%¢]z = (0,2,0)
30 =3x> =0-14 0-x+ 3-x> = [x3¢]5 =(0,0,3)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ matrixat az A, B
bazisparban:

[elas =

O O = O
D ERIFICO G,
(&0l an BT e ) @)



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

Példa (folyt.)

Ellenérzésképpen nézziik meg, hogy az f = ¢y + c1x + ©x° + c3x
polinom koordinatasorabél valéban az f’ = ¢; 4+ 2cox + 3c3x? polinom
koordinatasorat kapjuk-e a [¢] 4 3 matrixszal valé szorzaskor:

3

(co, 61, C2;€3) =t 203a) v

o> D g ()
(= i Ko pidem gl on)
COFCDECDE D)



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

Példa
o he e F - T 0y (0 1]
® : titkrozés az y = 2x egyenesre
hp= h=1f+ 0fh = [fig]r=(1,0)
bue o= 0ht (16 == [hel=-40 2}

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ matrixat az F, F

bazisparban:
o] (1 0]
SO ]:’]: - 0 1 5



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

Példa
s M R F = I(10), (071) )
® : tiikrozés az y = 2x egyenesre
ep = (-3/5,4/5) = ~tert ter = [enle = (-3/5,4/5)
oG =3Bl — fe foi— [av]s= (46 3/5)
A koord.inétasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ matrixat az £, &
bazisparban:
e

Igy kapunk egy képletet tetsz6leges (x, y) pont tiikdrképének
koordinataira:

bo= (e 9)-(T3fg 5j5) = Chtbn ).



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal
Példa

o yes e T Loy D

® . mer6leges vetités az y = 2x egyenesre

fip=H =1+ 0H = [Ay]r=(1,0)
he =0 =0+ 0h = [hy]r=(0,0)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ matrixat az F, F

bazisparban:
] e Bl
(’D .F,.F O O i



Linearis leképezés matrixa sorvektorokkal

Példa
o hes e - EEE0Y (L
® . mer6leges vetités az y = 2x egyenesre
ap =(1/5,2/5) = tei+ & = [erp]e = (1/5,2/5)
ep = (2/5,4/5) = et se = [e2p]e = (2/5,4/5)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk ¢ matrixat az £,&

bazisparban:
§ i

Igy kapunk egy képletet tetszéleges (x,y) pont vetiiletének koordinataira:

o=t 0)-(33 4a) = (b Bre ).



Projekciok

Definicié
Ha V = U® W (direkt Gsszeg), akkor az alabbi 7 € Hom(V, V) linearis
transzformaciét (az U-ra valé W iranya) projekcionak nevezziik:

V=V, u+wr u

Tétel
A 7 € Hom(V, V) linearis transzformacié akkor és csak akkor projekcio,
ha 72 = 7 (azaz 7 idempotens).

Bizonyitas.

A tablan. , |
Ha u1,..., u, bazis U-ban és wy, ..., wy bazis W-ben, akkor
B:={u,...,ur,wi,..., wg} bazis V-ben, és

Er 0r><k
Okxr Okxk

h%ﬁz( >:m%ﬂwwLQ”w®



Miveletek linearis leképezésekkel

Tétel
Ha ¢, 1 € Hom(U, V) és c € T, akkor

® o+ €Hom(U, V),

® cp € Hom(U, V),

® Hom(U, V) ezekkel a miveletekkel vektorteret alkot.
Bizonyitas.
[SzL: 11.2]

Tétel
Ha ¢ € Hom(U, V) és ¢ € Hom(V, W), akkor
* v € Hom(U, W);
e teljesiilnek az ,elvarhaté” miiveleti tulajdonsagok.
Bizonyitas.
[Szl: 10 11 5]



Osszhang a matrixmiveletekkel

Tétel
Legyen & bazis U-ban, F bazis V-ben és G bazis W-ben.
Ha ¢, ¢ € Hom(U, V), 7 € Hom(V, W) és c € T, akkor
* [o+dler =[eler + [¥e, 7
* [coler = cloler
* [etleg = lele.7 - [7lrg:
* r(p) = rl¢le.7)-

Bizonyitas.
[SzL: 1285813 718



Osszhang a matrixmiveletekkel

Kovetkezmény
Ha dim U = m és dim V = n, akkor a Hom(U, V') vektortér izomorf a
Tm*" vektortérrel az alabbi izomorfizmus mellett:

Hom(U, V) — T™", ¢ — [¢le F
Kovetkezésképp Hom(U, V') egy mn-dimenzids vektortér.

Bizonyitas.
[SzL: 12.4]

Kovetkezmény

Ha dim U = m, akkor a Hom(U, U) gyiirii izomorf a T™*™ gyiiriivel az
alabbi izomorfizmus mellett:

Hom(U,U) = T™™, o [olze.



Attérés () bazisra
® V két bazisa: £ és F
® p=id: V — V, v v identikus leképezés

& id i

e O

=] IE

g

_ M
Itt az M = [id]g, 7 € T"*" matrix azt ,tudja”, hogy

[Vle - M = [ve]r = [v]F _ (Vv e V).
A matrix gy ,készil", hogy az [e1] 7, ..., [em] s koordinatasorokat

egymas ala irjuk. -

Definicié

Az M matrixot az £ bazisrél az F bazisra valé bazisattérés matrixanak
nevezziik. Jeldlés: M = [€ — F].

M7 = [ - [€ — 7]




Attérés j bazisra
Példa

e V=R2

- 8:{(170)7 (071)}'

o F=(L2) { 2 1)}
Az & — F bazisattéréshez ki kell fejezniink £ elemeit F elemeibdl:

e = Lt (-3 h = [alr = (1/5,-2/5)
e — %fl—i- %fz —= el —(2/571/5)

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk az &€ — F bazisattérés

matrixat: 15 2/
Pl <2/5 1/5)‘



Attérés j bazisra
Példa (folyt.)
* V= R?
b 5:{(1,0), (07 1) }'
it .F:{(].,2), (_271)}

Az F — & bazisattéréshez nem is kell szamolni:

fl — 1t 20— [[ﬂ]]g = (1,2)
h=-2e+1le — [[fz]]g = (—2,1) .

A koordinatasorokat egymas ala irva kapjuk az F — &£ bazisattérés

matrixat:
152
[F—=£&] = (A2 1) ;



Attérés j bazisra

Példa (folyt.)

Figyeljik meg, hogy a két bazisattérés-matrix egymas inverze:

(s ) (2 1)=(0 9)=(2 1) 7s)

Ez persze nem véletlen. . .

Tétel
Tesz6leges V vektortér tetszéleges £ és F bazisai eseten a két
bazisattérés-matrix egymas inverze:

[F=&l=[—F]?
Bizonyitas.

Vlr=1[vle-[€ = F] =[vls:[F = €&] : [€ = F]



Linearis leképezés matrixai kiilonb6z6 bazisokban
e U két bazisa: A és B
® V két bazisa: £ és F

® ¢: U— V linearis leképezés

sy
idI Iid
5l

Hasznaljuk a linearis leképezések és a matrixok szorzasa kozotti

ssshangot:
[els.F = [idpid]sF =
= [id]B,4 - [€]ae - [idle, 7 =
=[B— A] - [¢]ae - [€ = F]



Linearis leképezés matrixai kiilonb6z6 bazisokban

Tétel
Ha A és B bazisa U-nak, £ és F bazisa V-nek, és ¢ € Hom(U, V), akkor

el r =B = Al - [¢lae - [€ — F]

Kévetkézmény
Ha & és F bazisa V-nek, és ¢ € Hom(V, V), akkor

[drr =1F - €] [eles [€ > FI=[€ = FI7 Telee - [€ —» 71

lelrr =€ = FI7' - [olee - [€ = F]




Linearis leképezés matrixai kiilonb6z6 bazisokban

Definicié
Azt mondjuk, hogy az A, B € T"*" matrixok hasonléak, ha létezik olyan
P € T"%" nemelfajulé matrix, amelyre B = P~1AP. Jelolés: A ~ B.

Tétel

(1) A hasonlésag ekvivalenciarelacié a T feletti n x n-es matrixok
halmazan.

(2) Két matrix akkor és csak akkor hasonl6, ha ugyanannak a linearis
transzformaciénak a matrixai kiilénb6zs bazisoknan.

Bizonyitas.

(1) [SzLzas]

(2) Kovetkezik az el6z6ekbél, csak azt kell észrevenni, hogy minden
nemelfajulé matrix felfoghaté egy bazisattérés matrixaként.



Linearis leképezés matrixai kiilonb6z6 bazisokban

Példa
C N R — {(L0), (0:1) ) F— G2} 2 1) }

® : titkrozés az y = 2x egyenesre

Az F, F bazisparban konnyi volt felirni ¢ matrixat:

[elzF = <é _(1)) ;

Az F — & bazisattérés matrixahoz se kellett semmit szamolni:

V%ﬂzﬁéﬂ.

Ezekbdl (is) megkaphatjuk ¢ matrixat az £, £ bazisparban:

[olee =[F — 5]]71 lolrz-lFE ="



Linearis leképezés matrixai kiilonb6z6 bazisokban

Példa (folyt.)

[plee = [F = 17" [@lee - [F — €] =
st G
AR R

=Tk %)



