KLASSZIKUS ALGEBRA SZORGALMI FELADATOK (2015 TAVASZ, szerda 8-10)
. feladat. Hatédrozza meg a 3 — 4¢ komplex szdm négyzetgyokeit kanonikus alakban.
. feladat. Oldja meg a (2 +1i) 2% + (5 — i)z + (2 — 2i) = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazsn.
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3. feladat. Oldja meg a 22 + 4z = |z|*> 4 6 egyenletet a komplex szémok halmazsn.

4. feladat. Mekkora szoget zdrnak be egymadssal az origét a (2,1) és az (1,3) ponttal dsszekotd szakaszok?
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. feladat. Rajzoljunk egy paralelogramma oldalaira kifelé négyzeteket. Bizonyitsa be, hogy a négyzetek kozéppontjai
egy négyzetet alkotnak.

6. feladat. Abrazolja a komplex szdamsikon a {22: Rez = 1} halmazt.

7. feladat. Adjon zdrt formulit a (20115) — (20315) + (20515) - (20715) 4+ = (38}2) osszegre. (Utmutatds: Szamitsa ki az

(14 1)*°"® hatvanyt trigonometrikus és kanonikus alakban is, majd hasonlitsa 6ssze a két eredményt.)

8. feladat. Hatdrozza meg mindazokat a komplex szédmokat, amelyek hetvenhatodik és szdzadik egységgyokok is.
9. feladat. Hatdrozza meg az n-edik egységgyokok szorzatdt.

10. feladat. Ha ¢ primitiv szédzadik egységgyok, akkor primitiv hanyadik egységgyvk e3° és 367

11. feladat. Definidljuk az egész szémok halmazdn a x miiveletet a kovetkezéképpen: a*b:= a+(—1)" b. Mutassa meg,
hogy (Z; ) félcsoport. Van-e benne egységelem; ha igen, mely elemeknek van inverze?

12. feladat. Gyfirlit, integritdstartomanyt, illetve testet alkot-e a Z [w] = {a + bw : a,b € Z} halmaz (a szokdsos Osszea-

déssal és szorzdssal), ahol w = —1 + @ﬁ
13. feladat. Hatdrozza meg a Z [w] gylirli egységeit (1dsd az elézb feladatot).

14. feladat. Definidljunk egy tjfajta osszeaddst és egy ujfajta szorzédst a valds szamok halmazén: legyen a®b=a+b—1
és a ®b=a+b— ab. Igazolja, hogy az (R; ®, ®) struktira test.

15. feladat. Szamitsa ki az (z + T)p € Z, [z] polinomban z, 2%, 23 és x* egyiitthatéjat.
16. feladat. Hatdrozza meg x'%0 — 1 és 2** — 1 legnagyobb kozos osztéjdt.

17. feladat. Mely p primszamok esetén létezik multiplikativ inverze az © — 1 € Z, [z] polinomnak modulo 2 +x+ 17
Szamitsa is ki a multiplikativ inverzet, amikor létezik.

18. feladat. Bézout tételének segitségével vizsgalja meg, hogy teljesiil-e az 22 + v/2z + 1 | * + 1 oszthatéség.
19. feladat. Mely n pozitiv egészekre oszthaté az ™ + 1 polinom az x? + 1 polinommal?

20. feladat. Mutassa meg, hogy a (0, ap), (1,a1), (2,a2), (3, as) pontokra akkor és csak akkor illeszthet® parabola (amely
elfajulé esetben lehet egyenes is), ha ag — 3a; + 3a2 — a3 = 0.

21. feladat. Az a valés paraméter mely értékeire lesz a —1 kétszeres gyoke az 2° — ax? — az + 1 polinomnak?

22. feladat. Adja meg az z° + 62* + 23 + 622 + 22 + 5 € Z7 [x] polinom irreducibilis felbontasit.

23. feladat. Adja meg az 2P — = € Zp[z] polinom irreducibilis felbontasét tetszoleges p primszdm esetén.
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24. feladat. Képzelje el (de ne irja fel!) az x — 1997 polinom irreducibilis felbontdsat R felett. Hany tényezdt 14t (a

lelki szemeivel), és hanyadfokiak ezek?

25. feladat. Adjon meg végtelen sok olyan n egész szamot, melyre az x? + 100z + n polinom irreducibilis Q felett, és
végtelen sok olyat is, amelyre nem irreducibilis.

26. feladat. Irja fel az f = (z — 1) (22— 1) (2 — 1) (z* —1) és g = (x+ 1) (22 + 1) (2® + 1) (z* + 1) polinomok irre-
ducibilis felbontédsat a kedvenc szémteste felett, majd szdmitsa ki f és g legnagyobb kozos osztdjit.

27. feladat. Adja meg az x° + 23+ ax? +a € T [z] polinom irreducibilis felbontédsat, ahol T' = {0,1,a, b} a 4-elemi test.
28. feladat. Mely p primszdmok esetén lesz test a Z, [z] / (22 + 1) faktorgytirti?

29. feladat. Hatdrozza meg az a, b paraméterek értékét gy, hogy legyen haromszoros gyoke a 3x° — 1023 +ax+b € C [z]
polinomnak.

30. feladat. Mikor oszthat6 egy polinom a sajat derivaltjaval?
31. feladat. Oldja meg az 3 + 92 — 26 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.

32. feladat. Oldja meg az z* — 223 4 422 — 20 4+ 3 = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan. (Segitség: A kubikus
rezolvens egyik gyoke a = 2.)

33. feladat. Hatdrozza meg a A komplex paraméter értékét gy, hogy az x> — 7z + A polinom egyik gycke valamelyik
miésik gyok kétszerese legyen.

34. feladat. Hatdrozza meg a 8 + ¢ és 4 — 2¢ Gauss-egészek legnagyobb kozos osztdéjat.



