KLASSZIKUS ALGEBRA SZORGALMI FELADATOK (2015 TAVASZ, csiitértok 8-10)

1. feladat. Hatdrozza meg az 5 + 12i komplex szam négyzetgyokeit kanonikus alakban.

2. feladat. Oldja meg az (1 — 2i) 2% + (3 +14) x + i = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.
3. feladat. Oldja meg az iz = 22 egyenletet a komplex szamok halmazan.

4. feladat. Bizonyitsa be, hogy arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = .

5. feladat. Rajzoljunk az ABC haromszog AC oldaldra kifelé egy négyzetet; ennek A-val szomszédos csticsai legyenek C
és D. Hasonléképpen, a BC oldalra rajzolt négyzet B-vel szomszédos csticsai C' és E. Mutassa meg, hogy ha a hdromszog
C csticsat mozogatjuk (de az AB oldal fix), akkor a DE szakasz felez6pontja helyben marad.

6. feladat. Abrszolja a komplex szdmsikon a {z: Re% = 1} halmazt.
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7. feladat. Fejezze ki cos (2015z)-et cosx és sinx segitségével. (Utmutatds: Szamitsa ki a (cisz) hatvényt trigono-

metrikus és kanonikus alakban is, majd hasonlitsa tssze a két eredményt.)
8. feladat. Ha e primitiv hetvenhatodik egységgyok, akkor mennyi lehet £2014?
9. feladat. Mennyi az n-edik egységgyokok 2015-6dik hatvdnyainak osszege?
10. feladat. Mikor lehet ¢ és € + 1 is egységgyok?

11. feladat. Definidljuk a valés szémpdrok halmazdn a * miiveletet a kovetkezdképpen: (a,bd) x (c,d) = (ac, be + d).
Mutassa meg, hogy (R x R;x) félcsoport. Van-e benne egységelem; ha igen, mely elemeknek van inverze?

12. feladat. Legyen U = {a,b,c}, és legyen P (U) az U halmaz hatvianyhalmaza. Gyfiriit, integritdstartomanyt, illetve
testet alkot-e P (U) a szimmetrikus differencia és a metszés miiveletével?

13. feladat. Hatdrozza meg a véges tizedestortek gytiriijének egységeit.

14. feladat. Bizonyitsa be, hogy az (Z

_ab> alakd valds maétrixok testet alkotnak a szokdsos métrixmiiveletekkel.

15. feladat. Szamitsa ki az (a: — T) (a? — 5) e (x —p— 1) € Z, [z] polinomban zP~1, 2P=2 2P~ és z¥ egyiitthatsjat.
16. feladat. Oldja meg az (xg —+ x2) u+ (w3 +2+ 33) v+ (m3 + T) w = 1 egyenletet a Zs [x] polinomgyfirfiben.

17. feladat. Mely p primszdmok esetén létezik multiplikativ inverze az x — 2 € Z, [z] polinomnak modulo z? + z + 17
Szamitsa is ki a multiplikativ inverzet, amikor létezik.

18. feladat. Bézout tételének segitségével vizsgdlja meg, hogy teljesiil-e a g | f oszthatésig a g = 22 — 1 és

f=a'" — 216 4+ 215 — 2™ + 27 — 23 + £ — 1 polinomokra a Q, Zs, illetve Z; testek folott.

19. feladat. Mely n pozitiv egészekre oszthaté az z2” 4+ 2™ 4 1 polinom az 22 + z + 1 polinommal?

20. feladat. Legyen f a (k, (—l)k), k=0,...,9 pontokra illesztett interpolaciés polinom. Mennyi f (10) értéke?

21. feladat. Az a valés paraméter mely értékeire lesz az 1 kétszeres gyske az «° + 3ax? — 4a2® — 52 + 1 polinomnak?
22. feladat. Adja meg az x° + 3z + 23 + 322 + 42 + 2 € Zj5 [x] polinom irreducibilis felbontést.

23. feladat. Hany médsodfoku irreducibilis polinom van Z,[x]-ben?
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24. feladat. Képzelje el (de ne frja fel!) az 2'%° — 1 és 2® — 1 polinomok gyoktényezés alakjét, majd hatdrozza meg

ennek segitségével a legnagyobb kozos osztéjukat.
25. feladat. Mely p primszdmok esetén van raciondlis gyoke az x* 4 223 — 1622 + 2z + p polinomnak?

26. feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszbleges T test és tetszbleges ag,...,a, € T, ag,a, # 0 elemek esetén az a,x™ +
p_12" Y4+ Faz+a €T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha agz™ + " + . 4 a,_1z + a, is az.

27. feladat. Hatdrozza meg a 121-elemii test Osszes elemének sszegét.
28. feladat. Mely p primszdémok esetén lesz test a Z, [z] / (z? — 2) faktorgyfir{i?

29. feladat. Hatdrozza meg az A, B paraméterek azon értékeit, amelyekre az 1 kétszeres gyoke az Az"+Bz" "1 +1 € C[z]
polinomnak (n > 2 tetszéleges adott termeészetes szdm).

30. feladat. Mutassa meg, hogy az 1+ x + 2—? 4 % polinomnak nincs tobbszérss gyoke a komplex szamok testében.
31. feladat. Oldja meg az =3 — 92 + 28 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.

32. feladat. Oldja meg az z* — 423 4 322 4+ 20 — 1 = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan. (Segitség: A kubikus
rezolvens egyik gyoke a = 0.)

33. feladat. Hatdrozza meg a p és ¢ komplex paraméterek értékét tgy, hogy az x> — pz? + 11z — ¢ polinom gyokei
egymdst kovetd egész szamok legyenek.

34. feladat. Hatdrozza meg a 7 — 47 és 1 4 3¢ Gauss-egészek legnagyobb kozos osztéjat.



