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Euklideszi algoritmus euklideszi gylriiben

5.27. Tétel.

Euklideszi gyliriiben barmely két elemnek létezik legnagyobb k6z6s osztdja, és az
eléall a két elem | linedris kombinacidjaként”. Formdlisan: ha R euklideszi gyiirii,
akkorVa, b € R 3x,y € R: ax+ by ~ Inko (a, b).

Bizonyitas.

Szinte szérdl széra ugyanaz, mint szimelméletbél (1asd ott az 1.18. Tételt).
Ha a = 0, akkor Inko (a,b) ~ b, ésa-1+ b-1 ~ Inko(a, b). A b =0 eset hasonlé.
Most tfh. a, b # 0, és hajtsuk végre az a =: ry és b =: r; elemekre az euklideszi

algoritmust:
n=aqrnt+r (0|l <|nl);
n=qrt+trn (0|l <|r|);
rn=qnt+n (0<|n|<lrsl]):
ricr = qiri+riv1 (0 <l <|[ril]):
Mivel ||ri|| > [[r2|| > ||r3]] > - - -, az eljards véges szdmi |épés utan véget ér:

létezik olyan n € IN, hogy rp4+1 = 0.



Euklideszi algoritmus euklideszi gylriiben

Biz. (folyt.)
Konnyii ellendrizni, hogy minden i-re D,,_, N D, = D, N D, ,. Tehat
D:NDy,=DyNDy =D,NDy,=---=D, NDy, , =D, NDyg= Dy,

és igy Inko (a, b) ~ ry.

Teljes indukciéval megmutathatd, hogy minden i-re dx;, y; € R: ax; + by; = r;.
Kezdo6lépések: a-14+b-0=résa-0+b-1=n.
Tfh. j=0,1,... i esetén dx;,y; € R: ax; + by; = r;. (IH)
Fejezziik ki ri11-et a és b segitségével:
(H)
fiv1 = ric1—ri-qi = (axi—1+ byi—1) — (ax; + byi) - gi
= a-(xi—1—xq;)+b-(yi-1—yiqi).
\W_J \_Vd
Xi+1 Yi+1

Mivel Inko (a, b) ~ r,, azt kapjuk, hogy ax, + by, ~ Inko (a, b). O



Linearis diofantoszi egyenlet euklideszi gyliriiben

5.28. Tétel.
Ha R euklideszi gyiirii, akkor tetszélegesen adott a, b,c € R \ {0} elemek esetén az
ax + by = c egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, ha Inko (a, b) | c.

Ha (xo, y0) egy megoldds, akkor barmely t € R esetén az aldbbi (x,y) par is
megoldds, tovabba minden megoldas elball ilyen alakban a t elem alkalmas
megvalasztasaval:

X=0t o) "
A
Y= ko (a,b) "

Bizonyitas.

Szinte szérdl széra ugyanaz, mint szdmelméletbdl (1asd ott az 1.23. Tételt).
Legyen d ~ Inko (a, b) # 0.

Ha x, y egy megoldés, akkor d | ax + by = c.
Tudjuk, hogy 3x',y' € R:ax' + by’ = d.
Ha d | ¢, akkor x = x"§ Gy = y'! 5 egy megoldés: ax'< +by’c =



Linearis diofantoszi egyenlet euklideszi gyliriiben

Biz. (folyt.)
Tth. xo, yo egy megoldds, azaz axg + byy = c.
Az vildgos, hogy minden t € R esetén x = xg + gt,y =y — gt szintén megoldss:

a x+ét —l—b( —it)*ax +b —l—a—bt—a—bt*c
0+ Yo— 4t) =0T b+ 4 gt=¢

Legyen most x, y egy tetszéleges megoldas.
ax+ by =c=axg+ byy = ax—axgp = byg — by
= b|a(x—xp)
= 3 | x — xo

— JdteR: X—X():gt

Az y-ra vonatkozd képlet ezutdn mar egyszerli visszahelyettesitéssel kijon:

byofby:a(xfxo):#:>y:yof§t. O



Irreducibilitds és primtulajdonsdg

Irreducibilis és primelemek barmely integritdstartomanyban definidlhatdk, és a
kordbban tanult tulajdonsdgok egy része érvényes ilyen altaldanossagban is.

5.29. Definicié.
Azt mondjuk, hogy a p € R elem irreducibilis, ha nem nulla és nem egység, és csak
dgy bonthaté két elem szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a
mésik tényezé sziikségképpen egység; ilyenkor trividlis faktorizaciordl beszéliink.)
Formdlisan:

Vabe R:p=ab = (p~avagyp~b).

5.30. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a p € R elem prim, ha nem nulla és nem egység, és
valahdnyszor osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat egyik
tényez6jének. Formalisan:

VabeR:p|lab = (p|avagyp|b).



Primtulajdonsag

5.31. Allitas.
Ha p € R rendelkezik a primtulajdonsaggal, n € N, ay, ..., an € R és
plai-...-an akkor p| a;j valamely i € {1,..., n}-re.

Bizonyitas.

plai-(ax-...-an)=plaivagyp|az-...capn=2ax-(az-...-ap)
= playvagyp|axvagyp|as-...can=2a3-(as-...-an)
:...

= p|a1vagy p|axvagy p|azvagy ... vagy p | an



Irreducibilitds vs. primtulajdonsag

5.32. Tétel.

Minden integritastartomanyban a primelemek irreducibilisek.

Bizonyitas.
Legyen R egy tetszlleges integritdstartomany és p € R egy primtulajdonsagl elem.
Ekkor p » 0, 1, igy csak azt kell beldtnunk, hogy p-nek minden felbontdsa trivilis.

Tekintsiik p egy tetszOleges felbontdsat: p = ab.
Vildgos, hogy ekkor a | p és b | p.

Az is vildgos, hogy p | ab, tehdt p primtulajdonsiga miatt p | a vagy p | b.
Az elsd esetben p ~ a, a masodik esetben p ~ b, azaz a felbontas trividlis. O



Irreducibilitds vs. primtulajdonsag

A masik iranyd, ,irreducibilis = prim" implikacié bizonyitasanal mar kihasznaljuk
a legnagyobb koz8s osztdk létezését (de mast nem).

5.33. Tétel.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor R-ben minden irreducibilis elem prim.

Bizonyitas.

Legyen R egy olyan integritastartomany, amelyben barmely két elemnek |étezik

legnagyobb kézds osztdja, és legyen p € R irreducibilis. Ekkor p ¢ R* U {0}, igy
csak azt kell belatnunk, hogy p rendelkezik a primtulajdonsaggal.

Ha p | ab, akkor ﬁ | b. Mivel p felbonthatatlan, (p,a) ~ 1 vagy (p,a) ~ p.
Az elsd esetben p | b, a masodik esetben p | a. O

Példa.
A Z [\/=5] gyliriiben a 2 irreducibilis, de nem prim:

2| (1++v-5)(1—-+v-5),de 241++v/-5 és 2{1—+/-5.



Gauss-gylriik

A végsé cél természetesen a szamelmélet alaptételének altalanositdsa integritas-
tartomanyokra, vagyis egyértelmii irreducibilis faktorizacié létezésének igazolasa.
Kiilon nevet is érdemelnek azok az integritastartomanyok, amelyekben ez
megtehetd.

5.34. Definicié.

Gauss-gyiiriinek nevezziik az olyan integritdstartomanyokat, amelyekben minden a
nulldtdl és az egységektdl kiilonbozé elem irreducibilis elemek szorzatara bomlik, és
ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és asszocidltsagtdl eltekintve egyértelmii.

Tehat az R integritdstartomany Gauss-gyliri, ha minden a € R (a #0,a » 1)

esetén léteznek olyan p1,..., pp € R irreducibilis elemek, hogy a =p;1 - ... pp;
tovabbad amennyiben a = q; ... gm egy masik irreducibilis faktorizacid, akkor
n = m, és létezik olyan 7w € S,, amelyre p; ~ gz (i=1,...,n).

5.35. Tétel.

Minden euklideszi gyiirii Gauss-gyirii.

5.38. Megjegyzés.

Az 5.35. Tétel megforditdsa nem igaz: az egész egyiitthatds polinomok gyiiriije
Gauss-gyiirii, de nem euklideszi gy(rii.



Gauss-gyriik

5.36. Kovetkezmény.

Az egész szamok gyiiriije, minden test feletti polinomgyiirii, valamint a
Gauss-egészek gyiiriije Gauss-gyiirii.




