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5. Szamelmélet integritastartomanyokban J




Oszthatdsag

Mostantél R mindig tetszOleges integritastartomanyt jeldl.

5.1. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a € R elem osztdja a b € R elemnek (b t6bbszérdse a-nak),
ha létezik olyan ¢ € R, amelyre b = ac.

Jelodlés.

Az oszthatdsagi reldciét | jeldli: a| b <= Jc € R: b= ac. Ha a # 0, akkor

egyetlen ilyen c létezik (mert R zérusosztémentes), ilyenkor haszndljuk a ¢ = g

Y b us " , ..
jelolést. Ha af b, akkor a 2 tortet (egyelére) nem értelmezziik.

5.2. Tétel.

Tetszbleges a, b, ¢ € R esetén érvényesek az aldbbiak:
(1) ala

Bizz a=a-1
(2) (a|bésb|c) = alc

Biz: (b=auésc=bv) = c=(au)v=a(uv)



Oszthatdsag

5.2. Tétel (folyt.).

Tetszbleges a, b, c € R esetén érvényesek az aldbbiak:

(3) (a|béshb|a) < Fue R :b=ua

Bizz (b=auésa=bv) = a=a(uv) Bl = uveR*

b=ua = a=u"'b = (a|bésb]|a)

(4)1]a

Bizz a=1-a
(5) alo

Bizz 0=a-0

(6) a|l < acR*

Bizz a|l <= JueR:1=au <= acR*



Oszthatdsag

5.2. Tétel (folyt.).
Tetszbleges a, b, c € R esetén érvényesek az aldbbiak:
(7)0|a <= a=0
Bizz 0|]a <= JuceR:a=0-u <= a=0
(8) (a|bésalc) = a|bxc
Bizz (b=auésc=av) = btc=auvtav=a(utv)

(9) a|b = a bc
Biz: b=au = bc = a(uc)
(10) a| b <= ac|bc,hac#0
Biz: b=au = bc = (ac)u

0
bc = auc i> b=au



Asszocidltsag

5.3. Megjegyzés.

Amint az els6 két tulajdonsdg mutatja, az oszthatdsagi relacié reflexiv és tranzitiv,
de a (3) tulajdonsag szerint altaldban nem antiszimmetrikus (igy nem is részben-
rendezés). Ezen prébélunk segiteni az asszocidltsagi reldcié bevezetésével.

5.4. Definicid.

Azt mondjuk, hogy az a és b elemek asszocidltak, ha a| b és b | a.

Jelolés.
Az asszocidltsdgi reldcidt ~ jeldli: a~ b <= a|bés b]|a.

5.5. Tétel.
Az asszocialtsag ekvivalenciarelicio R-en. Két elem akkor és csak akkor asszocidlt,
ha egymastdl csupdn egység tényezében kiilénbéznek.

5.6. Kovetkezmény.

Az egész szamok gyliriijében a ~ b akkor és csak akkor teljesiil, ha a = +b.
Két T test feletti polinom pontosan akkor asszocialt, ha egymdstdl csupan egy
nemnulla konstans szorzéban kiilonbéznek.



Asszocidltsag

5.7. Megjegyzés.

Asszocidlt elemeket nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az
oszthatdsagot vizsgaljuk. Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocialtsagi osztalyok
halmazan értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszim-
metrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (R/ ~;|) részbenrendezett
halmaz legkisebb eleme 1/ ~ = R*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Az egész szamok gylirlijében minden asszocidltsdgi osztaly {a, —a} alakdi, tehat
minden osztalyban van egy (és csak egy) nemnegativ szim. Ha minden
asszocialtsdgi osztalyt a nemnegativ elemével reprezentdlunk, akkor az (INo; |)
részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|)
részbenrendezett halmaz.

Test feletti polinomgylirii esetén minden asszocidltsagi osztély (a nulldét kivéve)
pontosan egy fépolinomot tartalmaz, itt tehat asszocidltsdg erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal. Egy tetszdleges integritdstartomanyban azonban
altaldban nincsenek kitiintetett elemek az asszocidltsagi osztalyokban.



Kongruencia

5.8. Definicid.
Legyen a, b, m € R. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy
a kongruens b-vel modulo m. Az m elemet a kongruencia modulusanak nevezziik.

Jelolés.
A kongruenciat ugyanigy jeldljiik, mint az egész szamok gydriijében:
a=b (modm) < m|a—b.

5.9. Allitas.

A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié az R halmazon, tovabba ,,szabad”
kongruencidkat 6sszeadni, kivonni és Gsszeszorozni: tetszéleges a1, by, az, by € R
elemekre

a1 = by (mod m)

a2 = by (modm)} = a1ta=byEtby (modm), a1-a» = by by (modm).



Az 5.9. Allitas bizonyitasa

reflexivitds: a=a (modm) <= m|a—a=0
szimmetria: a=b (modm) = m|a—b
= m|(-1)-(a—b)=b—a
= b=a (modm)
tranzitivitds: a=bésb=c (modm) = m|a—bésm|b—c
= m|(a—b)+(b—c)=a—c
= a=c (modm)
Tfth. a; = by (mod m) és ap = by (modm). Ekkor m | a1 — by és m | ax — by.
al~azéb10b2 (modm) — mTalagfblbz
<= mTalag—blag—l—blag—blbg

?

<~ mi(al—bl)-ag+b1-(az—b2)

Az 6sszeaddsra és kivondsra vonatkozé allitdsok hasonléan igazolhaték (HF).



Maradékosztaly-gytiri

5.10. Definicid.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik.

Jelolés.
Az a € R elemet tartalmazé modulo m maradékosztélyt 3 jelsli (ha a modulus
vildgos a szévegkornyezetbdl), a maradékosztalyok halmazat (vagyis a modulo m

kongruencidhoz tartozé faktorhalmazt) pedig R/ (m) jeldli.
Tehdt R/ (m) ={3:a € R}.

5.11. Definicid.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az 6sszeadast, az additiv
inverz képzését és a szorzdst a kovetkezoképpen: tetszileges a, b € R esetén legyen
atb=a+b —b=—b a-b=a-b.

5.12. Allitas.

A fenti miiveletek jcldefinidltak, azaz maradékosztalyok dsszege (addditiv inverze,
szorzata) nem fligg attdl, hogy az egyes maradékosztdlyokbdl melyik elemet
vélasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miiveletekkel R/ (m) kommutativ
egységelemes gyliriit alkot.



Az 5.12. Allités bizonyitisa

A miiveletek j6ldefinidltsagat az 5.9. Allitds biztositja. Példaul (a tébbi HF):
TM=Vésm="v = up=viésup=v (modm)

= u1t+tuw=vi+w (modm)

= U1+ =vi+w

Az azonossagokat (asszociativitds, kommutativitds, disztributivitas) ,,6rokli” az
R/ (m) faktorgylirii az R gyiirlitdl. Példaul (a tobbi HF):

additiv egységelem: 0

T additiv inverze: —u

multiplikativ egységelem: 1



Legnagyobb kozos osztd

Az oszthatdsag és a kongruencia fogalmat és alaptulajdonsdgait szinte szé szerint
lehetett altalanositani tetszoleges integritdstartomdnyra. A legnagyobb kézds osztd
nem mindig |étezik, de ha |étezik, akkor hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint
az egész szamok gylirijében, noha a bizonyitdsok kicsit nehezebbek.

5.13. Definicié.
A d € R elemet az a és b elemek legnagyobb kézds osztdjanak nevezziik, ha
kielégiti a kovetkez6 két feltételt:

(1) d|aésd]|b;

(2) Vke R:(k|aésk|b) = k|d.

At € R elem legkisebb kbzds tébbszérdse a-nak és b-nek, ha kielégiti a kovetkezd
két feltételt:

(1) altésh|t

(2) Vke R:(alkésb| k) = t]k.

Jelolés.
Az a és b elemek legnagyobb kdz8s osztdjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kozos
tobbszorosiiket pedig Ikkt (a, b) vagy |a, b] jeldli.



Legnagyobb kozos osztd

5.14. Megjegyzés.

Ha az a elem osztéinak halmazat D, jeldli, akkor Inko (a, b) asszocidltsagi osztélya
nem mds, mint a (D, N Dp/ ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme.

Tetszlleges integritdstartomany esetén nincs ,,nagysag szerinti” rendezés, csak az
oszthatdsagi reldciéra tdmaszkodhatunk. Itt tehat nincs méd kétféleképpen
definidlni a legnagyobb kézos oszté fogalmat (ldsd az 1.14. Megjegyzést a
Bevezetés a szdmelméletbe targy eléaddsvazlatiban).



A titkos csodafegyver

Jelolés.
Tetszbleges a € R esetén legyen D, = {k € R: k| a}.

Allités.

Minden a, b € R esetén a| b <= D, C Dy

Bizonyitas.

alb == D, C Dy: Tth. a| b, és legyen k € D,.

Ekkor k | a | b, tehat az oszthatdsag tranzitivitdsa miatt k € D,

D, C Dy == a|b: Tfh. D, C D,
Ekkor a € D, miatt a € Dy, teljesiil, ezért a | b.

Kovetkezmény.
Minden a,b € R esetén a~ b <= D, = Dy,.

Bizonyitas.
a~b < a|bésb|la < D,CDyés D, C D, < D, =D,



A titkos csodafegyver

Tétel.

Tetszéleges a, b, d € R esetén d akkor é€s csak akkor legnagyobb k6z6s osztdja

a-nak és b-nek, ha D, N\ Dy = Dy.

Bizonyitas.

El6szor tegyiik fel, hogy d legnagyobb kdzds osztdja a-nak és b-nek.

?

D, N Dy C Dy: Minden k € R esetén

ke D,NDpy = k|ab =
?

Dy C D,N Dp: Minden k € R esetén

keDy — k|d " k|ab — keD,n D,

) = k|d = ke Dy.

Most tegyiik fel, hogy D, N Dy = Dy.
? ?
(1) d|aésd|b:deDy=D,NDp, = d|ab

(2) Vke R:(k|aés k|Db) = k | d: Minden k € R esetén
k|aésk|b:> ke D;NDp =Dy — k|d



A legnagyobb kozos osztd egyértelmiisége

5.15. Tétel.

A legnagyobb kézds oszté asszocialtsag erejéig egyértelmiien meghatarozott.
Azaz barmely a, b, di, d» € R esetén

1. ha dy és db is legnagyobb kéz6s osztdja a-nak és b-nek, akkor di ~ db;
2. ha dy legnagyobb kézds osztéja a-nak és b-nek, és di ~ db, akkor d is
legnagyobb kézds osztéja a-nak és b-nek.
Hasonlo allitas érvényes a legkisebb k6z6s tobbszorosre is.
Bizonyitas.
1. Tth. dy és dy is legnagyobb kozos osztdja a-nak és b-nek.
Ekkor Dy = D;N Dy = Dy, = di ~ d>.
2. Tfh. di legnagyobb kézds osztdja a-nak és b-nek, és di ~ db>.
Ekkor Dy, = Dg, = DN Dy, = da is Inko-ja a-nak és b-nek.

5.16. Megjegyzés.

Az el8z8 tétel szerint a Inko (és a Ikkt) nem egyértelmii, ezért dltaldban nem azt
irjuk, hogy d = Inko (a, b), hanem azt, hogy d ~ Inko (a, b).

(Az egész szamok gyiirlijében megallapodtunk abban, hogy mindig a nemnegativ
legnagyobb koz0s osztét vessziik, test feletti polinomgyiiriiben pedig mindig
valaszthatunk fépolinomot legnagyobb kozds oszténak.)



A legnagyobb ko6z0s oszté tulajdonsagai

5.17. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a, b € R elemek relativ primek, ha Inko (a, b) ~ 1.

5.18. Tétel.
Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor minden a, b, ¢ € R esetén teljesiilnek az alabbiak:

(1) Inko (Inko (a, b), ¢) ~ Inko (a, Inko (b, ¢))
Biz: D(a,b) N DC = (Da N Db) N DC - Da N (Db N DC) == Da N D(b,c)
= ((a,b),¢) ~ (a (b))
(2) Inko (a, b) ~ Inko (b, a)
Biz: D(a,b) =D,NDp,=DyND, = D(b,a) = (a, b) ~ (b, a)
(3) Inko (a,a) ~ a
Biz: D(,, =DaNDy=Dy = (a,a) ~a
(4) Inko (0,a) ~ a
Biz: Diga) =DoND;=RNDs =D, = (0,a) ~a



A legnagyobb ko6z0s oszté tulajdonsagai

(5) Inko(1,a) ~1

Biz: Dy, =D1NDs=R*ND, =R =Dy = (l,a) ~1
(6) Inko(a,b) ~a <= a|b

Biz: (a,b)~a <= D,NDp,=D, <= D,CDp < alb
(7) Inko (a+ bc, b) ~ Inko (a, b)

Bizz Vk e R: k|a+bc,b < k|ab

= (a+ bc,b) ~ (a,b)

(8) Inko (a, b) - ¢ ~ Inko (ac, bc)

Biz: a tablan.

(9) Inko (a,b) % 0 = Inko (7Inko‘ga,b)’7lnkot(,a,b)>
Biz: (ﬁ,(fbb))-(a,b)w(a,b) = (&5 b-)~1
(10) Inko(a, b) ~1 = Inko (a, bc) ~ Inko (a, ¢)

Biz: a tablan.




A legnagyobb ko6z0s oszté tulajdonsagai

5.19. Kovetkezmény.

Ha az R integritastartomanyban barmely két elemnek Iétezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor tetszbleges a, b, c € R,Inko (a, b) ~ 1 esetén teljesiilnek az aldbbiak:

1) a|bc <= alc
Biz: a|bc <= (a,bc) ~a < (a,c)~a < a]lc
(2) (alcésb|c) < ab|c
Bizz a|b-{ = alf = ab|c 0

5.20. Kovetkezmény.

Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor tetszbleges a, b, ¢ € R, Inko (a, b) ~ (0 esetén

al bc — c.

4
Inko (a, b)

Bizonyitas.

al|bc <= (ab)- b (a,b)-

ORI EY

)



Legkisebb kozos tobbszoros

5.21. Kovetkezmény.

Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek létezik legnagyobb kézds
osztdja, akkor barmely két elemnek létezik legkisebb kbz6s tébbszérdse is, €s
minden a, b € R esetén

Inko (a, b) - Ikkt (a, b) ~ ab.

Bizonyitas.
Ha a = b =0, akkor Inko (a, b) = Ikkt (a, b) = 0.
Ellenkezd esetben d := Inko (a, b) # 0. Megmutatjuk, hogy t := %b eleget tesz a
legkisebb kozos tobbszords definicidjanak.
? ?
(1) a|téshb|t:
Vildgos, hiszen t = & - b= a- 3.

?

(2) VkeR:(a|késb| k) = t|k
ablk = 3515 = 5 3lg= %Ik



A legnagyobb kozos osztd |étezése

5.22. Megjegyzés.

A legnagyobb k6z6s oszté fenti tulajdonsdgai koziil sokat az egész szamok korében
ki sem mondtunk, mert a primtényez6s felbontasbdl trividlisan adddik. Némelyik
tulajdonsdgot még a szdmelmélet alaptétele elétt attuk be (hiszen sziikségiink volt
rajuk az alaptétel bizonyitdsdahoz), de ezeket is kdnnyebb volt beldtni, mert
felhaszndlhattuk azt, hogy a legnagyobb koz0s oszté mindig el6dll a két elem
»linedris kombindcidjaként”.

Tetszbleges integritdstartomanyban ez a tulajdonsag nem teljesiil, és dltaldban
egyértelmii primfelbontds sincs. S6t, még a legnagyobb kdzos oszté sem mindig
létezik, ezért kezdédik az 5.18 Tétel (és a kdvetkezményei) lgy, hogy

»Ha az R integritdstartomanyban barmely két elemnek [étezik legnagyobb kdzos
osztdja, akkor ..."






A legnagyobb kozos osztd |étezése

Példa.
AZ[V=5] ={a+b/=B:rabecz}={a+b/siiabez}

integritastartomanyban nem Iétezik barmely két elemnek kézos osztéja.
Legyen u =6 és v =2 + 2/=5.
D, = {#1, £2, £3, £ (14+v/-5), £ (1 —+/-5), +6}
D, = {1, 42, £ (14++v/=5), £ (2+v-5)}
D,ND, = {£1, £2, £ (14++/-5)}

A (D,N D,/ ~;|) részbenrendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme,
ezért Inko (u, v) nem létezik.



Euklideszi gylrik

A kovetkezokben specidlis integritdstartomdnyokat vizsgalunk, amelyekben [étezik
barmely két elemnek legnagyobb k&zos osztdja. Az egész szamok korében a
maradékos osztds, illetve az arra épiil6 euklideszi algoritmus garantélta a legnagyobb
kozOs osztd |étezését. Az euklideszi gytirli fogalma ezt a tulajdonsagot altaldnositja.

5.23. Definicié.
Az R integritastartomdnyt euklideszi gyiiriinek nevezziik, ha létezik olyan
|-l : R = INo, a — ||a|| leképezés (lgynevezett euklideszi norma), amire
teljesiilnek az aldbbiak tetszbleges a € R és b € R\ {0} esetén:

1 |la]| =0 <= a=0;

2 alb = lal <]

3. dq.re R:a=bqg+rés|r| <|b].

5.24. Megjegyzés.

A fenti a = bq + r eléallitast itt is maradékos osztdsnak nevezziik (g a hdnyados,
r a maradék). A maradékos osztds lehet6vé teszi az euklideszi algoritmus elvégzését
(innen az euklideszi gyiirli elnevezés).



Nevezetes euklideszi gytiriik

5.25. Tétel.

Az egész szamok gylirdjén ||a|| = |a

, test feletti polinomgyiirtin ||f|| = 2d&f
(a 27%° = 0 megdllapoddssal), a Gauss-egészek gyiiriijén pedig ||z|| = |z|2
euklideszi normat definidl. Ezek tehat mind euklideszi gyiiriik.

Bizonyitas.
A tablan.

5.26. Megjegyzés.

Az el6z6 tételben furcsanak tiinhet a test feletti polinomgytriikre megadott
euklideszi norma. Az exponencidlis fliggvényre csak azért volt sziikség, hogy a nulla
polinomnak (de csak annak!) nulla legyen a normdja. Ugyanezt elérhetjiik
masképpen is, példaul legyen

degf+1, haf #0;
11l = 0, haf=0.



