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Tobbhatarozatland polinomok

4.3. Definicid.

Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az ax{(1 .- 'X,l,(" alaka
formalis kifejezéseket, ahol 0 £ a € T és ki, ..., k, € INg. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatland polinomoknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatland polinomok halmazdt T [x1, ..., x| jeldli.
4.4, Tétel.

A természetes mddon definidlt szorzdssal és 6sszeaddssal T [Xl, . ,x,,}

integritastartomany.

4.5. Megjegyzés.

Az n-hatarozatlanid polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
T[x1,..., xn] = (T [x1,..., Xn—1]) [Xn] ,

azaz a T [x1,...,Xxp—1] integritdstartomdny feletti (egyhatarozatlanu)
polinomgylirii.



Tobbhatarozatland polinomok
Példa.
f= 7X12X3 — 2x1x2x§l + Ix1x0 — 3x12x2x§ + x1x2x§3 — 2x12+
5x1x22><3 - X12X2X3 — 6x1x3 + 2X32 + X1X32 + 4x22x32 +8 € R[x1,x x3]
f= X12 ( 3X2X3 — XoX3 + Tx3 — 2)
X1 - (5X2X3 — 2X2X3 + X2X3 + 9% + X3 — 6X3) +
(4x3x2 4 2x2 + 8) € R [x2, x3] [x1]
(Xz (—3x3 — x3) + (7x3 — 2))+
X1 - (x (5x3) — x2 (2x§1 + x33 + 9) + (x% — 6X3))+
(4

X5 - (4X32) + (2x32 + 8)) € R [x3] [x2] [x1]



Lexikografikus rendezés

4.6. Definicié.
Azt mondjuk, hogy az ax{(1 -+ xkn monom lexikografikusan megelézi a bx{1 coexln
monomot, ha

ElI'E{l,...,n}: ki=Hh,....kic1=1i_1és ki > I.

(Vagyis megkeressiik az els6 eltérést a ki, ko, ..., knésaz i, b,..., I,
kitevosorozatok kozott, és amelyikben nagyobb szam all ezen a helyen, az keriil
elérébb a lexikografikus sorrendben.)

Jelolés.

Tetszbleges M, N € T [x1, ..., Xs] monomok esetén M 11 N jeldli azt, hogy

M lexikografikusan megel6zi N-et, M2 N pedig azt, hogy M 1 N vagy M ~ N.
A J relacidt lexikografikus rendezésnek nevezziik.



Lexikografikus rendezés

Példa.

X2X99X§3X71

——2xfxgx§x£

X1X2 X§X4

12xfx§x3x2

3 2.5
X{ X2 X3 X

14xfx2x§xf

3x§x§x§

——9xfx§x3xf



Lexikografikus rendezés

4.7. Allitas.

A monomok halmazan =2 reflexiv, tranzitiv és dichotém reldcid, valamint M2N és
MEN akkor és csak akkor all fenn egyszerre, ha M és N asszocidlt.

4.8. Megjegyzés.

Az el6z6 Allitas szerint a = reldcid teljes rendezés (dichotdm részbenrendezés) a
monomok halmazan ,modulo asszocidltsag". Altalban egyszerre csak egy adott
polinomban el6fordulé monomokat vizsgalunk, ezek kozott pedig nincsenek
asszocidltak (azokat &ssze lehetne vonni egy taggd), tehat ilyenkor valdjaban
teljesen rendezett halmazzal dolgozhatunk.

4.9. Allitas.

A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre nézve, azaz tetszbleges
M, M, N, N monomokra ha M2IN és M2N, akkor MMZNN, és itt asszocialtsag
csak akkor teljesiil, ha M ~ N és M~ N.

4.10. Allitas.

Tetszéleges f, g € T [x1,...,Xxn] nemzéré polinomokra fg lexikografikusan elsé
tagja nem mds, mint f és g lexikografikusan elsé tagjanak szorzata.



Lexikografikus rendezés

Példa.

A korabbi példaban szerepl6 polinom tagjai lexikografikusan csékkend sorrendben:
f= —3X12X2X32 —X12X2X3 + 7X12X3 — 2><12 + 5X1X22X3 — 2X1X2X§—|—

—|—x1x2x§ + 9x1x0 + xlxsg — bx1x3 + 4X22X32 + 2x32 + 8



Szimmetrikus polinomok

4.11. Definicid.
Az feT [Xl, - ,X,,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns a
hatarozatlanok minden permutacidjdra, azaz

Ve e Sy f (X - Xnr) = F (X1, .--, Xn) -
4.12. Definicié.

A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az xi, ..., Xn
hatdrozatlanokbdl képezett Gsszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).
Jelolés.

A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinomot oy jeldli (az alaptest és n
értéke altaldban vildgos a szévegkdrnyezetbdl), tehat

0 = Z Xy Xip et Xj, = Z HX,' € T[x1, ..., %n].
1

1<h<ip<--<ik<n /g{ ..... n} i€l
|1

Il
x

4.13. Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki
egy komplex egyiitthatds fépolinom egyiitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehdt a
Vigte-formuldk oy (a1,...,an) = (—1)% a,_ alakban is felirhaték.



Szimmetrikus polinomok

Példa.
Hatarozzuk meg az x3 + 2x2 4 8x + 6 polinom gyokeinek négyzetosszegét.
A Viete-formulak szerint

ay+ap+az = o1 (a1, a2,03) = —2,
a1a + a3 + won3 = 02 (&1, a2,43) = 8,
aiaon3 = 03 (og, wp,83) = —6.

03 +ad+03 = (a1 + a0+ a3)? — 2 (aran + 103 + apnz) = 4 — 16 = —12

A megoldas kulcsa az, hogy az x? + x3 + x3 € Q [x1, x2, x3] polinomot ki lehet
fejezni az elemi szimmetrikus polinomok segitségével:

X12—|—X22+X32 :(712—2(72.

Ez pedig azért tehetd meg, mert xZ + x3 + x3 szimmetrikus polinom.



A szimmetrikus polinomok alaptétele

4.14. Tétel.
A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [x1, ..., Xn] polinomgyiiriiben.
4.15. Lemma.
Ha ax{(1 - -x,lf” egy szimmetrikus polinom lexikografikusan elsé tagja, akkor
ky =2 -+ 2> k.
4.16. Lemma.
Tetszbleges k1 > - -+ > kn nemnegativ egészekhez léteznek olyan Iy, ..., I,
nemnegativ egészek, hogy (7{1 b eT [x1,...,xn| lexikografikusan elsé tagja

éppen x{q coxfn,

4.17. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).

Bdrmely szimmetrikus polinom felirhaté, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Ve Txt,....xn|: f szimmetrikus => 3the€ T [x1,...,xp| : f =h(0o1,....00).



Diszkriminans

4.18. Kovetkezmény.

Tetszbleges n-edfokd f € Q [x] polinom esetén ha f komplex gydkei
(multiplicitdssal) a1, ..., an, akkor minden g € Q[x1, ..., xn] szimmetrikus
polinomra g (a1, ..., an) € Q.

Példa.

Haa g =TTi<jcj<n (Xi — XJ')2 polinomra alkalmazzuk a fenti kévetkezményt, akkor
azt kapjuk, hogy raciondlis egyiitthatds polinom diszkriminansa raciondlis szam
(hiszen kifejezhetd az egyiitthatdk raciondlis polinomjaként).



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D= (1 — x2)? (1 — )2 (32 — )

01 = X1 + X2 + X3
02 = X1X2 + X1X3 + X2X3

03 = X1X2X3

D= ><f><22 — 2XfX2X3 + xfx32 — 2X13X§’ + 2X13X22X3 + 2XfX2X32 — 2Xfx§’
—}—><12x§1 + 2X12X§’X3 — 6X12x22x§ + 2x12xzx§’ + x12x§1 — 2X1X§X3

+2x1x§x32 + 2x1x22x§ — 2x1x2x§l + xgxsg — 2x§’x§’ + x22x§1



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D — o203 =
—4foQX3 4x1 x2 — 6x1 x2 X3 — 6x1 x2x3 4x1 x3
—6x12X§’X3 21x1 x2 x3 — 6x] x2x3? — 4X1X§X3

—6x1x23x32 — 6x1x22X§’ — 4x1x2x:_‘51 — 4x23x§

D — 0203 + 40303 =
—4x1 x2 + 6x3 x2 X3 + 6x3 ><2><%7 4x3x3 + 6x1 x3 X3 ;
+3x2x5 X2 + 6x3x0X3 + 6x155 X3 + 6x15X3 X3 — A3 x5

D — 0203 + 4c303 + 403 =

18x13x22X3 + 18X13X2x§ + 18X12X23X3 + 27X12x22X32

+18x12x2x§’ + 18x1x23x3? + 18x1x22x33
D — 0202 + 40303 + 403 — 18010203 = —27x7x3%5

D — 0203 + 40303 + 403 — 18010203 + 2703 = 0



A harmadfokd polinom diszkriminansa

D = 0202 — 40303 — 403 + 18010203 — 270%

Ha (x —a1) (x —a2) (x —a3) = x3 + px + q, akkor a Viéte-formulak szerint
o1 (a1, a2,23) =0,
02 (&1, 02, 3) = p,
o3 (w1, @2, a3) = —q,
tehat
D (a1, a0, 03) = —403 (a1, ap, 03)> — 2703 (a1, ap, a3)?

= —4p® — 274>

~w (9 (9))



Algebrai és transzcendens szamok

4.19. Definicié.

Az « komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gydke valamely nemzéré
raciondlis egyiitthatds polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens
szamoknak nevezziik.

4.20. Definicié.

Ha f € Q[x] minimélis fokszdmi mindazon nemzéré racionlis egyiitthatds
fépolinomok kozott, melyeknek a gyoke, akkor f-et az a algebrai szam
minimalpolinomjanak nevezziik.

4.21. Tétel*.

Algebrai szam minimdlpolinomja mindig egyértelmiien meghatarozott, és
irreducibilis a raciondlis szamtest felett. Tovabbd, ha f € Q [x] olyan irreducibilis
fépolinom melynek az o algebrai szam gybke, akkor f megegyezik «
minimalpolinomjaval.

4.22. Tétel*.

Létezik transzcendens szam.



Algebrai és transzcendens szamok

Példa.
» /2 algebrai szam, minimélpolinomja: x? — 2 (miért irreducibilis?).

{/2 algebrai szam, minimalpolinomja: x” — 2 (miért irreducibilis?).

v

i algebrai szdm, minimalpolinomja: x? 4+ 1 (miért irreducibilis?).

v

» 7T és e transzcendens szamok.

v

A Liouville-féle Y ﬁ konstans transzcendens szam.

Gelfond—Schneider-tétel: Ha a # 0,1 és B ¢ Q algebrai szamok,
akkor aP transzcendens szam.

o 2, . _ ,
Példaul 2\5, \/ﬁf és i = e /2 transzcendens szdmok.

v






Algebrai szamok és gyokmennyiségek

4.23. Tétel*.

Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

4.24. Tétel*.

Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/w is algebrai szim (a gyéknek mind az n
értékére).

4.25. Definicid.

Az o komplex szdmot gydkmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionalis
szamokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (Gsszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevos gyokvonds véges szamu alkalmazasaval.

4.26. Kovetkezmény.

A gy6kmennyiségek algebrai szamok.

Példa.

Ez a szam algebrai:

§/3 —\V2+ /& + V323 - V2014

V2+ 3+ 5




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

4.27. Tétel*.

Van olyan algebrai szam, ami nem gyékmennyiség.

A fenti artatlannak I4tsz6 tételbdl kdvetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté
meg gyokjelek segitségével. Az 6todfoku egyenletnek mar nincs altaldnos
megolddképlete, sot, példaul az x> —4x4+2=0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megolddképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.

4.28. Tétel*.
Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha « € C gydke a legaldbb elséfokd
f=apx"+--- 4 aix + ag polinomnak, ahol ay, ..., a, algebrai szamok, akkor o

maga is algebrai szam.



