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[rreducibilitas

3.33. Definicié.
A p € T [x] polinom irreducibilis, ha legaldbb elséfokd, és csak tigy bonthaté két
polinom szorzatdra, hogy az egyik tényezd asszocialt p-hez. (Ekkor a mésik tényezd
sziikségképpen asszocidlt 1-hez; ilyenkor trividlis faktorizaciordl beszéliink.)
Formalisan:

Vf,geTx]:p=1fg = (p~fvagyp~g).

3.34. Allitas.
Egy legaldbb elséfoki p € T [x]| polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem
bonthaté deg p-nél kisebb fokszamu polinomok szorzatara.

Bizonyitas.
> trividlis felbontas: p = f - g, ahol @ deg f = 0, deg g = deg p (vagy forditva)

> nemtrividlis felbontds: p = f - g, ahol 1 < degf,degg < degp



Egyertelmi irreducibilis faktorizacié

3.35. Definicié.
A p € T [x] polinom prim, ha legaldbb elséfokd, és valahdnyszor osztdja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényezdjének. Formdlisan:

Vf,gcT[x]:p|fg = (p|fvagypleg).

3.36. Tétel.

Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsag ekvivalens.

3.37. Tétel.

Minden legalabb els6foki polinom felbonthatd irreducibilis polinomok szorzatara.

Ez a felbontds a tényezbk sorrendjétél és asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmiien
meghatarozott, azaz ha py-...-pn ésq1 - ... gm ugyanazon polinom két
irreducibilis faktorizdcidja, akkor n = m, és létezik olyan T € S, permutacid, hogy
minden i =1,...,n esetén

Pi ™~ qr(i)-



Polinomgytirli faktorteste

3.38. Tétel.

A T [x] / (m) maradékosztaly-gyiirii akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.

Bizonyitas.
Tudjuk, hogy

1. T [x]/ (m) kommutativ egységelemes gyfirii (3.15. Allitas);
2. T [x] / (m) egységcsoportja: @{7: Inko (£, m) ~ 1} (3.16. Tétel);
3. tehdt T [x] / (m) akkor és csak akkor test, ha legaldbb kételemdi, és

() Vfe TIx]: Inko(f,m)»1 < m|f (2.19. Megjegyzés).

v

Ha m e T\ {0} , akkor (és csak akkor) T [x] / (m) egyelemdi, tehat nem test.
Ha m = 0, akkor (x)-ra &r_x egy ellenpélda. (Ekkor T[x]/(m)=T.)

\4

» Ha m = f - g egy nemtrividlis felbontds, akkor (x)-ra @ f egy ellenpélda.

v

Ha m irreducibilis, akkor (*) teljesiil, mert Inko (f, m) csak @ 1 vagy m lehet.
L]



Polinomgytirli faktorteste

3.39. Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jelslje n az m polinom
fokszdmat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirii olyan test, amelyben az m
polinomnak van gycke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Bizonyitas.
A maradékos osztds tétele (3.5. Tétel) szerint
VfeT[x] AreT[x]: f=r (modm) és degr < n—1.

Ezért T [x] / (m) minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)

alakban.
Ha T = Z,, akkor p vdlasztasi lehetéségiink van minden a;-re ezért dsszesen
p"-féleképp tudjuk az a,_1,..., a1, ap (n db) egyiitthatdkat megvélasztani.



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap_1x" 14+ +ax+ag
= ap+tax+ - +arx"!
= a+aa+---+ a,,,ltx”_l (ao, ai, ..., an—1 € T) .

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m(a) =m(x) =m(x) =0,

hiszen m =0 (mod m). Tehdt & € K valdban gycke m-nek.



OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"4+by,_1x" 14+ 4+ bhix+b €T [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk , gyokét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

a+an+-+ap—1a”™ ' (ag,a1,.... a1 €T).

Az o szimbdélumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0, azaz
a" 4 bp_1a" 1 4. 4 by + by = 0. Tehét a szémolasi szabaly:

n 1

a" = —by_1a" " — - — biax — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.40. Megjegyzés.

Haa K testeta T = R és f = x? + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K= {ao—|-81X | ao, a1 EIR}.
Vegyiik észre, hogy X° = —1, hiszen x> = —1 (mod x? +1).
irjunk X helyett i betiit, és hagyjuk el a vonasokat a konstansokrdl.
Ekkor K egy tipikus eleme:
atax=a +a-Xx=a+ari.

Tehat K elemei ag + a1 - i (a0, a1 € R) alakdak, és az i szimbSlumra vonatkozd
(egyetlen) szamoldsi szabaly: i> = —1.



Egy véges test

Példa.
Szamoljunk a Z [x] / (x> + x + 1) testben! Ennek @ 8 eleme van:

0,1, X x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+ 1.

x+14+x24+x=x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 062, tx2+1, tx2+0c, o +a+1.
A szdmolasi szabaly:

oc3+a+1:0, azaz 043:a+1.
(+1)+ (a®+a) = a?+20+1 =a’+1

(a+1)-(a®+a) =a+2a2+a=a3+a=(a+1)+a=1 (szsz.)



A nyolcelemi test miivelettablazatai

+ 0 1 o a+1 a? a?+1 o+ ?+a+1
0 0 1 « a+1 a? a®+1 o +a 2 tat+1
1 1 0 a+1 a a?+1 a? W +a+l a4
o o a+1 0 1 a?+a a2 +a+1 a? a?+1
a+1 a+1 « 1 0 t+a+l  a2+a a?+1 2
o? a? a?+1 o+ a+a+1 0 1 13 a+1
a?+1 a?+1 o? 2+a+1  a’ta 1 0 a+1 o
o+ o+ ?+a+l ol a?+1 a a+1 0 1
2 +a+1 2 +a+1 o+ a®+1 o? a+1 ® 1 0

0 1 « a+1 a? a?+1 o +a 2 ta+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 « a+1 o? a?+1 o+ a2 +a+1
o 0 o o? a®+a a+1 1 ?4a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a®+a a’+1 a?+a+1 a? 1 «
a? 0 ? a+1 ta+l  a?+a « a?+1 1
a?+1 0 a?+1 1 a? a a?+a+1 a+1 o+
o +a 0 o +a +a+l 1 a®+1 a+1 « a2
+a+l |0 ?+a+1  a?+41 a 1 a?ta 2 a1




Egy végtelen test

Példa.

Hatdrozzuk meg a K = Q [x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax? + bx + ¢ (a, b, ce Q) alakuak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemet is megkapni.

T-x ! = 7 = 27—x-1=1

<~ (2-x)u=1 (modx*—7)
<— EIVGQ[X]:(2—X)U:1+(X3—7)V
< u=x?+2x+4 (modx®—7)

— u=x?+2x+4

Tehdt 2—x ' = x2 1 2x + 4.



Egy végtelen test

Példa (folyt.).
Menjiink le alfdba:
K ={aa® +ba+c:abceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gydkot csindlni, mert mar van neki: @
a = /7! (Vagy @ a = V/Tcis %) Tehdt K tekintheté szamtestnek is:

K:{amﬁ-beﬁ—i—c:a,b,ceQ}.

Az elébb kiszamoltuk, hogy 2 — x =% + 2x + 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a?+20+4, azaz
1
== V49 +2V7 + 4.
27
Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezbket gyokteleniteni.




Véges testek

3.41. Tétel*.

Akkor és csak akkor létezik g-eleml(i test, ha q primhatvany.

Bizonyitas helyett.
Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy g-elemii test, akkor tartalmaz prim elemszami résztestet (kdzel sem
trivilis!).
Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p".

A g-elemii testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).



Véges testek
Példa.
> kételemii test: @ GF (2) = Z,
> haromelemii test: & GF(3) = Zs
> négyelemii test: & cr (4) = Zs[x]/ (x> +x+1)
> Stelemli test: @ GF (5) 2 Zs

» hatelemii test: @ nincs!

> hételemii test: @ GF (7) =2 Zy
» nyolcelemii test: & cF (8) 2 Zs[x]/ (x*+x+1)
> kilencelemii test: & GF (9) 2 Z3[x]/ (x*+1) ={a+bi: a,be Z3}

> tizelem( test: @ nincs!



Irreducibilitds vs. gyokok

3.42. Allitas.

Az elséfoki polinomok barmely test felett irreducibilisek.

Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor degg +degh =1, és igy

degg =1,degh=0 vagy degg =0,degh=1.
Mindkét esetben trividlis a felbontas.

3.43. Tétel.
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha a gydke f-nek, akkor &= (x —a) (- - -) nemtrividlis felbont4s.



Irreducibilitds vs. gyokok

3.44. Tétel.
Haf € T [x] és2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gyoke.

Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor deg g + deg h € {2,3}, igy a nemtrividlis felbontasokra a
kovetkezo lehetéségek vannak:

degf degg degh

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van els6foki osztéja. Egy elséfokd

polinom asszocidltsag erejéig mindig x — a alakban irhaté* @ , ez pedig akkor és
csak akkor osztja f-et, ha a gydke f-nek. O

*ax—l—b:a(x+§)~x+§:x—(—9):x—0¢

a



Irreducibilitds vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis = nincs gyoke
implikacié igaz a legaldbb masodfokd polinomokra. Elséfokiiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gyoke = irreducibilis

implikdcié igaz a masod- és harmadfokl polinomokra, de magasabbfokiakra nem!

Példa.

& Az f=xt +2x2 41 € R [x] polinomnak nincs valés gycke, mégsem
irreducibilis R felett:
f=02+1)(x>+1).



Irreducibilitds vs. gyokok

Legaldbb negyedfoki polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM NEM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Egy irreducibilis faktorizacié

Példa.

Bontsuk irreducibilis tényez6k szorzatara az alabbi polinomot:
f=x043x* —x3+ 23 +x-1€Zs[x].

Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gydke-e
valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, anndl a Horner-mddszerrel megéllapitjuk a multiplicitast, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x=1)°(x=3) (x=4) (* + 4x +2).

Az x% + 4x + 2 polinomnak nincs gyoke (ha lenne, megtalaltuk volna), és @ csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb foki polinom marad a gydktényezék kiemelése utdn,
akkor valami triikkre van sziikség . ..)



Irreducibilitas kiilonbozo testek felett

Példa.

Az f = x> 4+ 1 € R[] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom C [x]-ben mar
felbomlik: & +1=(x+1i)(x—1).
Példa.

Az f = x? — 2 € Q[x] polinom irreducibilis, de ugyanez a polinom R [x]-ben mar
felbomlik: @ x2 —2 = (x —V2)(x+V2).

(Es persze C [x]-ben is felbomlik.)

Altaldban, minél nagyobb az alaptest, anndl ,tébb esélye” van egy polinomnak
felbomlani.

Ha T részteste K-nak és f € T [x], akkor

f irreducibilis K felett z f irreducibilis T felett.



Az algebra alaptétele

3.45. Tétel* (az algebra alaptétele).

Minden legalabb els6foki komplex egyiitthatds polinomnak van gyéke a komplex
szamok testében.

Elsé nem-bizonyitas.
Vizsgaljuk meg egy tetsz8leges f € C [x] legaldbb elséfokd polinom ,szinképét’™:

im0

'

-2 0 2
Re

2

A szinképnek van legsotétebb pontja, és ez a pont csak fekete lehet.



Az algebra alaptétele

Masodik nem-bizonyitas.
Legyen f = x" +ap,_1x" "1 + -+ a1x + ap € C [x]. Vizsgéljuk meg egy origd

kdzéppontd, r sugart korvonal f melletti képét. Ez egy zart gbrbe lesz, amely

> nagyon kicsi r esetén @ ap koriil kunkorodik:

> nagyon nagy r esetén @ n-szer megkeriili az origét:

A kett6 kozotti folytonos atmenet soran a gdrbe atmegy az origdn:




Irreducibilis polinomok a komplex szamtest felett

3.46. Kovetkezmény.

A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoku polinomok irreducibilisek.
Bizonyitas.

Tudjuk, hogy az elséfokiak barmely test felett irreducibilisek.

Ha f € C[x] legaldbb masodfokd, akkor az algebra alaptétele szerint van valédi

(pl. els6fokd) osztdja.



Irreducibilis faktorizacié a komplex szamtest felett

3.47. Kovetkezmény.

Minden legalabb els6foki komplex egyiitthatds polinom elséfoki polinomok
szorzatdra bomlik.

Haf =apx"+---4+aix+ap € C[x] (n>1,a,#0), akkor f-nek
multiplicitdssal szamolva pontosan n gyéke van.

Ha ezek a gyokdk ay, ..., an (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitdsa), akkor
f=an(x—wa1) - (x—ap).

Ezt nevezziik a polinom gybktényezds felbontasanak.
Bizonyitas.
Mivel C test, minden C feletti legaldbb elséfokd polinom irreducibilisek, azaz

elséfokiak szorzatara bomlik. Ezek az els6fokiiak asszocidltsidg erejéig x — «
alakdak. Tehat f € C [x] irreducibilis faktoriz4cidja igy fest:

f~(x—ag) - (x—ap).

Vilagos, hogy ekkor f gydkei éppen az «1, ..., &, komplex szamok.



Oszthatdsag vs. gyokok

3.48. Kovetkezmény.

Barmely f, g € C [x] esetén f | g akkor és csak akkor teljesiil, ha f minden gydke
egyuttal gyéke g-nek is, mégpedig legalabb akkora multiplicitassal, mint f-nek.

Bizonyitas.

Az f polinom gyokei ,egy az egybe” megfelelnek f primosztdinak, tovabbd az «
gyok multiplicitdsa éppen az x — o primtényezé kitevdje f primfelbontasiban.

A primfelbontdsbdl pedig ugyandgy lehet az oszthatdsdgot kiolvasni, mint az egész
szamok korében. ]



Valés polinom komplex gyokei

3.49. Tétel.

A valés polinomok nemvalds gyckei komplex konjugdlt parokban lépnek fel:

VFeR[x] VzeC:f(z) =0 = f(z) =0.

Bizonyitas.
Legyen f = apx" + - - - 4+ a1x + ag, ahol a,, ..., a1, a0 € R.

f(z)=ap- 2"+ ---4+a1-Z+ag

Tehdt f (z) =0 = f(2) =7 (z) =0=0.



Irreducibilis polinomok a valds szamtest felett

3.50. Kovetkezmény.

Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szamok teste
felett, ha elséfoku, vagy olyan masodfoku polinom, melynek nincs valds gycke.
Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezdk:

» ax+b (a,beR,a#0);
» ax> + bx+c (abc €R,a#0,b%>—4ac <0).
Bizonyitas.

Tudjuk, hogy a legfeljebb masodfoku polinomok kdzott pontosan a fentiek az
irreducibilisek. Legyen most f € R [x] legaldbb harmadfokd.

» Ha f-nek van valds gyoke, akkor nem irreducibilis IR felett.
» Ha f-nek nincs valds gydke, akkor legyen & € C \ R egy nemvalds komplex

gyok. Ekkor @ is gyoke f-nek, és @ # a @ mert & ¢ R. Ezért az
(x —a) (x —@) | f oszthatbsag teljesiil C [x]-ben. Node

(x—a) (x—&) = x> —2Rea-x+ |a]* € R[x],

igy f-nek (x —a) (x — &) valddi osztdja R [x]-ben (miért?). )



Irreducibilis faktorizacié a valds szamtest felett

Példa.

Hatdrozzuk meg az f = x® — 27 polinom irreducibilis felbontdsat R felett.
A polinom komplex gydkei: @ V3, — /3, a, &, B, B ahol

oc:\/g'(;Jr\fi) \/§+gi, ﬁ:\/g’(i+2i):+;i

>
>

T2 2
A C feletti felbontds (azaz a gyoktényezés alak):
f=(x=V3)(x+V3) (x—a) (x—7) (x—B) (x— B).
Az R feletti felbontas:

f= (x—V3)(x+V3)(x*—2Reax+|a]*) (x> —2Re B - x + |B*)
= (x—V3)(x+V3) (x> = V3x+3) (x> + V3x +3).

A Q feletti felbontds:
f=(x*=3)(x*+3x*+9).



