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Maradékos osztas, Inko

3.5. Tétel (a maradékos osztds tétele).

Ha f,g € T[x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott
q és r € T [x] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg.

3.6. Definicié.
A d € T [x] polinom legnagyobb kézés osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

1.d|fésd|g;

2.Vke T[x]:(k|fésk|g) = k|d.

Hasonléan definidlhaté polinomok legkisebb kézés tébbszdrise is.

3.8. Megjegyzés.

Természetesebbnek tiinhet a legnagyobb koz0s osztét a legmagasabb fokszam
kdzos osztoként definidlni. Ha d legnagyobb kdzods osztdja f-nek és g-nek a

3.6. Definicié értelmében és d £ 0, akkor h maximdlis fokszdmd f és g kozds osztdi
kdzétt. Valdban, ha k egy kozos osztd, akkor k | d és igy deg k < degd (lasd a
3.1. Tételbeli (11) tulajdonsagot).



Euklideszi algoritmus

3.7. Tétel.

Bdrmely két f, g € T [x] polinomnak létezik legnagyobb kézés osztdja és legkisebb
kézds tébbszérdse, és ezek asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatdrozottak.

A legnagyobb kézds oszté kiszamithatd az euklideszi algoritmussal, és kifejezhetd
f és g Jinedris kombindcidjaként™ Ju,v € T [x]: fu+gv =d.

Példa.

Hatarozzuk meg az aldbbi két polinom legnagyobb k&zos osztdjat:

f:x4—|—2x3+4x2+2x+3, g:X3+x2+x—3.

XA+234+4x2+2x4+3 = (x+1)- (3+x3+x-3) + 2x*+4x+6
XB+x24+x—3 :(X—l)-(x2+2x+3) + 0

Tehdt Inko (£, g) ~ x? +2x + 3.
Hab a tortan:

f=(x24+1) (x> +2x+3), gydkei: +i, —1+£/2i
(x—1) (x> +2x+3), gydkei: 1, —1++/2i

g



Relativ primség

Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f,g € T [x] polinomok relativ primek, ha Inko (f,g) ~ 1.

Tétel.
Tetszbleges 0 # f, g € T [x] polinomok esetén |nko(ff 2 és Inko%f ) relativ prim.
Tétel.

Tetsz8leges f, g, h € T [x] esetén ha f és g relativ prim, akkor f | gh <= f | h.
Tétel.
Tetszéleges f, g, h € T [x] polinomok esetén ha Inko (f, g) # 0, akkor

f|gh < h.

__f
Inko (f, g)



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

3.9. Tétel.

Tetszéleges adott nemzérd f, g, h € T [x] polinomok esetén az fu+ gv = h
egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [x] polinomokra
nézve, ha Inko (f,g) | h.

Ha (uo, vo) egy megoldds, akkor barmely t € T [x] esetén az alabbi (u, v) pdr is
megoldds, tovabba minden megoldds eléall ilyen alakban a t polinom alkalmas
megvalasztasdval:

_ g e

U= ot Inko (, g) L

f t

V—=vy— ——— - t.
0 Inko (f, g)



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa.
Oldjuk meg az fu+ gv = 1 egyenletet a Zs [x] polinomgylir(iben, ahol

f=x?+3x+1, g=x34+2x>+4x+2.

X34+2x°+4x+2 = (X+Z)'(X2+§X+I) + x+3
x2+§x+I :x~(x+§) + 1
x+3 = (x+3)-1 + 0

Fejezziik ki 1-et f és g segitségével:

I=f—x-(x+3) =f—x-(g—(x+4)-f) = (x*+4x+1) - f—x-g

Az egyenlet egy megoldasa: g = x> +4x+1, vy = —x.



Kongruenciarelacio

3.10. Definicié.
Tetszbleges f, g, m € T [x] esetén azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m
(jelolés f = g (modm)), ham|f —g.

3.11. Allitas.
A mod m kongruencia ekvivalenciareldcié T [x]|-en, és két polinom akkor és csak
akkor kongruens modulo m, ha ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

Tétel.
Tetszéleges f, g, h, f1, g1, f, g2, m € T [x| esetén érvényesek az aldbbiak:

i =g (modm) N hAth=g g (modm)
f = go (mod m) fi-fr=g1-g (modm)
» Ha h # 0, akkor hf = hg (modm) <— f=g (modm).

» Ha Inko (m, h) ~ 1, akkor hf = hg (modm) <= f =g (modm).



Linearis kongruencia

3.12. Tétel.

Tetszbleges f, g, h € T [x] esetén az f - u = h (mod m) linedris kongruencia akkor
és csak akkor oldhatd meg, ha Inko (f, m) | h. Ha ez teljesiil, akkor a megolddsok
egyetlen modulo m maradékosztalyt alkotnak.

Példa.

Oldjuk meg az f - u =1 (mod m) konruencidt a Zs [x] polinomgytir{iben, ahol

f=x2+3x+1, m=x3+2x*+4x+2.
f-u=1l(modm) <<= 3IveZsx]: fu=1+mv
— IveZsx]: fu—mv=1

Egy megoldés: ug = x? + 4x + 1.

Az éltaldnos megoldds: u= x> +4x +1 (mod m).



Maradékosztaly-gytiri

3.13. Definicié.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m
maradékosztalyoknak nevezziik. Az f € T [x] polinomot tartalmazé modulo m
maradékosztalyt f jeldli, a maradékosztdlyok halmazat (vagyis a modulo m

kongruenciahoz tartozé faktorhalmazt) pedig T [x] / (m) jeldli.
Tehdt T [x]/(m) = {f:fe T[x]}.

3.14. Definicié.

A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az 6sszeadast, az additiv
inverz képzését és a szorzdst a kdvetkezéképpen: tetszéleges f, g € T [x] esetén
legyen

f+g=f+g, —g=-g f-g=f-g

3.15. Allitas.

A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok dsszege (additiv inverze,
szorzata) nem fiigg attdl, hogy az egyes maradékosztalyokbdl melyik elemet
vélasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miiveletekkel T [x] / (m) kommutativ
egységelemes gyiiriit alkot (maradékosztaly-gyiirii).



A maradékosztdly-gylirli egységei

3.16. Tétel.

Az f € T [x] / (m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ
inverze, ha Inko (f, m) ~ 1. llyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien
meghatarozott.

Példa.

Hatdrozzuk meg az f € Zs [x] / (m) maradékosztaly multiplikativ inverzét, ahol

f=x2+3x+1, m=x3+2x*+4x+2.

Uinverze f-nak <= f-u=1
< f-u=1 (modm)
< u=x?>+4x+1 (modm)

Tehat f multiplikativ inverze: x2 4+ 4x + 1.



Polinomfliggvény

3.17. Definicié.

Az f = apx" 4+ ---+aix+ap € T [x] polinom ¢ € T helyen vett helyettesitési
értékén az f (¢) = apc" +---+ajc+ag € T elemet értjiik.

Az f € T [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény pedig nem mds, mint az

f:T—>T,c—f(c)

leképezés.

A polinomot és a hozza tartozé polinomfiiggvényt ugyantgy jeloljiik; a
szovegkornyezetbdl kideriil, hogy mikor melyikrdl van szé. Ha polinomfiiggvényekrdl
van szd, akkor x-et vdltozdnak nevezziik (nem pedig hatdrozatlannak).



Polinom vs. polinomfliggvény

Példa.

Az f = x3 € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
7352500 =01T=122=20
A g = x € Z3 [x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvény:
Z3z — 73,00, 1—1, 2+ 2.

Latjuk, hogy f-hez és g-hez ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (nevezetesen az
identikus fiiggvény), noha f és g két kiilonbozd polinom. Ezért nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Polinom vs. polinomfliggvény

Altaldnosabban, ha T egy g-elem test, akkor
> a T — T leképezések szama @ g9, mig
> T feletti polinombdl @ végtelen sok van,

igy végtelen sok kiilonb6z6 polinomhoz tartozik ugyanaz a polinomfiiggvény. Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Gyokok és oszthatdsag
3.18. Definicié.
Az v € T elem gycke az f € T [x] polinomnak, ha f («) = 0.

3.19. Tétel (Bézout tétele).
Bdrmely f € T[x] ésa € T esetén f(a) =0 <= x—a|f.

Bizonyitas.
Osszuk el f-et (x — a)-val maradékosan:

f=q(x—a)+r ahol g, r € T[x]| és degr < deg(x —a) =1.

Vegyiik észre, hogy itt r konstans polinom. Ertékelj[jk ki az x = « helyen a fenti
egyenl6ség mindkét oldaldt:

fla)=q(a)(a—a)+r=r.

Tehat
x—a|f <= r=0 < f(a)=0.



Kozos gyokok

3.20. Kovetkezmény.
Tetszéleges f, g € T [x]| polinomok esetén f és g kbz6s gydkei ugyanazok, mint
Inko (f, g) gydkei.

Bizonyitds.
Legyen d = Inko (f, g). Tetszbleges & € T esetén
o« kdzds gydke f-nek és g-nek <= f(a) =0ésg(a) =0
— x—a|fésx—ualg @(Bézout)
— x—a|d & (Inko def.)

— d(a)=0. & (tuozeB)



Tobb gyoktényezo kiemelése

3.21. Kovetkezmény.
Ha ai,...,ax € T pdronként kiilonb6z6 elemek és f € T [x|, akkor

fla)=...=f(ay) =0 <= (x—ag)-...-(x—ayg) | f.

Bizonyitas.

flag)=...=f(ag) =0 < x—ay,..., X—wg | f (Bézout)



A gyokok szama

3.22. Kovetkezmény.

Ha az 0 # f € T [x] polinom fokszdma n, akkor legfeljebb n kiilénb6z8 gydke van a
T testben.

Bizonyitas.
Legyenek a7y, ..., x, € T az f polinom &sszes kiilonbdzé gyokei. Ekkor

(x—wa1) ...-(x—ak) | f = k<degf =n. O

Megjegyzés.

Ha nem test feletti polinomokat tekintiink, akkor a gyokok szama meghaladhatja a
fokszamot!

Példaul az x> — T € Z15 [x] polinomnak négy gydke is van! @



Polinom vs. polinomfliggvény

3.23. Kovetkezmény.

Ha az f, g € T [x] polinomok legfeljebb n-edfokiiak, és n+ 1 kiilénbéz8 helyen
ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g.

3.24. Kovetkezmény.

Ha a T test végtelen, akkor két T feletti polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a
hozzdjuk tartozé polinomfiiggvények megegyeznek.

3.25. Megjegyzés.

Ha a T test véges, akkor taldlhatdk kiilonbozé T feletti polinomok, amelyekhez
ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik (keressiink végtelen sok ilyen példat!). Ezért
nagyon fontos, hogy

NE KEVERJUK A POLINOMOT
A POLINOMFUGGVENNYEL!!!



Lagrange-interpolacié

3.26. Tétel (Lagrange-interpolacio).

Tetszlleges cy, . . ., Cn+1 paronként kiilonbézé és dy, .. ., dnt1 (nem feltétleniil
kiilénbz8) T-beli elemekhez létezik pontosan egy f € T [x| legfeljebb n-edfokd
polinom, amelyre f (¢;) =d; (i=1,...,n+ 1) teljesiil.

3.27. Definicid.

Az el6z6 tételbeli f polinom neve Lagrange-féle interpoldcios polinom.

3.28. Megjegyzés.

El6fordulhat, hogy az n+ 1 pontra illesztett Lagrange-féle interpolacids polinom
foka kisebb, mint n. Pontosan n-edfokd polinom |étezését nem lehet garantdlni. Ha
nem kotiink ki semmit a fokszdmra, akkor elveszitjiik az unicitast: barmely

g € T [x] polinomra f + (x —c1) - - (x — cpy1) - & is megfeleld. Nem nehéz
meggondolni (tegyiik meg!), hogy minden olyan polinom, amely a ¢; helyeken a d;
értékeket veszi fel, el6all ilyen alakban.



