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Gydlrik

2.7. Definicié.

Ha egy nemiires halmazon ketté kétvaltozés miivelet is értelmezve van (nevezziik az
egyiket Gsszeaddsnak, a masikat szorzasnak) gy, hogy az alaphalmaz az &sszeadds
miiveletével kommutativ csoportot, a szorzds miiveletével pedig félcsoportot alkot,
és a szorzas disztributiv az 6sszeaddsra, akkor ezt a kétmiiveletes struktirat
gyliriinek nevezziik. Formilisan: (R; +, ) gylri, ha R nemiires halmaz, és

(1) (R;+) Abel-csoport;
(2) (R;-) félcsoport;
(3) YVa,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-cés(b+c)-a=b-a+c-a.

2.8. Definicié.

Az (R; +) csoportot az (R; +, -) gylirli additiv csoportjdnak, nevezziik, és ennek
megfeleléen beszélhetiink additiv egységelemrdl és additiv inverzrdl is.

Az (R;-) félcsoportot neve: a gylirli multiplikativ félcsoportja.



(Ellen)példak gytiriikre

» C, R, Q: gyiri

> Z.: gylri

v

R*, Q, IN: nem gyiirii (nem zart —-ra)

v

{péros szdmok}: gyiiri

v

{pératlan szdmok}: nem gyiiri (nem zért 4, —-ra)

v

{irraciondlis szdmok}: nem gyiiri (nem zart +, —, --ra)

v

{véges tizedestortek}: gyiirii

» R™M: gyiirli



Szamolas gylirtikben

Jelolés.

Korabbi megallapodasunknak megfelelden tetszbleges gyliriiben 0 jeldli az additiv
egységelemet, az a gylriielem additiv inverzét pedig —a jeldli, és értelmezhetjiik a
kivonds miiveletét a b — a = b+ (—a) képlettel.

2.9. Allitas.
Ha (R; +, ) gylirli, akkor minden a € R esetén a-0 = 0-a = 0 teljesiil.

2.10. Megjegyzés.

Sok hasonld, az egész szdmokkal végzett miiveleteknél megszokott tulajdonsig
érvényes tetszOleges gylirliben, példaul

a(b—c¢)=ab— ac, —(ab) =(—a)b=a(—b).
De vigyazat: a szorzas éltaldban nem kommutativ, igy példaul

(a+b)(a—b) = a2 — b2 vagy (a+ b)? = a® + 2ab + b>
mar nem teljesiil minden gy(riiben!



Integritdstartomanyok

2.11. Definicié.

Ha egy gyliriiben nemcsak az &sszeadds, hanem a szorzas is kommutativ, akkor
kommutativ gyiiriinek nevezziik. Ha pedig nemcsak additiv, de multiplikativ
egységelem is létezik (amelyet altaldban 1 jeldl), akkor egységelemes gyiirir6l
beszéliink.

2.12. Definicié.

Ha egy gylir(i a, b elemeire ab = 0 teljesiil, de se a, se b nem nulla, akkor azt
mondjuk, hogy a és b zérusosztck. Ha egy gylir{iben nincsenek zérusoszték (azaz
nullatdl kiilonb6zd elemek szorzata sosem nulla), akkor zérusosztémentes gyiiriinek
nevezziik. A kommutativ, egységelemes, zérusosztdmentes gylirii neve
integritastartomany.

2.13. Allitas.
Integritastartomanyban lehet nemzéré elemmel egyszeriisiteni, azaz tetszéleges
a, b, c (c #0) elemekre

ac=bc = a=b.



(Ellen)példak integritastartomanyokra

» C, R, Q: integritdstartomany

> Z.: integritastartomany

v

R*, QF, IN: nem is gyiirii

"o

{péros szamok}: csak kommutativ, zérusosztémentes gylir(i (nem egységelemes)

v

v

{pératlan szdmok}: nem is gyiirii

v

{irracionalis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritdstartomany

» R™": csak egységelemes gyiirli (nem kommutativ és nem zérusosztémentes)



Egységek

- € SSTE m VER
2.14. Definicié.

Legyen R egységelemes gyiirti. A
multiplikativ inverze, azaz létezik
teljesiil.

2.15. Tétel.
Az egységek barmely egységelemes gyliriiben csoportot alkotnak a szorzas
miiveletére nézve.

2.16. Definicié.
Az R gylrl egységeinek multiplikativ csoportjat R egységcsoportjanak nevezziik és
R*-gal jeldljiik.

\!

elemet egysegnek nev



Waldhauser Tamás
NEM ÖSSZEKEVERNI!
Nem összekeverni az egységet és az egységelemet!


Testek

2.17. Definicié.
Testnek neveziink egy integritdstartomdnyt, ha legaldbb kételemii, és minden
nemnulla elemének van multiplikativ inverze.

2.18. Definicié.
Ha T test, akkor (T \ {0} ;) Abel-csoport, amelyet a T test multiplikativ
csoportjanak hivjuk.

2.19. Megjegyzés.

A definicié alapjan vildgos, hogy egy legalabb kételemii R kommutativ egységelemes
gylrl akkor és csak akkor test, ha egységcsoportja a nulla kivételével minden
elemet tartalmaz, azaz R* = R\ {0}.

Jelolés.

Mivel gyliriiben és testben a két miiveletet altaldban + és - jeldli, ezeket nem irjuk
mindig ki, tehdt (R; 4+, -) illetve (T;+, ) helyett egyszeriien csak R gyliriirdl,
illetve T testrél beszéliink.



(Ellen)példak testekre

v

C, R, Q: test

» Z: csak integritdstartomany (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gylirii

v

{péaros szdmok}: nem is integritastartomdany

v

{pératlan szdmok}: nem is gylirii

v

{irracionalis szdmok}: nem is gydirii

v

{véges tizedestortek }: csak integritdstartomdny (mi az egységcsoportja?)

» R™*™: nem is integritastartomany (egységcsoportja: GL, (IR))



Ré(s)zgyliriik és altestek

2.20. Definicié.

Legyen R egy gylirli és S C R. Ha S az R-bdl ,,6rokolt” miiveletekkel maga is
gylrii, akkor azt mondjuk, hogy S részgyiiriije az R gyiirlinek. Hasonléan
definidlhatd a résztest, részcsoport, részfélcsoport fogalma is.

Példa.

Z;+) részcsoportja a (C; +) csoportnak
IN; +) részfélcsoportja a (C; +) csoportnak

;) részfélcsoportja a (C; -) félcsoportnak

QT; ) részcsoportja az (R*;-) csoportnak

GL, (R);-) részcsoportja az (R"*"; -) félcsoportnak
Sa; 0) részcsoportja a (Ta; o) félcsoportnak

,+) részgyiiriije a (C; +, -) testnek

,-) részteste a (C; +, -) testnek



Maradékosztaly-gytiriik

2.21. Allitss.

> Minden m > 2 egész szam esetén a modulo m maradékosztalyok egységelemes
kommutativ gyiiriit alkotnak.

> A Zn, gylirii egységei éppen a redukdlt maradékosztalyok (innen a Z%, jelélés).
> Ha m primszam, akkor Z.,, test, ha m nem prim, akkor Z.,, még csak nem is

integritastartomany.

2.22. Definicié.
A Z.,, gylri neve modulo m maradékosztaly-gyiiri, illetve prim modulus esetén
maradékosztalytest.



Gauss-egészek

2.23. Definicié.
Gauss-egészeknek nevezziik azokat a komplex szamokat, melyeknek valés és
képzetes része is egész szam.

Jelolés.
A Gauss-egészek halmazdt Z [i] jeloli: Z[i] ={a+bi:a beZ}.

2.24. Allitas.
A Gauss-egészek a komplex szamok szokdsos 6sszeadasdval és szorzasaval
integritastartomanyt alkotnak.

2.25. Allitds.
A Gauss-egészek gyliriijében az egységek éppen a negyedik egységgydkdk:

Z[i]* ={1,-1,i,—i}.



