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Tematika

Komplex szamok: kanonikus alak, trigonometrikus alak, Moivre-képlet, gyokvonas,
egységgyokok.

Algebrai struktirdk: a csoport, gyiir(i, integritdstartomany és test fogalma, gy(ri
egységcsoportja, nevezetes példak.

Szémelmélet integritdstartomanyokban: oszthatdsag, legnagyobb kdzds osztd, irre-
ducibilis és prim elemek, egyértelmii irreducibilis faktorizacid, Euklideszi gylriik,
Gauss-gyliriik, a Gauss-egészek gyiiriije.

Test folotti egyhatarozatlanu polinomgylirli: oszthatdsag, kongruencia, maradék-
osztaly-gylrii, maradékos osztas, euklideszi algoritmus, legnagyobb koz6s osztd,
egyértelmii irreducibilis faktorizacié. Polinomfiiggvények: polinomok gyokei, Bézout
tétele, Horner-elrendezés, Lagrange-interpolacié. A klasszikus algebra alaptétele és
kovetkezményei: a komplex egyiitthatds polinomok gyoktényezds alakja,
Viéte-képletek, irreducibilis faktorizacié a valés szdmtest f6l6tt. Polinomok a raci-
onalis szdmtest folott: racionalis gyokok, irreducibilitds, Schénemann—Eisenstein-
tétel. A harmad- és negyedfoki polinomok gyokeinek meghatarozasa. Polinomok
kozos, ill. tobbszoros gyokei, derivalt, iterdlt Horner-mddszer.

Test folotti tobbhatdrozatland polinomgylirii, a szimmetrikus polinomok alaptétele,
algebrai szamok.



Tematika

1. Komplex szamok — mert minden polinomnak kell gyok!
2. Algebrai struktirdk — mert kellenek polinomok!

3. Polinomok — mert csak!

4. Tobbhatarozatlani polinomok — mert egy nem elég!

5. Absztrakt szamelmélet — mert XXI. szazad!



(Ma)tematika
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Kovetelmények

1. Gyakorlat: nem nézni, csindlni!
> 100% = 40 pont, legaldbb 20 pont kell

2. Elektronikus tesztek: addig csindlni, amig nem hibatlan!
> http://www.math.u-szeged.hu/~mmaroti/tests
> kiprébalni vendeg-ként, és regisztralni
> ha baj van: mmaroti@math.u-szeged.hu, twaldha@math.u-szeged.hu
> 4 teszt lesz: Komplex szamok 1 és 2, Polinomok 1 és 2

> id6pontok eléadadson és honlapon lesznek kihirdetve

3. Evkézi dolgozatok
» 2 dolgozat (eléaddson): Komplex szdmok, Polinomok
> legaldbb 80% kell mindkét dolgozaton
> id6épontok eléadason és honlapon lesznek kihirdetve

» mintadolgozat majd a honlapon



Ertékelés

4. Vizsga irasbeli része
» megértést ellendrzd kérdések (igaz-e?, adjunk (ellen)példat!)
» 100% = 20 pont, legaldbb 10 pont kell

» mintadolgozat majd a honlapon

5. Vizsga szdbeli része
> kétféle tételsor: kdnnyebb tételek (10 pont), nehezebb tételek (40 pont)
> legaldabb 1 pont kell

> bizonyitani kell!

Osszesen 70 pont (kénnyebb szébeli tétellel), illetve 100 pont (nehezebb szdbeli
tétellel) szerezhetd.
Ha ez a pontszam x, és minden minimumfeltétel teljestil, akkor

x3 — 165x2 + 10850x — 174000J

osztalyzat = { 30000



Kiemelt?

> Kiemelt el6adds
» ami a normdl eléadasba (szdmelmélet, klasszikus algebra) nem fért bele
> + extra csemegék
> + 1dra
> + 1 kredit
» + 1 vizsga

> ha nem tetszik, le lehet adni

> Kiemelt gyakorlat
» a normal el8adds tematikdjat kdveti (a kiemelt eléadastdl fiiggetlen)
> kevesebb id6 ,favagdsra”
> tObb id6 érdekesebb feladatokra
> 4 0 dra
+ 0 kredit
» + 0 vizsga

v

» ha nem tetszik, le lehet adni (van parhuzamos gyakorlat)



1. Komplex szdmok




A komplex szamok definiciéja

1.1. Definicié.

A valds szamokbdl allé szamparokat komplex szamoknak nevezziik.

Jelolés.
A komplex szamok halmazat C jeldli, tehdt C = R x RR.

1.2. Definicié.

Az (a, b) és (c, d) komplex szdmok dsszegét és szorzatat a kdvetkez8képpen
értelmezziik:

(a,b)+ (¢, d) = (a+c,b+d);
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) .



A miveletek tulajdonsagai

1.3. Tétel.

Barmely u, v, w komplex szamokra teljesiilnek az alabbiak:

(1) (u+v)+w=u+(v+w); (6) u-v=v-u;

(2) u+v=v—+uy (7) u-(1,0) = u;

(3) u+(0,0) = u; (8) u#(0,0) = Fu*e€C:u-u*=(1,0);
(4) 3 eC:u+d =(0,0); ) u-(vtw)=u-v+u-w;

() (u-v)-w=u-(v-w);  (10) u-(0,0)=(0,0).

1.4. Megjegyzés.

Az el8z8 tételbeli v’ komplex szdmot (ami egyértelmiien meghatdrozott) u additiv
inverzének nevezziik és a tovabbiakban —u-val jeldljiik. Hasonléan u* is
egyértelmilen meghatdrozott, neve u multiplikativ inverze, jelolése u™1.

Két komplex szdm kiilonbségét a v — u = v + (—u) képlettel definidlhatjuk,

u# (0, 0) esetén pedig v és u hanyadosa v/u=v- u~l A kivonds és osztas
miiveletére is érvényesek a valds szimokndl megszokott tulajdonsigok (példaul a
szorzas disztributiv a kivondsra, stb.).



A valés szdmok bedgyazasa

1.5. Allits.
Minden a, b € IR esetén

(2,0) + (b,0) = (a+ b,0);
(a,0) - (b,0) = (ab,0).

Jelolés.

Tetszdleges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t frunk, és
nem is kiildnbéztetjik meg az a valds szamtél. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.)

A (0,1) komplex szdmot pedig i jeldli a tovabbiakban.



Kanonikus alak

1.6. Tétel.
Minden komplex szam el63ll, mégpedig egyértelmii mddon, x + yi (x,y € R)
alakban. Az (a, b) komplex szam ilyen felirdsdndl x = a és y = b, azaz

(a, b) = a+ bi.

1.7. Definicid.

Az= (a, b) komplex szam a4+ bi alakban valé felirdsat z kanonikus alakjanak, az
a valés szdmot z valds részének, a b valds szamot z képzetes részének nevezziik.
Az | komplex szdm neve képzetes egység.

Jelolés.
A z komplex szdm valds részét Re z, képzetes részét Im z jeloli. Tehdt z = a+ bi
esetén Rez = aésImz = b.

1.8. Allitds.
A képzetes egység négyzete: i = —1.



Szamolas kanonikus alakban

1.9. Megjegyzés.

Ezutdn a komplex szdmokat nem valds szamokbdl allé6 szamparokként, hanem

a + bi alakd formalis kifejezésekként kezeljiik. Ezekkel ugyantgy lehet szamolni,
ahogyan betiis kifejezésekkel szoktunk, de i helyett szabad (s6t, tébbnyire kell is!)
—1-et irni. Az Osszeadas és a kivonds elég természetes ebben az alakban, a szorzas
és a reciprokképzés pedig a kovetkezé6 mddon végezhets el:

(a+ bi) - (c+ di) = ac + adi + bci + bdi®> = (ac — bd) + (ad + bc) i;

1 1 a— bi a—bi a

(ha a+ bi # 0).

atb  atb a_bi 2t 2iR 21,




Konjugalt

1.10. Definicié.

A z = a+ bi komplex szam konjugdltjdn az a — bi komplex szamot értjiik.

Jelolés.
A z komplex szam konjugaltjat z jeldli. Tehat Z=Rez —Imz- .
1.11. Tétel.
Barmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:
(1) a=uy; (5) u/v=1/v, hav #0;
(2) u+v=1+V; (6) U=u <= uv€eR;
3) u—v=1-V; (7) u+T=2Reuy;
4) v v=1-v; (8) u-7= (Reu)®+ (Imu)?.



A komplex szamsik

1.12. Definicié.

Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogli koordinatarendszer, és
feleltessiik meg az a + bi komplex szdmnak az (a, b) koordindtdju pontot.

fgy kapjuk a komplex szamsikot, mds néven Gauss-féle szamsikot.

Az elsé tengelyt (abszcissza) valos tengelynek, a masodik tengelyt (ordinita) pedig
képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatdk a valds szdmok, a képzetes
tengelyen pedig az Ggynevezett tiszta képzetes szamok.

1.13. Definicié.

A z = a+ bi komplex szdm abszoliit értékén a v/ a2 + b% nemnegativ valés szdmot
értjik.

Jelolés.

A z komplex szim abszolit értékét || jeloli. Tehst |z| = \/(Re2)® + (Imz)2.

1.14. Megjegyzés.

A komplex szdmsikon az abszolit érték az origétdl (nullatdl) vald tévolségot jelenti,
a konjugalas nem mas, mint a valds tengelyre vald tiikrozés, az 6sszeadas pedig
(hely)vektorok Gsszeaddsdval irhaté le geometriailag.



Az abszolut érték tulajdonsdgai

1.15. Tétel.

Barmely u, v komplex szamokra érvényesek az alabbiak:
(1) || = Vo (4) lu/v]=|ul /|v| hav #0;
(2) 1/u=71/|u* hau#0; (5) |a| = |ul;

(3) fu-vl=lul-|v[; (6) u+v]<lul+]v[.



Argumentum

1.16. Definicié.
Egy nemnulla z komplex szdm argumentuman olyan szoget értiink, amellyel a valds
tengely pozitiv felét az origd koriil elforgatva atmegy a z-nek megfelelé ponton.

Jelolés.
A z komplex szdm argumentumat arg z jeldli.

1.17. Megjegyzés.

A nulldanak nincs argumentuma, a nulldtdl kiilonbdzé komplex szamok
argumentuma pedig csak ,,modulo 27t", azaz 27t egész szami tEbbszoroseitdl
eltekintve meghatdrozott.



Trigonometrikus alak

1.18. Allitas.

Bdrmely 0 # z € C esetén az r = |z| és ¢ = argz jeloléssel

z=r(cosp+ising).

1.19. Definicié.
A nemnulla komplex szdmok fenti (azaz |z| - (cosarg z + isinarg z) alakd) felirdsat
trigonometrikus alaknak nevezziik.

1.20. Megjegyzés.

A nulldnak nincs trigonometrikus alakja, hiszen argumentuma sincs, de r = 0 és
barmely ¢ € R esetén nyilvdn 0 = r (cos ¢ + isin ¢).

1.21. Allitds.
Barmely r,r' € R és ¢, ¢’ € R esetén

r(cosg+ising) =r'(cosg' +ising') < r=r'ésIkeZ: ¢ = ¢+ 2kn.



Szamolas trigonometrikus alakban

1.22. Tétel.
Tetszdleges nullatdl kiilénbozé u = r (cos ¢ + isin @) és v = s (cosp + isin )
komplex szdmokra

L = r(cos(—¢)+isin(—¢));

2. uv=rs(cos(p+¢)+isin(p+1));

3. L =1(cos(—y)+isin(—y));

4. s (cos(@—9) +isin(¢—1)).

<lz <|~

1.23. Megjegyzés.

A szorzat trigonometrikus alakjdra vonatkozd képletbdl latszik, hogy rogzitett
v = cosip + isin esetén az u — uv leképezés nem mds, mint az origd koriili i
szogl forgatas a komplex szamsikon.

1.24. Tétel (Moivre-képlet).

Bdrmely nemzéré z = r (cos ¢ + isin ¢) komplex szim és n € Z esetén

n

z" = r" (cos (ng) + isin (ng)) .



