79. feladat Legyen f € Z[z] egy f6polinom, melynek konstans tagja nem nulla (azaz f (0) # 0). Tegyiik fel, hogy f-nek
egyetlen komplex gyotke van az egységkoron kiviil, az dsszes tobbi gytke pedig az egységkor belsejében helyezkedik el
(tehdt a korvonalon nincs egy gyok se). Bizonyitsa be, hogy f irreducibilis Q felett.

80. feladat Az el6z6 feladat segitségével (vagy méshogy) mutassa meg, hogy #* — 2% — 1 irreducibilis Q felett. (Nem kell
a gyokoket kiszamolni, elég megbecsiilni az abszolit értékiiket. A valds gyokoket példdul fiiggvénydiszkusszé segitségével
kozelitbleg meghatdrozhatjuk.)

81. feladat® Alakitsa 4t az f = * + 8iz® — 262> — 40iz + 21€ Clz] polinomot az x + 2i polinom hatvanyai szerint
rendezett alakba, és az elvégzett atalakitas segitségével hatdrozza meg f gyokeit.

82. feladat® Hanyszoros gyoke a 2 szdm az 2° — 52! + 72% — 222 + 4z — 8 polinomnak? Oldja meg a feladatot Horner-
elrendezéssel és derivalassal is.

83. feladat® Hatérozza meg a 3z — 42° + 1 polinom tébbszoros gyokeit, majd adja meg a gyoktényezés felbontasat.

84. feladat Hatérozza meg a b és ¢ komplex paraméterck értékét ugy, hogy legyen héaromszoros gydke az
2% — 523 + 5bx + ¢ € C [2] polinomnak.

85. feladat Mikor oszthaté egy polinom a sajat derivaltjaval?

86. feladat Mutassa meg, hogy az 1+ + 72*? +-t 7"—7,1 polinomnak nincs tébbszorss gyoke a komplex szamok testében.
87. feladat® Oldja meg az ° + 9z — 26 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazan.

88. feladat Oldja meg az 2° + 9z — 26 = 0 egyenletet a Zyg testben. (A megolddshoz sziikségiink lehet a 40. feladatra.)

89. feladat A derivélt vizsgalatdval igazolja, hogy az ® + px + ¢ € C [z] polinomnak akkor és csak akkor van tobbszorss
gyoke, ha diszkrimindnsa nulla.

90. feladat Legyenck az f € C [z] polinom komplex gytkei v, ..., a,. Tegyiik fel, hogy a gyoksk paronként kiilonbozok,

és egy konvex n-szdget alkotnak a komplex szamsikon. Bizonyitsa be, hogy [’ gydkei csak ennek a sokszognek a belsejében
vagy a hataran helyezkedhetnek el.

91. feladat® Oldja meg az 2* — 22% + 42 — 22 + 3 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazén. (Segitség: A kubikus
rezolvens egyik gydke o = 2.)

92. feladat® Hatédrozza meg azt a legalacsonyabb fokszami f polinomot, amelyre f (0) =2, f(1) =3 és f(3) = 1.
93. feladat Mutassa meg, hogy

wz(e—1)- (@ (n-1) We-D(@-2)(x—n)

z(@—1) z(@x-1)(z—-2)
1-z - C (-1 =(-1
i 2 6 +oet (D) n! -1 n!
94. feladat Legyenck ¢g,¢1,...,6,-1 az n-edik egységgyokok, és legyen f € C x| az (c0,v0), (€1,91) s (En—1,Yn—1)
pontokra illesztett Lagrange-féle interpoldciés polinom. Igazolja, hogy f (0) éppen az yo, ..., yn—1 szdmok &tlaga.

95. feladat A (0,a0).(1,a1),(2,as) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd egyenes, ha ap — 2a1 + as = 0 (ugye?).
Mutassa meg, hogy a (0,a0),(1,a1),(2,a2),(3,a3) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd parabola (amely elfajuld
esetben lehet egyenes is), ha ag — 3a; + 3az —az = 0.

96. feladat Az el6z6 feladat altaldnositdsaként bizonyitsa be, hogy a (0,a0),(1,a1),...,(n+ 1,a,4+1) pontok akkor és
csak akkor illeszkednek egy legfeljebb n-edfoku polinomfiiggvény grafikonjira, ha

1 1 1 : 1 1
(e O (2t (o (o

n+1
Tobbhatarozatlanu polinomok, szimmetrikus polinomok, algebrai szamok

97. feladat® Anélkiil, hogy megkeresné a gyckoket, hatarozza meg a 32° + 62% + 92% + 222 4 42 + 1 polinom gyokeinek

négyzetosszegdt.

98. feladat® Irja fel az (z) + ) (22 + x3) (z3 + 1) polinom tagjait lexikografikusan csokkené sorrendben, majd fejezze
ki az elemi szimmetrikus polinomok segitségével.

99. feladat Hatérozza meg a A komplex paraméter értékét gy, hogy az @ — 7z + A polinom egyik gycke valamelyik
masik gyok kétszerese legyen.

100. feladat Hatirozza meg a p és ¢ komplex paraméterek értékét gy, hogy az 2% —pz? 4112 — ¢ polinom gydkei egymast
kovetd egész szamok legyenek.

101. feladat® Hatdrozza meg a \/3 — /6 algebrai szém minimalpolinomjat és konjugaltjait.

102. feladat Mutassa meg, hogy 2 + 7 transzcendens szam. (Fel lehet hasznalni azt a tényt, hogy 7 transzcendens.)
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Komplex szamok
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1. feladat® Hatérozza meg az <;T) komplex szam kanonikus alakjat.
i
. feladat® Hatérozza meg a 3 — 4i komplex szam négyzetgyokeit kanonikus alakban.
. feladat® Oldja meg a (2 + i) 2 + (5 — i) + (2 — 2i) = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan.
. feladat® Abrazolja a komplex szdmsikon az |z —i| < 1 egyenlétlenséget kielégité = komplex szamok halmazét.
. feladat® Abrazolja a komplex szdmsikon a 0 < arg (zi) < /3 egyenltlenséget kielégitd = komplex szdmok halmazét.

. feladat Abrézolja a komplex szamsfkon a Re (%) = X\ egyenléséget kielégité z komplex szdmok halmazat.

N o s W N

. feladat® Trigonometrikus alakban szimolva szdmitsa ki a (\/§ - 1) (2+ 2\/§'i) komplex szdmot. (A végeredményt
adja meg kanonikus alakban is.)
8. feladat® Trigonometrikus alakban szdmolva szamitsa ki az aldbbi komplex szdm értékét. (A végeredményt adja meg
kanonikus alakban is.)

(—1+ 1)2422

1208

(\/{5 + ’L)
9. feladat Fejezze ki cosna-et cosx és sinz segitségével. (Utmutatds: Szamitsuk ki a (cosz + isinz)" hatvdnyt trigono-
metrikus és kanonikus alakban is, majd hasonlitsuk éssze a két eredményt.)
10. feladat Adjon zart formuldt a sina + sin 2z + - - - + sinna dsszegre.
11. feladat Adjon zért formulat a 3500, (P990) bsszegre.
12. feladat Mutassa meg, hogy 4 arctg é — arctg ﬁ =7
13. feladat Rajzoljunk egy tetszileges négyszog oldalaira kifelé négyzeteket. Bizonyitsa be, hogy a szemkozti oldalakra
rajzolt négyzetek kozéppontjait 6sszekotd szakaszok egyenld hossziak és egymésra merdlegesek.

14. feladat Rajzoljunk egy tetszéleges haromszog oldalaira kifelé szabdlyos hdromszogeket. Bizonyitsa be, hogy ezen
haromszogek kozéppontjai dltal meghatarozott haromszog szabalyos.

15. feladat Igazolja, hogy az x,y,z € C komplex szamok altal meghatarozott haromszog akkor és csak akkor szabalyos,
ha 22 + % + 22 = vy + yz + 2.

16. feladat® Szamitsa ki /—1 —/3i mind a négy értékét. (A végeredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus
alakban is.)

17. feladat® Szdmitsa ki ¥/i mindhdrom értékét. (A végeredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)
18. feladat® Abra’,zolja a komplex szamsikon a nyolcadik és a tizenkettedik egységgyokoket, és irja fel ket trigonometrikus
és kanonikus alakban. Mindegyikhez hatdrozza meg azt az n természetes szamot, amelyre primitiv n-edik egységgyok.

19. feladat® Egységgyck-e a z = cos%r +i- sin‘%r komplex szdm? Ha igen, akkor hatdrozza meg mindazokat az n

kitevéket, amelyekre z n-edik egységgyok, valamint azt az n természetes szamot, amelyre z primitiv n-edik egységgyok.
20. feladat Mikor lehet € és € + 1 is egységgyok?
21. feladat Hatdrozza meg az n-edik primitiv egységgyokok szorzatat.

n—1

22. feladat Legyen ¢ egy primitiv 2n-edik egységgyok. Adjon zdrt formuldt az 1 +e + e + - + ¢
eredményben csak ¢ szerepelhet, n nem!).

Osszegre (az
23. feladat Hatérozza meg sin 72° értékét. (I/Jtmutateis: Tekintsiik a z = cos 72° + i sin 72° komplex szdmot. Ez primitiv
stodik egységeyok, fgy gyoke az ot + 2% + 2% 4+ 2 + 1 polinomnak.)

24. feladat Jeldlje I, az n-edik egységgyckok halmazdt. Mutassa meg, hogy Ey, N Ep, = E(py, ) minden m,n € N esetén.

25. feladat Hatdrozza meg az E,, - E, = {uv : u € E,,v € E,,} halmazt tetszéleges m,n € N esetén.

A rutinfeladatokat © jelzi.



26. feladat Jeloleje P, a primitiv n-edik egységgyckok halmazat. Igazolja, hogy Ud|n P, = E,. Hogyan lehet ebbdl
megkapni az Euler-féle ¢ fiiggvény 6sszegzési fliggvényét?

27. feladat Hatdrozza meg az n-edik primitiv egységgyokok dsszegét.

Absztrakt algebrai struktirak

28. feladat® Gyiirfit, integritastartoményt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos Gsszeaddssal és szorzdssal)?
{a+bi:a,beZ, apiros}
29. feladat® Gyfirfit, integritastartoményt, illetve testet alkot-c az aldbbi halmaz (a szokdsos Gsszeaddssal és szorzdssal)?
Q(V2) ={a+bv2:a,beQ}
30. feladat® Cytirfit, integritdstartoményt, illetve testet alkot-e az aldbbi halmaz (a szokdsos dsszeaddssal és szorzdssal)?

1 3
Zlw] ={a+bw:a,beZ} w:7§+§i
31. feladat Legyen ¢ € C\ Q egy gydke az 22 + px + ¢ polinomnak, ahol p és ¢ egész szamok. Mutassa meg, hogy ekkor

a Z[¢] = {a+ b : a,b e Z} halmaz integritdstartomdnyt alkot a szokésos Gsszeadéssal és szorzdssal.

32. feladat Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges ¢ pozitiv konstans esetén a (—c,c) intervallum csoportot alkot az aldbbi @
miivelettel.

T +y

1+

TRY=

33. feladat Jelolje D,, az n pozitiv egész szam pozitiv osztdinak halmazat, és értelmezziink ezen egy kétvaltozés miiveletet
az axb= % formuldval. Mutassa meg, hogy ha n négyzetmentes szdm, akkor (D,,;*) csoport, de ha n nem négyzet-
mentes, akkor (D,,: *) nem csoport.

34. feladat Bizonyitsa be, hogy ha az n természetes szam nem négyzetmentes, akkor nem lehet a D,, halmazon olyan *
miiveletet definidlni, amelyre (D,,;*) csoport, és a b | [a,b] teljesiil minden a,b € D,, esetén.

35. feladat Hatdrozza meg a Z [w| gyfirtl egységeit (ldsd a 30. feladatot).
36. feladat Hatédrozza meg a véges tizedestortek gyliriijének egységeit.

37. feladat Definidljunk egy djfajta ,osszeaddst” a pozitiv valds szdmok halmazan: legyen a ©b = a-b. Adjon meg olyan
© ,szorzést”, amelyre (RT; &, ) test.

38. feladat Bizonyitsa be, hogy minden véges integritdstartomany test.

39. feladat® Szémitsa ki a Z;3 testben a 8 + 11, 8 — T1, 8- 11, T1/8, gn, 117" elemeket. (Az eredmény 0,1,...,12
valamelyike legyen.)

40. feladat Keresse meg az 2° = T egyenlet 6sszes megoldésat a Zs, illetve a Zg testben.

41. feladat® Végezzen maradékos osztést az f = 2% + 1, g = 22° — 3z + 2 € Zs[z] polinomokon.

42. feladat® Hatérozza meg az f = 2% + 2% + 22 + 1, g = 2% + T € Zs[z] polinomok legnagyobb kizis osztojit, és adja
meg az fu+ gv = (f,g) egyenlet egy megolddsat.

43. feladat® Szémitsa ki az f = a* + 2 + 222 + 32 — 3, g = 2* + 2% + 22 + 3z — 6 polinomok legnagyobb kizds osztéjit,
majd ennck segitségével hatdrozza meg f és g kozos gyokeit, és végiil kiilon-kiilon f és g dsszes gyokét.

»~Szamelmélet” integritastartomanyokban

44. feladat® Oldja meg az R [z] polinomgyfiriben az 2? - f = 22 — 2o (mod #® + x) kongruencist.
45. feladat Hatdrozza meg a 8 + ¢ és 4 — 2i Gauss-egészek legnagyobb kozos osztéjat.
46. feladat® Bizonyitsa be, hogy az aldbbi I halmaz idedl a Z [z] gytiriiben.
I ={a,a™ + - +ayz+ag € Z[z] : ap paros}.
47. feladat Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli idedl nem féidedl.
48. feladat® Bizonyitsa be, hogy az I = {a +by/=5 € Z [V=5| : a=b (mod2)} halmaz idesl a Z [\/=5] gyfiriiben.
49. feladat Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli idedl nem féidedl.

50. feladat Hatdrozza meg az egész szamok gyfiriijében az I = (18) N (30) idedlt. (Mivel Z f8idedlgyfirii, van olyan g
egész szdm, amelyre I = (g). Ezt a g generdtort kell megtaldlni.) Hogyan lehetne dltaldnositani?

51. feladat A (18)U(30) halmaz nem ideél az egész szamok gytiriijében (ugye?). Melyik az a legsziikebb I idedl, amelyik
tartalmazza ezt a halmazt? Hogyan lehetne dltaldnositani?

52. feladat Bizonyitsa be, hogy tetsz8leges o komplex szdmra az I = {f € C[z]: f(a) =0} halmaz idedl a C[z]
gylirtiben, és adja meg egy generatorelemét.

53. feladat Ellenérizze, hogy a korlatos valés szamsorozatok gytiriit alkotnak (a szokdsos tagonkénti dsszeaddssal és
szorzéssal), majd mutassa meg, hogy a nulldhoz konvergdlé sorozatok idealt alkotnak ebben a gyfiriiben.

54. feladat® Trja fel a Zs ] / (22 + 2 + 1) négyelemii test Gsszeadd- és szorzotablajit.
55. feladat® Hatdrozza meg a Zs [z] / (2% + 1) kilencelemfi testben az a - b, a/b, b/a elemeket, ahol a =% és b= + 1.
56. feladat® Hatérozza meg a Zs [z] / (13 + 1) szézhuszondtelemi testben a 222 — 3z + 2 elem reciprokét.

57. feladat Hatdrozza meg a 121-elemii test dsszes elemének osszegét. Hogyan lehetne dltalanositani a feladatot?

Test feletti egyhatarozatlani polinomok

58. feladat® Bézout tételének segitségével vizsgalja meg, hogy osztja-e a g = 22 + 2z + 1 polinom az f = 2% + 1
polinomot.

59. feladat® Bézout tételének segitségével vizsgdlja meg, hogy teljesiil-e a g | f oszthatésig a g = 2> — 1 és
f=a'T =210 4 21 — g1 4 27 — 23 4 2 — 1 polinomokra a Q, Zs, illetve Z7 testek folott.

60. feladat Hatdrozza meg az osszes olyan p primszamot, amelyre % + T | 22008 — 2321922 4+ 132590 + R teljesiil a Z, [z]
polinomgytirtiben.

61. feladat Az n természetes szam mely értékeire lesz (x + 1) — 2™ — 1 oszthaté 2 + = + 1-gyel?

62. feladat® Adja meg az 2° + z+1 € Zy[z] polinom irreducibilis felbontdsat.

63. feladat® Adja meg az x* + 22° + T € Z3[z] polinom irreducibilis felbontésat.

64. feladat Adja meg az 2P — x € Z,[z] polinom irreducibilis felbontdsdt tetszéleges p primszdm esetén.
65. feladat Igazolja, hogy az 2P + € € Zjy[x] polinom sosem irreducibilis.

66. feladat® Hatdarozza meg az 2% + 27 polinom komplex gydkeit, majd bontsa irreducibilis tényezék szorzatira C, R és
Q felett.

67. feladat® Hatirozza meg az 2° — 16 polinom komplex gyokeit, majd bontsa irreducibilis tényez8k szorzatdra C, R és
Q felett.

68. feladat® Hatdrozza meg az x* 422 — 30 polinom komplex gydkeit, majd bontsa irreducibilis tényezok szorzatara C, R
és Q felett.

69. feladat® Hatdrozza megaz f = (z — 1) (12 -1) (13 — 1) (z“ - 1) ésg=(z+1)(a®+ 1) (13 + 1) (z“ + 1) polinomok
irreducibilis faktorizacidjat a kedvenc szdmteste felett, majd ennek segitségével szamitsa ki f és g legnagyobb kozos
osztéjat.

70. feladat Hatdrozza meg az 2™ — 1 és 2™ — 1 polinomok legnagyobb kozos osztéjét.

71. feladat Képzelje el (de ne irja fell) az 2'%7 — 1997 polinom irreducibilis felbontdsat R felett. Hany tényezét 1at (a
lelki szemeivel), és hanyadfokiak ezek?

72. feladat Hatdrozza meg az egységkorbe irt szabdlyos n-szdg egy cstcsabdl kiinduld 4t161 hosszéanak szorzatat. (Itt
most 4tlénak tekintjiik az oldalakat is, tehat egy csticsb6l n — 1 atlé indul ki.)

73. feladat® Keresse meg az 2 4 22° + x4 + 2223 + 5522 4 442+ 11 polinom racionélis gydkeit, majd adja meg a Q feletti
irreducibilis felbontésat.

74. feladat® Igazolja, hogy az &7 — 7a5 + 2445 — 502 + 6843 — 5722 + 252 — 1 polinom irreducibilis Q felett. (Utmutatds:
Térjiink 4t az y = 2 — 1 hatdrozatlanra.)

75. feladat Adja meg az 2 — 1 € Q[z] polinom irreducibilis felbontédsdt (p primszdm).
76. feladat Bizonyitsa be, hogy 2% + 1 irreducibilis Q felett, de egyetlen p primszamra sem irreducibilis Z, felett.

77. feladat Igazolja, hogy ha ai,. .., a, paronként kiilonbozd egész szamok, akkor az (z — ay)-...- ( — a,) + 1 polinom
irreducibilis Q felett.

78. feladat Bizonyitsa be, hogy az f = 2" + ax + p polinom irreducibilis Q felett barmely n € N,a € Z,p primszam,
p > |a| + 1 esetén. (Utmutatds: Eldszor azt mutassuk meg, hogy f minden a gydkére |a| > 1.)



