Bachet jatéka

Egyszer( jaték magja, Sprague—Grundy-fiiggvénye
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J6 4llasbdl csak rossz dllasba lehet 1épni Rossz 4llasbdl mindig lehet j6 dlldsba Iépni

jo allasok rossz allasok j6 allasok rossz allasok




A jatszma menete Egyszerli jaték magja

Legyen J = (P, L, N) egyszerli jaték.

jo allasok rossz allasok

Az M C P halmazt a J jaték magjanak nevezziik, ha
e NC M;
eVpeEM VYgeP: (p,g) el = g M,
eVpe M Jge M: (p,q) €L

A nyer6 stratégia: ,Lépj mindig M-be!”

Ha po ¢ M, akkor A-nak, ha py € M, akkor B-nek van nyer§ stratégidja.

= A mag egyértelmiien meghatdrozott (ha létezik egyaltaldn).
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A Sprague—Grundy-fiiggvény Sprague és Grundy tétele

Legyen H C No, példdul H = {0,1,2,4,6} .

e maxH = 6 (maximal) Tétel (Sprague 1935, Grundy 1939)
e min H = 0 (minimal) TetszOleges J egyszerti jatékhoz
e mex H = min H = 3 (minimal excluded) O létezik SG-figgvény;

® a SG-fiiggvény egyértelmil;
A v: P — Ny figgvényt a J jaték Sprague—Grundy-fiiggvényének

© a mag éppen a SG-fiiggvény zérushelyeinek halmaza:
nevezziik, ha

M = P = .
¥p e Py (p) = mex{7(q) | (p.q) € L} {pePlv(p)=0}

v )
j6 —— rossz e —e j6 jé ., rossz rossz = j6 v (p) = mex {~v(q) | (p,q) € L}




3. Jo allasbdl csak rossz allasba lehet [épni 3. Rossz 4llasbdl mindig lehet j6 allasba Iépni

q2 C)',- q2 q,'

v(p) = mex{v(q1),v(q2),---,7(qk)} =0 = Vi:v(q;) #0 v (p) = mex{v(q1),7v(q2);---,v(qk)} #0 = Fi: v(q;) =0

jé N, rossz rossz = o v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L} jo X, rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

1. A SG-fiiggvény létezésének bizonyitasa

Legyen J = (P, L, N) egyszerli jaték.
Rekurzivan definialjuk v (p) értékét:
9 e Ha o(p) = 0 (azaz p végallas), akkor legyen v (p) = 0.
e Ha az n-nél kisebb rendii alldsokon mar definidlt a v fliggvény,
5 és 0(p) = n, akkor legyen v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L}.
(Az itt fellépd g éllasokra o (q) < n, igy v (q) mar definidlva van.)
Mivel minden 4llas rendje véges, v értékét az Gsszes allasra definidltuk.
3 Vilagos, hogy ez a ~y fiiggvény eleget tesz a SG-fiiggvény definicidjanak.
(Ha p végillas, akkor v (p) =0 = mex = mex{v(q) | (p,q) € L}.)
0

jé v, rossz rossz = jé v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L} j6 7, rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}




2. A SG-fliggvény egyértelmiiségének bizonyitdsa Bachet-jaték

Legyen J = (P, L, N) egyszer(i jaték.

Tfh. 71 és o is SG-fliggvénye J -nek.

Rend szerinti indukciéval bizonyitjuk, hogy 71 (p) = 72 (p) minden p
allasra:

e Hao = 0 (azaz p végillas), akkor = mex{) = }
(p) ( pvee ) m(p) 72 (P) fol1]2]3]4|5]e][7]8]ol10/0]1]2]3]4]5]6]7][8]0l10[0]1]2]

e Tth. Vge P: o(q) <n = 7 (q) =7(q). (IH) 0123 456 7 8 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 -
Legyen o (p) = n, ekkor

71 (p) = mex {71 (q) | (p.q) € L} = mex{72(q) | (p.q) € L} = 2 (p). v(n) = n mod 11

(A fenti q alldsokra o (q) < n, igy 71 (q) = 12 (q) az IH szerint.)

jé v, rossz rossz = o v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L} jo X, rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}

Sarokba a bastyat! Sarokba a santa bastyat!

W,V KoMal 1993/12
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Gy. 2881, A 8x 8-a5 sakkudbla bal £i5is3 sarkdban egy babu dl, amely vizszintesen
Jobbra iéphet legleljchb 4 mezdt, vagy figgdiegesen lefelé legleljebb 3 mezdt. Andrds
€5 Baidzs felvditva Iépnek a bibuval. Kinek van nyend stweatégidjs, hra
a) az nyer,
b) 8z veszf,
aki a tabla jobb alsé mezGjére lp? (H)

Megoldds, A fcladatot 8 x B-as tdbla he-
lycwt n x m-csre oldjuk meg. Kezdjitk az a)
résszcl. Az 1. dbra a (dbla jobb alsé részét
mutatja. Az itt Jithatd 4 x 5-6s részt kisz{nez-
zlik az dbra seerint, €5 az cpész tihlal befedjik
cbbbl a surokbdl indulva ilyen téglalapokkal;

A majd a kildgo résecket Jevagiuk™, Ezdltal a
tibla minden mez8je fehér vagy fekete szinid
Tetl.

Beldtjuk, hogy ha valaki a babuval fekete
mezOre 16p, akkor utina méir mindig tud gy&z-
ni. Fokete mez6r0] csak fehérre lchet Jpni,
hiszen mind vizszintescn, mind figgSlcgesen

- nomtosan foovel vannak tdvnlahh a fekete me.
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jé v, rossz rossz = jé v (p) = mex{v(q) | (p,q) € L} j6 7, rossz rossz = jé v (p) = mex{~v(q) | (p,q) € L}




