Nim-osszeadds, jatékok osszege
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Sarokba a bastyat!



Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
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Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjiink szimmetriaral!
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Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjiink szimmetriaral!

Formalisan:

° P:N()XNO
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Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjiink szimmetriaral!

Formalisan:
e P=Npx Ny

e ((p1,p2) , (q1,q2)) € L akkor és csak akkor, ha

pPL>qiéspp=q vagy pr=qiéspr>q

fa Y g .
j6 — rossz rossz — jo



Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjiink szimmetriaral!

Formalisan:
e P=NjyxNp
e ((p1,p2) , (q1,q2)) € L akkor és csak akkor, ha
pPL>qiéspp=q vagy pr=qiéspr>q
. N={(0,0)}
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Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjiink szimmetriaral!

Formalisan:
e P=NjyxNp
e ((p1,p2) , (q1,q2)) € L akkor és csak akkor, ha
pPL>qiéspp=q vagy pr=qiéspr>q
. N={(0,0)}

Mag: M = {(p,p) : p € No}.
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Nim (két csoméval)

Két kupac kaviccsal jétszunk. Egy lépésben valamelyikbél (de csak az
egyikbdl!) elvehetiink barmennyit. Az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.
Nyer6 stratégia: torekedjiink szimmetriaral!

Formalisan:
e P=NjyxNp
e ((p1,p2) , (q1,q2)) € L akkor és csak akkor, ha
pPL>qiéspp=q vagy pr=qiéspr>q
. N={(0,0)}

Mag: M = {(p,p) : p € No}.
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)

A mex operétor definicidja szerint (x) a kovetkezét jelenti:
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)

A mex operétor definicidja szerint (x) a kovetkezét jelenti:

®d<a—adDb£adb é b <b= adb #adb
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)

A mex operétor definicidja szerint (x) a kovetkezét jelenti:

@ Aa— dDb£adb é b #Ab=— adb #adb
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)

A mex operétor definicidja szerint (x) a kovetkezét jelenti:

@ Aa— dDb£adb é b #Ab=— adb #adb
(kancellativitas)
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)

A mex operétor definicidja szerint (x) a kovetkezét jelenti:

@ Aa— dDb£adb é b #Ab=— adb #adb
(kancellativitas)

®@c<adb = 3Fd<a:ddb=cvagydb <b:adb =c
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Nim-0sszeadas

A nim-0sszeadast tehat a kétcsomds nim jaték SG-fliggvénye segitségével
definidljuk: a® b :=vy(a,b).

A SG-fiiggvény definicidja (és unicitdsa) alapjdn a nim-Osszeaddast
egyértelmiien meghatdrozza az alabbi oOsszefliggés:

Va,beNg: adb=mex({d ®b|a <alu{adb |b <b}). (x)

A mex operétor definicidja szerint (x) a kovetkezét jelenti:
@ Aa— dDb£adb é b #Ab=— adb #adb
(kancellativitas)

®@c<adb = 3Fd<a:ddb=cvagydb <b:adb =c

(nim-monotonitas)
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Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.
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Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.

Biz.
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Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.

Biz.
Az el6z6 oldalon!
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Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.

Biz.
Az el6z6 oldalon! 0

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
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Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.

Biz.
Az el6z6 oldalon! 0

Tétel
A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.

rossz rossz



Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.

Biz.
Az el6z6 oldalon! 0
Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.
A kovetkezd oldalon! O
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Kancellativ és nim-monoton miivelet(ek)

Tétel

Egyetlen kancellativ és nim-monoton mivelet |étezik a nemnegativ egész
szdmok halmazan, éspedig a nim-0sszeadas.

Biz.
Az el6z6 oldalon! 0

Tétel
A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.
A kovetkezd oldalon! O

Kovetkezmény

A nim-osszeadds megegyezik a bindris 0sszeaddssal.
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=an mAM = a+2-at+bant+-=y 2 (a€{01}).
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:

(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

v (p) = mex{~v(q) | (p, q)



Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel
A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.
A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.

v (p) = mex{~v(q) | (p, q)



Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.

A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.
Konkrétabban: ha a’ o b= ao b, akkor
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.

A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.
Konkrétabban: ha a’ o b= ao b, akkor

(a’ o b)ob = (ao b)ob
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.

A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.
Konkrétabban: ha a’ o b= ao b, akkor

a'o(bob)= (a' ob)ob=(aob)ob=ao(bob)
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.

A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.
Konkrétabban: ha a’ o b= ao b, akkor

3’00 =a'o(bob)= (a’ ob)ob=(aob)ob=ao(bob) = aol
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Binaris 0sszeadas

Jeloljik az a € Ny szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az i-edik
(pontosabban a 2' helyiértéken 3llé) szdmjegyet a;-vel:

a=3p maa=a+2-a+4 pt--=Y 2.3  (3€{0,1}).
Az a és b szamok a o b bindris 0sszegét szamjegyenként szamitjuk ki:
(aob);, =ajobi = aj+ by mod2.

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz.

A kancellativitas rogton kovetkezik abbdl, hogy o csoportmiivelet.
Konkrétabban: ha a’ o b= ao b, akkor

a'=a'o0=a'o(bob)= (a ob)ob=(aob)ob=ao(bob) =aol=a.
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c #(aob), és Yi>k:ci=ajob;.
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =0és (aob), =1,
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, = 0és (ao b), =1, igy ax # bx.

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jo



A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.

fe Y g .
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen a’ =
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen a’ = co b.

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jo




A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen a’ = co b. Ekkor a’ o b =
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ o b= (cob)o b=
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor & ob= (cob)ob=co(bob)=
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=co0=
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=co0=c.
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a’)k = Ck © bk =
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k (a/)’-:C"Obi:
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k: (&), = ciobj = (ajobj)obi=
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k: (&), = ciob; = (ajobj)obj=ajo(biob;)=
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k: (&), = ciob; = (ajobj)obj=ajo(bjob))=ao00=
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k: (&), = ciob; = (ajobj)obj=ajo(biob)=ajo0=a;.
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel

A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.

Biz. (folyt.)
Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k: (&), = ciob; = (ajobj)obj=ajo(biob)=ao00=a. v
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A binaris osszeadas nim-monoton

Tétel
A binaris 0sszeadas kancellativ és nim-monoton miuvelet.
Biz. (folyt.)

Tth. ¢ < aob, és tfth. balrdl az elsé eltérés c és ao b
kettes szamrendszerbeli alakjaban a 2% helyiértéknél lép fel:

c <(aob), és Vi>k:ci=ajob;.

Tehdt ¢, =04és (ao b), =1, igy ax # br. Admntfh. ax =1 és b, = 0.
Legyen @ = co b. Ekkor @ ob= (cob)ob=co(bob)=col0=c.v
Ellenérizniink kell még, hogy a’ < a:

(a/)kZCkOkaOOOZO

Vi>k: (&), = ciob; = (ajobj)obj=ajo(biob)=ao00=a. v
O
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Jatékok osszege

Jatsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Ny) és Jo = (Pa, Lo, Ny) jatékokat
lgy, hogy a soron kovetkezd jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezziik J; és [J» Osszegének.
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Jatékok osszege

Jatsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Ny) és Jo = (Pa, Lo, Ny) jatékokat
lgy, hogy a soron kovetkezd jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezziik J; és [J» Osszegének.

Formalisan: J1 + J> = (P1 X P, Ly + Lp, Ny x Np)
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Jatékok osszege

Jatsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Ny) és Jo = (Pa, Lo, Ny) jatékokat
lgy, hogy a soron kovetkezd jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezziik J; és [J» Osszegének.
Formalisan: J1 + J2 = (P1 X Pa, Ly + Lo, Ny X Nb),
ahol ((p1,p2) ; (g1,42)) € L1+ Lo akkor és csak akkor, ha

(p1,q1) € Ly éspp=q2 vagy p1=qiés (p2,q2) € Lo.
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Jatékok osszege

Jatsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Ny) és Jo = (Pa, Lo, Ny) jatékokat
lgy, hogy a soron kovetkezd jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezziik J; és [J» Osszegének.

Formilisan: jl + ._72 = (Pl X :D27 L]_ + L2, N1 X NQ),

ahol ((p1,p2) ; (g1,42)) € L1+ Lo akkor és csak akkor, ha
(prq1) €ELiés pp=q2 vagy p1=aqiés (p2,q2) € Lo

Példa: Ha B jeldli az egycsomés nim jatékot (korlat nélkiili Bachet-jaték),
akkor a kétcsomés nim B + B, a haromcsomés nim pedig B + B + B.
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Jatékok osszege

Jatsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Ny) és Jo = (Pa, Lo, Ny) jatékokat
lgy, hogy a soron kovetkezd jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezziik J; és [J» Osszegének.
Formilisan: jl + ._72 = (Pl X :D27 L]_ + L2, N1 X NQ),
ahol ((p1,p2) ; (g1,42)) € L1+ Lo akkor és csak akkor, ha
(p.q1) €ELiés pp=qo vagy p1=qiés (p2,q2) € Lo
Példa: Ha B jeldli az egycsomés nim jatékot (korlat nélkiili Bachet-jaték),

akkor a kétcsomés nim B + B, a haromcsomés nim pedig B + B + B.

J6 lenne, ha az osszeg SG-fliggvényét ki tudnank szamolni az
Osszeadanddk SG-fiiggvényeibdl.
(Az vildgos, hogy V5 az fliggvény.)
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Jatékok osszege

Jatsszuk egyszerre a J1 = (P1, L1, Ny) és Jo = (Pa, Lo, Ny) jatékokat
lgy, hogy a soron kovetkezd jatékos mindig az egyikben tesz egy |épést.

Ezt a jatékot nevezziik J; és [J» Osszegének.
Formilisan: jl + ._72 = (Pl X :D27 L]_ + L2, N1 X NQ),
ahol ((p1,p2) ; (g1,42)) € L1+ Lo akkor és csak akkor, ha
(p.q1) €ELiés pp=qo vagy p1=qiés (p2,q2) € Lo
Példa: Ha B jeldli az egycsomés nim jatékot (korlat nélkiili Bachet-jaték),

akkor a kétcsomés nim B + B, a haromcsomés nim pedig B + B + B.

J6 lenne, ha az osszeg SG-fliggvényét ki tudnank szamolni az
Osszeadanddk SG-fiiggvényeibdl.
(Az vildgos, hogy 5 az identikus fliggvény.)
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Tétel

Legyen a J és J egyszerii jatékok SG-fiiggvénye ~ és 5. Ekkor a J + J
Osszegjaték SG-fiiggvénye:

Y77 (PsP) =7 (pP) ©7(B)-
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Tétel

Legyen a J és J egyszerii jatékok SG-fiiggvénye ~ és 5. Ekkor a J + J
Osszegjaték SG-fiiggvénye:

Y77 (PsP) =7 (pP) ©7(B)-

Biz.
Azt kell belatnunk, hogy a 7 (p) © 7 (p) fiiggvény eleget tesz a

SG-fliggvény definicidjdnak (a J + J jatékra nézve).

e W El
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Tétel

Legyen a J és J egyszerii jatékok SG-fiiggvénye ~ és 5. Ekkor a J + J
Osszegjaték SG-fiiggvénye:

Y77 (PsP) =7 (pP) ©7(B)-

Biz.
Azt kell beldtnunk, hogy a v (p) @ ¥ (p) fliggvény eleget tesz a

SG-fliggvény definicidjdnak (a J + J jatékra nézve).
Ez a kovetkezét jelenti: barmely p € P, p € P esetén

7(p) @7 (B) = mex{7 () &7 (B). .7 (a) &7 (B).,
V()& (@) -7 (P) &7 (@) },

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jé



Osszegjaték SG-fiiggvénye

Tétel

Legyen a J és J egyszerii jatékok SG-fiiggvénye ~ és 5. Ekkor a J + J
Osszegjaték SG-fiiggvénye:

Y77 (PsP) =7 (pP) ©7(B)-

Biz.
Azt kell beldtnunk, hogy a v (p) @ ¥ (p) fliggvény eleget tesz a

SG-fliggvény definicidjdnak (a J + J jatékra nézve).
Ez a kovetkezét jelenti: barmely p € P, p € P esetén

7(p) @7 (B) = mex{7 () &7 (B). .7 (a) &7 (B).,
V()& (@) -7 (P) &7 (@) },

ahol g1, ..., qk a p-bdl egy Iépésben elérheté dlldsok (a J jatékban),
G1,...,0q; pedig a p-bdl egy |épésben elérhetd alldsok (a J jatékban).
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy
S (p) 7 () = mex{. .1 (@) BT (B)s s (p) 57 (3),-. ) = mex H.
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy
2 (p) 5 (5) = mex{..,7(@) DF (B)s- o7 (p) 4 (3),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

(1)
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy
2 (p) 5 (5) = mex{..,7(@) DF (B)s- o7 (p) 4 (3),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

®7y(p)e7(p)¢H?
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

7 (p) = mex
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

v(p) = mex {v(q1),---,7(qk)}

fe Y g .
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

v(p) =mex {v(q1),....7(q)} == Vi:vy(p)#~(a)

fe Y g .
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Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

3

ex

v(p) = mex {v(q1),---,7(qk)}

= Vi:v(p) # v (a)
9%y (p) @7 (B) #v(a) &7 ()




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

7(p) 07 (p) =mex{...,v (@) ®F (B),---,7 (p) 07 (F),
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

...}:mexH.

v(p) = mex {y(q1),....,v(q)} = Vi:v(p)#~(a)

QS 2 (p) B (B) #(qi) ©F (B)

=
(Hasonléan Vj : ~ (p) © 4 (p) (

#7(p) ®7(4)).)




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

7(p) 07 (p) =mex{...,v (@) ®F (B),---,7 (p) 07 (F),
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

...}:mexH.

v(p) = mex {y(q1),....,v(q)} = Vi:v(p)#~(a)

QS 2 (p) B (B) #(qi) ©F (B)

=

v (p) ® 7 (g))-) v

(Hasonléan Vj : ~ (p) @4 (p) # v (




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p) 27 (p) = mex{...,v(a) &F (B) -7 (P) &7 (d),-
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

} = mex H.

v(p) = mex {y(q1),....,v(q)} = Vi:v(p)#~(a)

2 (p) @7 (B) # v (a) @7 (p)
(Hasonléan Vj -~ (p) © 7 (B) # 7 (p) © 7 (d)).) v

(2]




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

v(p) =mex {v(q1),....7(q)} == Vi:vy(p)#~(a)
)

©7(p) #v(p) ®7(d)-) v




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

7 ()5 (B) = mex{.. .Y (@) @7 (B) -+, (p) 27 (§), ...} = mexH.
Ez két dolgot jelent:

® 7 (p)eF(p)EH?

7(p) = mex {y(q1),...,v(q)} = Vi:

v(p) # v (ai)
QS (p) @4 (B) # v (a) @7 ()
(Hasonléan Vj : v (p) & 7 (p) # v (p) &7 (d)).) v




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

7 ()5 (B) = mex{..., Y (@) @5 (B) - s () 07 (§),-..} = mexH
Ez két dolgot jelent:

® 7 (p)eF(p)EH?

v(p) =mex {v(q1),....7(q)} == Vi:vy(p)#~(a)
)

(Hasonléan Vj : v (p) & 7 (p) # v (p) &7 (d)).) v

®7c<(p)o7(p) = ceH?

c <" (p) i: ([N)) nim.mon.




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

7 ()5 (B) = mex{.. .Y (@) @7 (B) -+, (p) 27 (§), ...} = mexH.
Ez két dolgot jelent:

® 7 (p)eF(p)EH?

v(p) =mex {v(q1),....7(q)} == Vi:vy(p)#~(a)
)

(Hasonléan Vj : ~ (p) &4

®7c<(p)o7(p) = ceH?

c<(p)=7(p) "™ 3d <y(p)ic=4a




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

7(p) = mex {y(q1),...,v(q)} = Vi:

v(p) # v (ai)
9 (p) @5 (B) # v (a1) ® 7 ()
(Hasonléan Vj : ~ (p) &7 () # 7 (p) © 7 (d).) v
®@7c<(p)@7(p) = ceH?
c<(p) @5 (p) "EE" Id <y(p):c=a ®F(P) (vagy b ...)




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

v(p) =mex {v(q1),....7(q)} == Vi:vy(p)#~(a)
)




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p)ed(p) = mex{...,V(q;)@&(ﬁ),...,: (p) *”,(E]J-),...} = mex H.
Ez két dolgot jelent:

0 7(p)07(p)¢H?

v(p) =mex {v(q1),....7(q)} == Vi:vy(p)#~(a)
)




Osszegjaték SG-fiiggvénye

Biz. (folyt.) Azt kell beldtnunk, hogy

v(p) o7 (p) =mex{....,y(a)®F (B),-.,7 (p)

Ez két dolgot jelent:
®7y(p)e7(p)¢H?

v(p) = mex {y(q1), ..., (a)} =

l&n%

(Hasonléan V) : v (p) & 4 (p) # ~ (p) ¢
®?c<7(p)7(p) = ceH?

c<y(p) =7 (p) "= 33" < y(p)

Vi
)

y (Eyj),...} = mex H.

(p) # v (qi)




Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =3B,
ezért SG-fuggvénye:

T (a,b,c) =

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =3B,
ezért SG-fuggvénye:

v (a,b,¢) =5 (a) ® v8 (b) ® v8(c) =

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jé



Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =3B,
ezért SG-fuggvénye:

v (a,b,c) =75(a) ©vs(b) ©ys(c) =a® bdc.

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jé



Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =3B,
ezért SG-fuggvénye:

v (a,b,c) =75(a) ©vs(b) ©ys(c) =a® bdc.

Altaldnosan, a k-csomds nimre

’yk.B(al,...,ak):31@"'@3,((.

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jé



Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =3B,
ezért SG-fuggvénye:

v (a,b,c) =75(a) ©vs(b) ©ys(c) =a® bdc.

Altaldnosan, a k-csomds nimre
Ve (ar,...,a) =a1 - D ak.

A j6 éllasok tehat azok, amelyeknél a csomék méreteinek nim-osszege 0.

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

A klasszikus, hdrom csoméval jatszott nim: N =B+ B+ B =3B,
ezért SG-fuggvénye:

v (a,b,c) =75(a) ©vs(b) ©ys(c) =a® bdc.

Altaldnosan, a k-csomds nimre
Ve (ar,...,a) =a1 - D ak.
A j6 éllasok tehat azok, amelyeknél a csomék méreteinek nim-osszege 0.

Hogyan lehet megtaldlni a j6 épést (egy nemnulla nim-Gsszegii llasbdl)?

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

Jé dllasa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a jé 1épés?

.V El
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

Jé dllasa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a jé 1épés?

a=001101, = 13
b =101010, = 42
¢ =011110, = 30
d =101011, = 43

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jé



Tobbcsomds nim

Jé dllasa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a jé 1épés?

a=001101, = 13
b =101010, = 42
¢ =011110, = 30
d =101011, = 43
s = 010010, = 18

.V El
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

Jé dllasa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a jé 1épés?

a=001101, = 13
b =101010, = 42
¢ =011110, = 30
d =101011, = 43
s =010010, = 18 #0 = (a, b, c,d)

.V El
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

Jé dllasa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a jé 1épés?

a=001101, =13
b =101010, = 42
¢ =011110, = 30
d =101011, = 43
s =010010, = 18 #0 = (a, b, c,d) rossz 4llds

e El
j6 — rossz rossz — jo



Tobbcsomds nim

Jé dllasa-e (13,42,30,43) a négycsomds nimnek? Ha nem, mi a jé 1épés?

a=001101, = 13
b =101010, = 42
¢ =011110, = 30
d =101011, = 43

s =010010, = 18 #0 = (a, b, c,d) rossz 4llds

d=bPcdDd=s®a=31>a
b=adcdd=s®b=56>b
d=adbdd=s®dc=12<c
d=a®bPc=sdd=57>d

fe Y g .
j6 — rossz rossz — jo

(13,42, 30,43) - (31,42, 30,43)
(13,42,30,43) - (13,56, 30, 43)
(13,42,30,43) — (13,42,12,43) v
(13,42,30,43) —» (13,42, 30,57)




