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Bevezetés

A feladatgytijteményt készitették:
Katai-Urban Kamilla, Kulin Julia, Kunos Adam, Maroti Miklos, To6th Endre.

A feladatgytjtemény a Diszkrét matematika IIT (informatikusoknak) targyhoz késziilt. A
feladatsorok a Diszkrét matematika III. (informatikusoknak) eladason szerepls fogalmak gya-
korlasara szolgalnak. A sziikséges definiciok, tételek megtaldlhatok az elGadasvazlatban, itt. Az
1. fejezetben a targy gyakorlatdhoz tartozo feladatok talalhatok (permutaciok, alterek, lineéris le-
képezések kvadratikus alakok, euklideszi terek, polinomok, véges testek, kodolas), a 2. fejezetben
pedig a feladatok eredményei vannak. Bizonyos feladatok esetén a teljes megoldast tartalmazo
vide6d (youtube-video) is elérhets. A feladatok szamozasa ,1.x.y. feladat” alaku, ahol ,x.y. fel-
adat” a gyakorlatokon hasznalt feladatsorok szamozésat koveti, a megfelel§ megoldasok sorszama:
,2.x.y. feladat”.

A feladatgytijteményt készitette: Katai-Urban Kamilla, Kulin Julia, Kunos Adam, Maroti Mik-
16s és Toth Endre.
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2 1. FEJEZET. FELADATOK

1.1. Permutacidok

Kidolgozott feladat. Az alabbi S7-beli permutacié egy ciklus. Adjuk meg ezt a permutaciot
ciklusos alakban: (1 23456 7) .
715 4 2 36

Megoldas. A permutécio fenti, kétsoros irasmoddal valdo megadasanal az oszlopokkal azt jelol-
jik, hogy az adott (fels§) elemet mely (also) elemhez rendeljiik. Tehat az 1-hez a permutaci6
7-et rendel, 2-hoz 1-et stb. Ciklusos alakban valé felirasnal pedig zarojelek kozé egy sorba irjuk
az elemeket, és mindig a jobbra kovetkezs elem jeloli az adott elem képét. Ha korbe értiink (az-
az az adott elem képe a zardjelben 16v6 elss elem), akkor bezarjuk a zarojelet. Azon elemeket,
melyeknek 6nmaguk a képiik, nem jeloljiik ebben az irasmodban. A fenti ciklus (egy) ciklusos
irasmodban valé megadasa: (176352). (A ciklusos alakban val6 megadéas nem egyértelmt, egy
maésik példaul a (635217), ha nem az 1, hanem a 6 elemmel kezdjiik el a leirést.)

Kidolgozott feladat. Irjuk fel az alabbi S;-beli permutéciot paronként idegen ciklusok
1 2 3 45 6 7

73 4 2 5 1 6) ’

Megoldas. A permutéaci6 ciklusait irjuk fel. Zaréjelet nyitunk, és ciklusos irdsmoédban leirjuk az
elsé ciklust. Ha bezartuk az elsé ciklus zarojelét, akkor megnézziik, hogy van-e még elem, aminek
nem 6nmaga a képe és még nem irtuk le. Ha van, akkor 0j zar6jelet nyitunk, és leirjuk a kovetkezd
ciklust. Ezt mindaddig folytatjuk, amig van olyan elem, aminek nem 6nmaga a képe, és még
nem irtuk le. Azon elemeket, melyeknek onmaguk a képiik, nem jel6ljiikk ebben a felirasmédban.
A fenti permutéacié (egy) paronként idegen ciklusokkal valo megadasa: (176)(234).

szorzataként: (

1.1.1. Feladat. Irjuk fel az alabbi S;-beli permutéciokat paronként idegen ciklusok szorzataként:

0) 123456 7\
= \7 423675 1)

1234567
(b>5_(1652437)’
(© (1234567
T=\45 7126 3)

(~ eredmény: 2.1.1)

1.1.2. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs S;-beli, paronként idegen ciklusok szorzataként elGallitott
permutaciokat kétsoros irasmodban:

(a) 6 =(136)(2754);
(b) &= (17)(26)(345);
(¢c) n=(154273).

(~ eredmény: 2.1.2)



1.1. PERMUTACIOK 3

Kidolgozott feladat. Irjuk fel az alabbi S7-beli permutaciok szorzatat paronként idegen cik-

Lok svommtakent, (L 2 3 4 5 6 T\ (1 23 4567
usok szorzatakent: \ o 4 5 4 9 3 6)\7 3 4 2 5 1 6/°

1. Megoldas. Megnézziik, hogy az adott elemeket a két permutacio szorzata (azaz ,egymas
utan elvégzése”) hova mozgatja. Példaul az 1 elemet az els§ permutécié a 7-be viszi, melyet a
méasodik permutacioé a 6-ba mozgatja; tehat a szorzat az 1 elemet a 6-ba viszi. A 2 elemet az
els6 permutaci6 az 1-be viszi, melyet a mésodik permutacié a 7-be mozgatja; tehat a szorzat a
2 elemet a 7-be viszi és igy tovabb. A permutéciok szorzata
1 23 45 6 7\(1 23 456 7 1 2 3 45 6 7
<7 1 5 4 2 3 6)(7 34 2 5 1 6>_<6 7 5 2 3 4 1>_(16427)(35)'
2. Megoldas. Atirjuk mindkét permutéciot idegen ciklusok szorzatara. Ekkor a szorzat

123 456 7\(1 23 45 6 7
<7 1 5 49 3 6) (7 349516 (176352) (176)(234) alakban valo felirasa-

hoz jutunk, amely azonban nem paronként idegen ciklusok szorzata. Ezért megnézziik, hogy a
fenti ciklusok szorzata hova mozgatja az egyes elemeket, és ennek megfelelgen irjuk fel a paron-
ként idegen ciklusokat. Példaul az 1 elemet az els§ ciklus a 7-be viszi, mely elemet a méasodik
ciklus a 6-ba mozgat, amit pedig a harmadik ciklus nem mozgat (hiszen nincs jeldlve benne).

Tehat a szorzat az 1 elemet a 6-ba viszi, azaz az idegen ciklusokra bontott alak ,,(16...” mo-
don kezdédik. A kapott 6 elemet az els6 ciklus a 3-ba viszi, mely elemet a mésodik ciklus nem
mozgat, a harmadik ciklus pedig 6t a 4-be viszi. Tehat az idegen ciklusos alak ,,(164...” moédon

folytatodik, és igy tovabb. A permutaciok szorzata (16427)(35).

1.1.3. Feladat. Adjuk meg a kiovetkezs Sg-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorza-
taként.

(a) (1243)(1523);
(b) (1234)(3461);

(c) (123)(45)(12546);
(d) (1342)(56)(1432).

(~ eredmény: 2.1.3)

Kidolgozott feladat. Irjuk fel az alabbi S7-beli permutéciot paronként idegen ciklusok szor-
atakent ((L 23 4567 1234586 7\\ "
et \\7 1 54 2 36/\7 342516 '

Megoldas. Ha permutéciok szorzatat kell hatvanyoznunk, akkor csak akkor lehet tényezénként
hatvanyozni, ha a tényez6k idegenek. Atirjuk a hatvanyozandé (belss) permuticiot paron-

~12
, . . . 1 2 3 45 6 7 1 2 3 45 6 7
ként idegen ciklusok szorzatara: ((7 1 5 4 92 3 6> (7 34 9 5 1 6))

((16427)(35))"*2. Felhaszndlva a hatvényozds azonossagait a kovetkezét kapjuk:

12
((16427)(35)) ™12 = (((16427)(35))_1> . Miutan (belill) paronként idegen ciklusok szor-
zatdnak vessziik az inverzét, az inverz megegyezik a ciklusok kiilon-kiilén vett inverzének

szorzataval, tehat: (((16427)(35))_1>12 = ((16427)_1(35)_1)12.
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Egy ciklus inverze nem méas, mint a ciklus ,forditva valo lefrasa”, igy ((16427)’1(35)’1)12 =
((72461)(53))*2. Mivel a hatvanyozandé permutéacionk péronként idegen ciklusok szorza-
tara bontva szerepel, igy a szorzatot tényezénként lehet hatvényozni: ((72461)(53))'? =
(72461)12(53)12.

Ko6nnyt meggondolni, hogy egy k-hosszu ciklust hatvanyozva az eredmény k periodicitéssal is-
métlsdik, igy elég a kitevs k-val vett osztéasi maradékat tekinteniink. Tehat (72461)'2 = (72461)>
mivel a ciklus 5-hosszii, és 12-nek az 5-tel vett osztasi maradéka 2, tovabba (53)% = (53)°, mivel
a ciklus 2-hosszi, és a 2-nek a 2-vel vett osztasi maradéka 0. Igy a permutécié paronként idegen
ciklusok szorzataval megadva: (72461)2(53)12 = (72461)2(53)° = (72461)(72461)id = (74126).

1.1.4. Feladat. Az 1.1. és az 1.2 feladatban bevezetett jeloléseket felhasznalva adjuk meg az alabbi
S7-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzataként:

(a) aB;  (b) Ba;  (c) (Ba)™ () B%  (e) B (f) o®  (g) en "Byt
(~ eredmény: 2.1.4)

1.1.5. Feladat. Adjuk meg a kévetkezs So-beli permutaciokat paronként idegen ciklusok szorzata-
ként:

(g o

(a) ((123)(45))"; !

(b) ((12346)(7 ))

(c) ((1234)(578))

(d) ((124)%( 134) 4;

(e) ((1243)7°(154)) 7"

() (((1346)(25798))"" ((176)(284)(39))* (1346)(25798))"" ;
) ((

154372)°((293)(4527))"*° (481))
(~ eredmény: 2.1.5)

1.1.6. Feladat. Keressiik meg azokat a o € Sy permutéciokat, amelyekre teljesiilnek a kovetkezd
Osszefiiggések:

(a) (153)0(621)(413) = (315);
(b) ((1234)(738))*c(34) =
(c) (2436)"0(1235)7% = (1423)2.

(~ eredmény: 2.1.6)
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Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy az alabbi S7-beli permutacié paros vagy péaratlan.

18
((1234) @ (25 ? g 2 2 I)) ((13567)(7631)) !

1. Megoldas. Felirjuk a (bels6) hatvanyozandé permutéaciokat paronként idegen ciklusok szor-
zataként:
7

123456
(“234) (2 6 735 41
a

= (16427)18(35)"!. Ezutan
(16427)3(35) ! = (12674)(53).
Egy permutécié paritasat abbol kaphatjuk meg, hogy paros-, vagy pératlan sok transzpozicié
(azaz 2-hosszu ciklus) szorzatéara lehet felirni. Ehhez felhasznaljuk, hogy egy k-hosszu ciklust fel
tudunk frni k£ — 1 db transzpozicié szorzatara. Miutan (12674) egy 5-hosszu ciklus, 6t 5 —1 =4
db transzpozicio szorzatara fel tudjuk irni, és mivel (53) egy 2-hosszu ciklus, 6t 2 —1 =1 db
transzpozicio szorzatéra fel tudjuk irni (az (53) Snmagaban egy transzpozicié). Igy 6sszességében
az eredeti (12674)(53) permutaciot 4 + 1 = 5 db transzpozici6 szorzataként fel tudjuk irni, és
mivel az 5 paratlan, az eredeti permutaciéonk paratlan lesz.

2. Megoldas. Ebben a megoldasban maguk a permutaciok helyett inkdbb csak a transzpozicidk
szamaval dolgozunk. ElGszor a két?gros irasmodo(ka)t ciklusos alakba irjuk:

((1234) @ 2 3 3 2 2 I)) ((13567)(7631)) " = ((1234)(126437))'® ((13567)(7631)) " .
Tudjuk, hogy az (1234) ciklus 4 — 1 = 3 db transzpozicio, az (126437) ciklus pedig 6 — 1 =5
db transzpozicié szorzatara felirhato. Ezek szerint az (1234)(126437) szorzat 3 +5 = 8 db
transzpozicié szorzatéra felirhat6, ami paros sok transzpozicié. Ha ezen paros sok transzpoziciot
a 18-adikra emeljiik, akkor 18- pdros = péaros sok transzpozicié szorzatat kapjuk.

Hasonloan, az (13567) ciklus 5 — 1 = 4 db transzpozicio, a (7631) ciklus pedig 4 —1 = 3 db
transzpozici6 szorzatara felirhato. Ezek szerint az (13567)(7631) szorzat 4 +3 = 7 db transzpo-
zicio szorzatara felirhatd, ami paratlan sok transzpozicié. Ha ezen pératlan sok transzpoziciot
a —1l-edikre emeljiik, akkor péaratlan sok transzpozici6é szorzatat kapjuk: ha az egész szorzatot
megforditjuk, akkor a transzpoziciok szorzatanak inverzét kapjuk, ami igy nyilvin ugyanannyi
transzpoziciobol fog allni.

Az el6z6ek alapjan az eredeti permutéciot paros sok transzpozicié + pératlan sok transzpozicio
szorzatara fel tudjuk frni, ami Gsszesen pératlan sok transzpozicidt jelent, igy a permutécio
paratlan.

A szamolasunkbol jol latszik, hogy valojaban a (3 +5) - 18 + (4 + 3) - (—1) miiveletet végeztiik
el modulo 2. Azaz (3+5)-18+ (4+3)-(-1)=(1+1)-0+(0+1)-1=0-0+1-1=1 (mod
2), tehat a permutacio paratlan (hiszen az 1 paratlan).

18
g )) ((13567)(7631)) " = ((1234)(126437))"® ((13567)(7631)) "
korabban latottak szerint hatvanyozunk: (16427)18(35)~1 =

1.1.7. Feladat. Dontsiik el, hogy az elsé két feladatban bevezetett a,...,n € S; permutaciok,
valamint a segitségiikkel megadott alabbi permutéaciok parosak vagy paratlanok:

@) ()5 (b)) (570

(~ eredmény: 2.1.7)
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Kidolgozott feladat. Hany olyan o € S; permutéaci6é van, amely 4 elemet mozgat? (Azaz
melyre |M,| = 47)

Megoldas. S7-beli permutaciokat tekintiink, azaz az alaphalmazunk az {1,2,3,4,5,6,7} hal-
maz. A permutécidkat paronként idegen ciklusok szorzatara bontva keressiik.

Els6 lehetdség, hogy a permutécionk egy 4-hosszu ciklus. Osszesen (Z) . 4Z! ilyen ciklus van: (Z)—
féleképp valaszthatjuk ki azt a 4 elemet, amelyet a ciklus mozgat; a 4 elemet 4!-féleképp ren-
dezhetjiik sorba, azonban ezt még el kell osztanunk 4-el, hiszen ugyanazt a ciklust 4-féleképpen
is lefrhatjuk: (1234), (2341), (3412) és (4123) ugyanazt a ciklust jelolik.

Miésodik lehetdség, hogy a permutacionk nem egyetlen ciklus. Ekkor a permutécié legalabb két
idegen ciklus szorzata kell legyen, de mivel csak 4 elemet mozgat, a permutaci6 csak két idegen
transzpozicio szorzata lehet. (Hiszen ha egy ciklus mozgat egy elemet, akkor sziikségképpen
legalabb még egyet mozgatnia kell). Osszesen (Z) -3 ilyen permutéaci6 van: (D—féleképp valaszt-
hatjuk ki azt a 4 elemet, amelyet a két transzpozicié mozgat, és a 4 elemiinkbdl 3-féleképp
tudunk két idegen transzpozicio szorzataval felirt permutaciot csinélni (hiszen, példaul, ha az
1-nek adott a képe, ami 3-féle lehet, akkor sziikségképpen a tobbi elemnek is adott a képe: az 1
képét csak az 1-be, a masik két elemet pedig csak egymasba viheti a permutécionk).

Osszesen tehat (Z) . 41! + (Z) -3 =210+ 105 = 315 olyan permutacié van S7-ben, amely 4 elemet
mozgat.

1.1.8. Feladat. Hany olyan o € Sg permutacié van, amelyre

(a) [My| =0;
(b) |Mo| =1;
(©) [Ms| =2;
(d) |M,| = 3;
(e) [M| = 4;
(f) [Ms| = 5;
(8) [My| =6

(~» eredmény: 2.1.8)

1.1.9. Feladat. Hanyféleképpen tancolhat 6 hazaspar ugy, hogy senki sem téncol a sajat hézas-
tarsaval?
(~ eredmény: 2.1.9)



1.2.

RANG, ALTEREK

1.2. Rang, alterek

Kidolgozott feladat. Oldjuk meg Gauss-eliminaci6 segitségével az alabbi linearis egyenlet-
rendszert.

—2x1 — 4x9 + 4dxz — 8ry = —4
201 + 4x0 — x3 + bxy = 10
—3x1 — 6x9 + bdxrg — 1llxy = -8

Megoldas. Az egyenletrendszer bévitett métrixaval fogunk szamolni, mely egyiitthatoibol és
konstans tagjaibol all:

-2 -4 4 -8 |—-4

2 4 -1 5 |10

-3 -6 5 —11|-8

Gauss-eliminéciot fogunk végezni, azzal a céllal, hogy végiil minden (kivéve az els6t) sor tobb
nullaval kezdddjon, mint a folotte 1évs. Az els6 oszlopot tekintve tgy tiinhet, hogy tortekkel
kell majd szamolnunk, mely konnyen elszdmoléshoz vezethet. Ez azonban jelen esetben két-
féleképpen is elkeriilhets. A két modszer kozil az egyik altalanos(abb), azaz (szinte) mindig
alkalmazhato (feltéve, hogy racionalis szamokbol all a matrixunk).

Az ad hoc modszer annak az észrevételén alapul, hogy maéatrixunk elsé soréanak elemei mind-
annyian oszthatoak kettével. Az els§ sor 2-vel val6 osztasa tehat nem vezet ki az egész szamok
komfortos korébsl. Ezutan a bal fels6 elem —1 lesz, mellyel kénnyen nulldzhatjuk az alatta 1évé
elemeket. Vegylik észre, hogy ez meglehet&sen esetleges volt, ugyanis altaldban semmi nem ga-
rantalja, hogy az els6 (vagy akarmelyik) sort hasonloan leoszthatjuk — az egész szamok korében
maradva. Ez a tény okot ad arra, hogy altalanosabb moédszer utan nézziink.

Altalaban a kovetkez6t tehetjitk. Azon kinullazandé elemek sorat, melyek kinullazasa tortszé-
mokhoz vezetne, felszorozzuk. Ugy, hogy a nullazé és a nullazandé elem legkisebb kozos tobbszo-
rose jelenjen meg a nulldzandé elem helyén. Jelen métrixunk els6 oszlopa esetén a —3 kinullazasa
okozna tort szamokat. Marmost 2 és 3 legkisebb kozos tobbszordse 6, ennélfogva tgy indulunk
el, hogy az utolsé sort 2-vel szorozzuk — hogy —6-al kezd&djon.

9 4 4 -8 |-4 9 4 4 -8 | —4
9 4 -1 5 |10 | 2% 2 4 -1 5 | 10 |-,
3 -6 5 —11|-8 6 —12 10 -22|—16 ) 3%
9 4 4 —8|-4 9 4 4 —8]| —4
0 0 3 -3|6 |&%[ 0 o 3 -—3| 6 |=2%
0 0 -2 2 |-4 0 0 —6 6 |—12

0 sor elhagyasa -2 —4 4 —-8|—-4 S2/3
% >
0 0 3 —-3| 6

-2 —4 4 -8|—-4

0 0 1 —1] 2
Elértiik célunkat, a sorok egyre tobb 0-val kezd6dnek. A sorok els§ nemnulla elemeihez tartozo
valtozok, azaz x1 és x3, a kotott valtozok, a tobbi, azaz x9 és x4 a szabad valtozok.




—2x1 — 420 +4(2 + x4) — 8x4 = —4

adodik, melybél 1 = 6 — 229 — 224.
Osszegezve, a megoldas:

To, x4 ER, 1 =6 — 219 — 214, T3 =2+ x4,
vagy vektoros formaban

(6 — 2xo — 224, T2, 2+ T4, x4), T2,T4 €R.

Az egyenleteket alulrol felfelé sorra véve kifejezziik a kotott valtozokat a szabad valtozok segit-
ségével. A legalso egyenlet x3 — x4 = 2, melybdl a kotott valtozot kifejezve xg = 2 + x4 adodik.
Eggyel feljebb, a —2x1 — 4x9 + 423 — 8x4 = —4 egyenlet két kotott valtozot tartalmaz, de ezek
koziil az egyiket mar kifejeztiik a szabad valtozok segitségével. Ezt felhasznélva

1. FEJEZET. FELADATOK

1.2.1.

Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss eliminaciéval:

Ty + 21‘2 + 5%’3 = -9
rT — T + 31’3 = 2 )
31’1 - 6[)’]2 — r3 = 25
4261 + 4$2 + 5553 = 6
x|y + To + 2.1'3 = 3 )
7331 + 73?2 + 8%3 = 10
Ty — 2x9y + x3 + T4
2$1 — 41‘2 + 2273 — 21‘4
—r1 + 29 — x3 — Dbuy
ry + 3]32 - 4133 + 24
201 + 6z —  Tx3 + 14
—31‘1 — 9[L‘2 + 101‘3 — Xy
T3 — 2x4
2;61 + 33?2 + T3
41’1 + 61’2 -+ 4ZE3 — 41:4
rs + 4$4 = 2
rT — rs + 3334 = 2 .
r1 + x3 + 1llzy = 6
2371 - 4ZE3 - 2%4 = 0
T — 3T + 214
207 — 6xs + 4x3 + bday
—31‘1 + 9.]72 + 391:3 — Ty

W

(~ eredmény: 2.2.1)
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Kidolgozott feladat. Dontstiik el, hogy a
(37 Oa 1)’ (17 27 3)7 (_17 07 1)7 (07 3a 1)
vektorrendszer linearis fiiggetlen-e, illetve generatorrendszert, bazist alkot-e az R? vektortérben.

Megoldas. Egy vektorrendszer rangjat megkaphatjuk, ha a vektorrendszert egy métrix soraiba
irjuk, majd 1épcsés alakra hozzuk a méatrixot Gauss-eliminacioval. Az igy kapott métrixban a
(nemnulla) sorok szama a vektorrendszer rangja. A rangbo6l mar minden (a feladat altal feltett)
kérdésre valaszolhatunk, ugyanis a vektorrendszer

e linearisan fiiggetlen <= rang = vektorrendszer eredeti elemszama (azaz hany darab
vektor volt eredetileg), jelen feladatban 4;

e generatorrendszer <= rang = vektortér dimenzi6ja (azaz hany komponenstiek a vekto-
rok), jelen feladatban 3;

e bazis <= fiiggetlen és generatorrendszer egyszerre.

Szamitsuk ki tehat a vektorrendszeriink rangjat!

3 0 1 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 sorcsere 3 0 1 S2—351 0 —6 —8 ﬁ) 0 —6 —8 S3+So
-1 0 1 -1 0 1 S3+S51 0 2 4 2xS, |0 6 12| S4+5,
0 3 1 0 3 1 0 3 1 0 6 2

1 2 3 1 2 3

0 6 -8| |0 -6 —8_)3_26 _38

0 O 4 0 0 4 0 0 4

0O 0 -6 0 0 0

A rang tehat 3. Innen vektorrendszeriink:
fliggs, ugyanis 3 # 4;

generatorrendszer, ugyanis 3 = 3;

nem bazis, ugyanis nem fiiggetlen.

1.2.2. Feladat. Dontsiik el, hogy lineéarisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak-e az alabbi vekto-
rok a V' vektortérben. Hatarozzuk meg a vektorrendszerek rangjat.

(a) V= Rg; v = (1, 2, 1),ve = (1, —1, 1),1}3 = (1, 1, 0);
(b) V = R3: v = (1, =2, 4), vo = (2, =3, 1), v3=(—4, 5, 5);
(c) V=RY v = (1, =2, 3, 4), vu=(0, =3, 1, 2), v3=(2 —4, 5, 9);
(d) V=2Z% v =(2,0,1,1), va =(2,1,0,2), vz = (1,2,0,1);
() V=2Z3% v =(42,2,3), va=(4,0,1,1), v3 = (3,0,2,2),
vy = (4,4,3,0)

(~ eredmény: 2.2.2)

1.2.3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd valés matrixok rangjat, valamint adjunk meg a
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méatrixokban maximalis méret nemelfajulé (nem nulla) aldeterminanst.

1 23 139 1 -2 3
25 6 2 4 8 3 6 -9
@ 13590 ®fgsq | © 9 —4 6
010 8 4 2 4 8 —12

(~ eredmény: 2.2.3)

1.2.4. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi, Zs feletti métrix rangjat.

(~ eredmény: 2.2.4)

Kidolgozott feladat. Soroljuk fel a Z3 vektortér Uy = [(1,2,1), (1,1,2)] és
Uy = {(J;l,:c27x3) X1+ T2+ 23 = 67 T9 + 2x3 :6}
altereinek elemeit.

Megoldas. Az U; egy (két vektor altal) generalt altér, mely a generald vektorok sszes linearis
kombinaciojabol all. Feladatunk tehat meghatarozni az dsszes o - (1,2,1) + 8- (1,1,2) vektort,
ahol «, 8 € Z3. Példaul, ha a =1 és 3 = 2, akkor

1-(1,2,1)+2-(1,1,2) = (1,2,1) + (2,2,1) = (0,1, 2).
Hasonléan, mind a 9(= 3 x 3) lehetSséget kiszamitva

U; ={(0,0,0),(1,1,2),(2,2,1),(1,2,1),(2,0,0),(0,1,2),(2,1,2),(0,2,1), (1,0,0) }.
Az U, altér elemeinek meghatarozasihoz elGszor is megoldjuk az 6t definialo

x1+x2+1‘3=6, $2+2$3:6

egyenletrendszert. Konnyt dolgunk van, mert az egyenletrendszer eleve lépcsés alakban van,
melybdl egyszertien leolvashat6é a megoldésvektor:

(w3, %3, 3), *3 € Z3.

Us elemei az dsszes ilyen vektor, azaz Us = {(0,0,0), (1,1,1),(2,2,2)}.

1.2.5. Feladat. Tekintsiik az alabbi V' vektortereket. Soroljuk fel az U alterek elemeit.

(a) V=23 U=|(
(b) V=275 U=[

l\.')l OI
= O
S—
N N
=]

1,
1,
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(c)
()

V=273 U={(z1,79,73): xa+ 73 =0, 21 + 225 = 0};
V=73 U={(x1,9,73,24): 1 + 224 =0, 221 + 23 + 74 = 0}.

11

(~ eredmény: 2.2.5)

Kidolgozott feladat. Adjuk meg az (1,2,3) € R3 vektor koordinatasorat az (1,0,1),
(1,-2,-1), (2, —2,3) bazisban.

Megoldas. A koordindtasor meghatarozasahoz meg kell keresniink azokat az 1, xs, x3 egylitt-
hatokat, amelyekre x1 - (1,0,1) + 29 - (1,-2,—1) + 23 - (2,-2,3) = (1,2,3). A beszorzast és az
Osszeadéast elvégezve a komponensek egyenl&ségébdl az alabbi linearis egyenletrendszert kapjuk.

1 1 2 |1
0 -2 2|2
1 -1 3 |3

Megfigyelhetjiik, hogy a bd&vitett métrix oszlopai éppen a feladatbeli vektoraink. A linea-
ris egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk a koordinatasort, jelen esetben (x1,x9,x3) =
(2,—1,0). (A megoldashoz vezets szamitast most nem részleteztiik.) A bézis tulajdonsagai mi-
att ezek az egytitthatok egyértelmiien meghatarozhatok, azaz a koordinatasor kiszamolasanél a
megfelel§ lineéris egyenletrendszernek mindig pontosan egy megoldasa lesz.

1.2.6. Feladat. Adjuk meg az alabbi v vektorok koordinatasorat a Z3 vektortér

(1,1,1),(0,1,0), (1,1,0)

bazisaban.

(a)
(b)

1
1

ol Ol
= Ol

~— —

(
(

(%
(%

(~ eredmény: 2.2.6)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a Z3 vektortér [(1,1,1),(1,0,2),(2,1,0)] alterének di-
menzidjat és egy bazisat.

Megoldas. A vektorokat egy matrix soraiba irjuk, majd Gauss-eliminalunk. A kapott 1épcsds
alak (minden sor tobb nullaval kezd6dik, mint az el6z6, és nincs csupa nulla sor) sorainak szdma
a dimenzi6 lesz, és maguk a sorok az altér béazisat fogjak alkotni.

111 T 11 T 11 - - -
T02 |- 22,0271 |22021 ﬁ<021>
210/ %2> \g31 000

ol
]
|
N—

Tehét az altér 2-dimenzios és egy lehetséges bazisa (1,1,1), (

)

1.2.7. Feladat. Hatarozzuk meg a V' vektortér U alterének dimenzidjat és egy bazisat.
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1,2,4
(b) V=RY: U=[(1,2,4,1), (-2,—4,-5,-3),(=1,-2,-7,0), (1,2, -2,3)];
4,2,3

(~ eredmény: 2.2.7)

Kidolgozott feladat. Adjuk meg a Z% vektortér

{(z1, 72,73, 74) : 201 + 200 + w3+ 4 =0, x1 + T2 + T4 = 0, 221 + 229 + 223 = 0}
alterét generatorrendszer segitségével. Hatarozzuk meg az altér dimenzidjat is.
Megoldas. Megoldjuk az altér egyenletrendszerét, majd a szabad valtozokba a standard bazist

helyettesitjiik. Igy kapjuk az altér egy béazisat, a dimenzié pedig a béazis elemszama. Az egyen-
letrendszer matrixat alakitjuk:

22110 i 22110 % T TIm
TT071(0|22%10071 2|0 é—S"’%<0 01 20>
2220/0) ™ \0012|0

Innen mér a megoldasvektor kénnyen kifejezhets: (53:2 + 2x4, T9,x4,x4), ahol x9,x4 € Z3. A
standard bézist a szabad valtozokba helyettesitve

xo | x4 | (222 + 224, 72, T4, T4)
110 (2,1,0,0)
0T @.0.1.1)

adodik. Tehét az altér egy lehetséges bazisa (2,1,0,0), (2,0,1,1); dimenzi6ja pedig ennek elem-
szama, azaz 2. Mivel egy bazis generatorrendszer is, az altér generatorrendszer segitségével:

(2,1,0,0), (2,0,1,1)].

1.2.8. Feladat. Adjuk meg a V' vektortér U alterét generatorrendszer segitségével. Hatarozzuk
meg U dimenzidjat.

(a) V=R3 U= {(x1,29,13) 21y — w3 = 0}; 3

(b) V=272, U= {(x1,72,23) : 221 + 495_3 =0, 11+ 22 = 0}; .

(c) V=275 U={(x1,22,23,34) : 1 + 205 + 13 =0, x3 + 23 + 24 = 0};

(d) V=RY U = {(x1, 29, v3,74) : 11— To+3x3—224 = 0, 221+To—13—74 = 0, Tota3+14 = 0};
() V=RY U={(x1,20,x3,x4): &1 = 2x3, T3 =1 + Ta};

(f) V=RY U={(v1,20,73,24): T1 = 312 + 13};

(g) V=23 U={(v1,79,23,74): 71 + 224 =0, 221 + 23 + 24 = 0}.

(~ eredmény: 2.2.8)
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Kidolgozott feladat. Adjuk meg a Zj vektortérben a (0,2,1,2) és (0,1,2,1) vektorok altal
kifeszitett alteret homogén linearis egyenletrendszer segitségével.

Megoldas. Az altereket ugyebar kétféleképpen adhatjuk meg: homogén linearis egyenletrend-
szerrel és generatorrendszerrel. A két megadasi mod kozotti oda- illetve visszavaltas (egy bi-
zonyos szoghdl ligyesen rajuk nézve) lényegében ugyanaz, igy a két atvaltasra lehet ugyanazt
a modszert alkalmazni. Azt mar tudjuk, hogy homogén lin. egy. rsz.-b&l hogyan valtunk gene-
ratorrendszeres megadasi médba. Most ,agy fogunk tenni”, mintha most is ez lenne a feladat.
Ehhez vektorainkboél egyenleteket kell késziteniink. Ezt a kovetkezd modon csinaljuk:

0,2,1,2) ~ 0xq + 229 + 1oz + 224 = 0,

(67 T: 2, 1) e 6371 + T$2 IF §$3 + T$4 = 0.

Egy segédfeladatot oldunk meg. Ugy tesziink, mintha az lenne a feladat, hogy a kapott homogén
linearis egyenletrendszerrel megadott alteret generatorrendszerrel adjuk meg. Ehhez, elGszor is,
meg kell oldanunk az egyenletrendszert.

Innen az egyenletrendszer altalanos megoldasa
(z1,73 + 224, 73,%4), T1,%3,%4 € Z3.

Hogy megkapjuk a segédfeladat megoldésat a szabad valtozokba a standard béazist helyettesit-
juk.

z1 | @3 | x4 | (@1, T3 + 224, T3, T4)
110]0 (1,0,0,0)
0|1]0 (0,1,1,0)
0|01 (0,2,0,1)

Tehat a segédfeladat megoldasa a most kapott 3-elemii generatorrendszer. Ne feledjiik azonban,
hogy a mi eredeti feladatunk egy homogén linearis egyenletrendszert keresett. Hogy ezt meg-
kapjuk, ugyanazt az egyszerd atvaltast alkalmazzuk, amit feljebb.

1,0,0,0) ~ a1=0
G,T,T,G ~ $2+$3=6
6,5,6,1 ~ §x2+x4:6

Ez alapjan a feladatbeli altér homogén linearis egyenletrendszerrel:

{(z1,22,%3,24) : 21 =0, 22+ 33 =0, 232 + x4 = 0}.

Ugyanerre a feladattipusra mutatunk egy masik megoldasi modszert is.

13
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Kidolgozott feladat. Adjuk meg a Z3 vektortérben a (0,2,1,2), (0,1,2,1) és (0,0,2,0) vek-
torok altal kifeszitett alteret homogén linearis egyenletrendszer segitségével.

Megoldas. A vektorainkat egy matrix soraiba irjuk, majd Gauss-eliminalunk. Most azt is elér-
jiik (a sorokat megfelels szamokkal szorozva), hogy az els6 nemnulla elemek, az in. vezérelemek,
1-k legyenek, majd ezen vezéregyesek felett is nullazunk, hogy az oszlopaikban 6k legyenek az
egyetlen nemnulla elemek.

02713 = = 5121 00101
gT§TSQ+510212§Xs10121s1+520101
-G 5T 00 2 0/ axs, \OO0OTIDO 0010

A Gauss-eliminacié sordn kapott vektorrendszerek ugyanazt az alterek generéljik, tehat az
eredeti alteriinket a (0,1,0,1) és (0,0, 1,0) vektorok is generaljak. Alteriink tehat a kivetkezd
alakba irhato:

{a, 8 € Z3: «(0,1,0,1) + 5(0,0,1,0)} = {a, B € Z3 : (0,0, 3,) }

= {($1,$2,$3,$4) € Zg DX = 6, To = 1'4}.

Ez utobbi a feladat megoldésa, az alteriink homogén lineéris egyenletrendszerrel megadva. (Az
x9 = x4 egyenlet az xo + 2x4 = 0 homogén linearis egyenlettel ekvivalens.)

1.2.9. Feladat. Adjuk meg a V vektortérben a megadott vektorok altal kifeszitett alteret homogén
linearis egyenletrendszer segitségével.

(a) V=R%u=(11,1), v=(-22-2), w=(3,-1,3);
b) V=R u=(-1,-1,-1), v=(-2,2,-2), w=(0,—1,3);
(c) V=RY u=(22-24), v=(=4,-56-5);
(d) V=27% u=(1,2,2,4), v=(0,1,4,2), w = (2,0,2,0);
(© V=25 u= (0221, 0= (1202, w= (02210

(~ eredmény: 2.2.9)

Kidolgozott feladat. Hatérozzuk meg a Z§ vektortér alabbi U; és Us alterei esetén az Uy + U,
és az U N Uy alterek dimenzidjat, bazisat.

U, = {(.%'1,.%2,%3,%4) :5&31 —I—ng +Z3 + x4 :6, r1+To + x4 26, §x1 —i—§x2 +§.%‘3 :6}

Uy =1(0,2,1,2),(0,1,2,1)]
Megoldas. Alterek Osszegének meghatarozasihoz a generatorrendszeres, mig metszetéhez a
hom. lin. egy. rsz.-es megadasi modot hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy ebben a feladatban az
alterek két megadési modja kozti atvaltas jatszik kulcsszerepet. Ez altalaban sok szamolassal jar.
Hogy csokkentsiik a szamolas mennyiségét, mi most két olyan alteret (U; és Us) valasztottunk,
melyeket korabbi kidolgozott feladatokban mar atvéaltottunk a masik megadési modba.
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U1+Us meghatarozasahoz tehat mindkét altér generatorrendszeres forméban kell nekiink. Ehhez
Ui-et kell dtvaltanunk, melyet feljebb egy kidolgozott feladatban mér megtettiink, azt kaptuk,
hogy Uy = [(2,1,0,0), (2,0,1,1)]. Az Uy + U, altér egy generatorrendszerét az Uy és Uy alterek
generatorrendszereinek egymas mellé frasaval kaphatjuk, azaz

Uy + Us = [(2,1,0,0), (2,0,1,1), (0,2,1,2), (0,1,2,1)].

Ez a négy generatorvektor azonban nem biztos, hogy fiiggetlen, azaz bazist alkot, tehat tovabbi
szamolasra van sziikség. LépcsGs alakra hozzuk a generatorrendszert.

puny L EEUm  EEY ., pIac
29}152—5192}}53—82921154+S3G§TI
02172 0212 50 (0001| (0211
01 2 1 01 2 1 00 0 2

Az Uy + Uy altér egy lehetséges bazisa tehat (2,1,0,0),(0,2,1,1),(0,0,0,1), dimenzioja 3.
Az Uy NU; altér meghatarozésahoz az alterek homomogén linearis egyenletrendszeres megadésa-
ra van sziikség. Az U; alteret egy korabbi kidolgozott feladatban mar atvaltottuk, és azt kaptuk,
hogy

Uy = {(.%'1, T2, xg,x4) = 6, To + X3 = 6, §$2 + x4 = 6}

Az Uy NUs; altér (egyenletekkel) a két altér egyenleteinek egyesitésével kaphato:

Uy NUs = {(x1,72,73,%4) : 201 + 229 + 23+ 24 =0, 71 + T2 + 24 = 0, 201 + 229 + 223 = 0;
r1 =0, z2 + 23 =0, 209 + x4 = 0}.
Ahhoz, hogy megkapjuk ennek az altérnek egy béazisat, még egy atvaltast kell végezniink. A

kapott Uy NUs alteret kell hom. lin. e. rsz.-es megadasbdl a mésikba valtanunk. Ehhez meg kell
oldanunk a kapott egyenletrendszert. Az egyenletek sorrendjét egy kicsit kapasbol felcserélve:

100010 10000 100010
2 21110 02110 02110
11 6 1 6 elsé oszlop 6 1 6 1 6 masodik oszlop 6 6 1 2 6
2 2 2 6 6 nullazasa 6 2 2 6 6 nullazéasa 6 6 12 6
011010 01 1010 00210
02010 02010 00200
Két sort felcserélve folytatjuk:

10000 1000|0

02110 02110 10000

002 0|0 harmadik oszlop 002 0|0 negyedik oszlop 021 1|0

6 6 1 2 6 nullazésa 6 6 6 2 6 nullazasa 6 6 2 6 6

001 2|0 000 2|0 000 2|0

00 2 1|0 000 T1|0

melyb6l 1 = z9 = 13 = x4 = 0, azaz Uy NUs a trividlis altér, melynek egyetlen eleme (0, 0,0, 0),
béazisa az iireshalmaz, azaz (), dimenzi6ja pedig 0.

15
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1.2.10. Feladat. Hatérozzuk meg a V' vektorterek alabbi U; és U, alterei esetén az Uy + U, és az
U, N Uy alterek dimenzidjat, bazisat.

(a) V=RY U, =[(1,210),(-1,1,1,1)], Us = [(2,1,0,~1), (1, ~1,3,7)];
(b> V:R4; Ul = [(1727173)7(07_2737_1)]7
U, = [(O, 2, —3, 1), (0, —2,4, —4), (O, —6,11, —9)];
(C) V:R4; U1 :{($1,LE2,I3,JI4)Z $2+I3+$4:0},
Uy = {(x1, 29, 23,24): 1 + 22 =0, 3 = 224};
(d) V=RY: Uy ={(x1,29,23,74): 21 + 29 + 23 =0, 19 — 223 = 0},
U2 = {($1,$2,$3,Z’4)2 2.2132 — 4.2?3 = 0, 3%’3 + Ty — 0},
() V=23 U ={(x1,79,73,24): To + 34 =0, 271 + 223 = 0},
Uy = {(x1, 72,23, 74): 71 + 224 = 0};
() V=25 U = {(v1,22,73,24,75): 11 + 213 = 0, 11 + 29 + 24 = 0, 21 + 219 + 225 =
0}, Us = [(1.2.0.1.1).(1.1,0.0.0). (0.0.2,1.0)]
(g) V = Zé, Ul = {(ZE1,£L’2,$3,[E4) - +§l’2 + x3 = 6,1‘1 —{—Zl’g = 6,.T2 —|—§.T3 = 6}, U2 =
2,1),(1,3,4,3),(4,3,2,3)].

wl

(~ eredmény: 2.2.10)

1.2.11. Feladat. A V vektortér és Uy, Uy altereinek megadott dimenzi6i esetén hatarozzuk meg
az Uy + Uy és az U; N U, alterek dimenzidjanak Gsszes lehetséges értékét.

(a) dimV =6, dimU; =5, dimU; = 3;
(b) dimV =5, dimU; =4, dimU; = 3;
(¢) dimV =10, dimU; =5, dimU, = 2.

(~ eredmény: 2.2.11)
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1.3. Linearis leképezések

Kidolgozott feladat. A sikon tekintsiik azt a transzformaciot, ami a sik Osszes vektorat me-
rélegesen vetiti az y tengelyre. Dontsiik el, hogy ez a transzformacioé linearis-e. Ha igen, akkor
adjuk meg a magterét, képterét és azok dimenzidjat, bazisat.

Megoldas. Jelolje ¢ a sikon az y tengelyre valoé merdleges vetitést, ekkor tetszdleges (x,y) €
R? esetén (x,7)p = (0,y). Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a lineéris leképezés definiciojaban
szerepld tulajdonsagok, azaz ¢ felcserélhets-e az Osszeadéassal, és a skalarral valo szorzéssal.

(1) Tetszbleges u,v € R? vektor esetén teljesiilni kell, hogy (u + v)p = up + ve. Legyen
u = (z1,41) és v = (@2,Yy2), ekkor (u+v)p = ((z1,y1) + (22, ¥2))p = (T1+ 22, Y1 +y2)p =
(0,91 + y2). Mésrészt up + v = (21,41)¢ + (22, ¥2)9 = (0,41) + (0,52) = (0,31 + y2).
Mivel mindkét esetben ugyanazt kaptuk, igy teljesiil az egyenlGség.

(2) Tetszbleges A € R és u € R? esetén vizsgéljuk, hogy (AMu)e = A(uyp) teljesiil-e. Legyen
u = (z,y), ekkor egyrészt (Au)p = (A(z,y))p = (Az, A\y)p = (0, A\y). Masrészt A(uyp) =
A(z,9)p) = A(0,y) = (0, Ay), ismét egyenlSséget kaptunk.

Mivel ¢ felcserélhets az Osszeadéssal (1), és a skalarral valé szorzassal (2), igy ¢ linearis leké-
pezés.

Meghatarozzuk ¢ magterét, azaz azon vektorok halmazét, amelyeknek a képe a zérusvektor.
Kerp = {(z,9): (z,9)¢ = (0,0)} = {(z,9): (0,9) = (0,0)} = {(z,y): y = 0} € R®. A magtér
a sik (z,0) pontjait tartalmazza tetszSleges x € R esetén, azaz az x-tengely pontjai alkotjak. A
magtér tehat 1-dimenzids, egy bézisa: (1,0).

A képtér azoknak a vektoroknak a halmaza, amelyek elGallnak képként. Imp = {(x, y)¢: (z,y) €
R2} = {(0,y): y € R}. Tehat a képteret az y-tengely pontjai alkotjak. A képtér szintén 1-
dimenzios, egy bazisa: (0, 1).

1.3.1. Feladat. A sik R? vektorterében tekintsiik a kovetkezd transzformaciokat. Dontsiik el, hogy
lineéris transzformaciok-e. Ha igen, akkor adjuk meg a magjukat, képteriiket és azok dimenziojat,
bézisat.

eltolas az (1, 1) vektorral;

tiikrozés az y tengelyre;

tiikrézés az x = —1 egyenesre;
merGleges vetités az x tengelyre;

origd kozéppontu 2 paramétert nyujtas;
7/2 szog forgatas az origo koriil,
merGleges vetités az y = x egyenesre;
tiikrozés az y = x egyenesre;

b /3 szogl forgatés az origd koriil.

N~
o o

@]

N~ e~ —
PE0R &
N’ S S S S e e N

—~
—

(~» eredmény: 2.3.1)
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Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a ¢: R? — R2, (z,y) +— (3x + 6y, 9y) linearis transz-
formécié matrixat a kovetkezd bazisokban.

(1) &€:(1,0), (0,1) (standard bazis);
(2) F:(3,1), (0,—1).

Megoldas. A matrix felirdsdhoz a bazisvektorok képének koordinatéit kell meghatarozni az
adott bazisban.

(1) A bazisvektorok képei (1,0)¢ = (3-1+6-0, 9-0) = (3,0), és (0,1) = (3-0+6-1, 9-1) =
(6,9). A standard bazis esetén a vektorok képei mar a megfelel§ bazisban, £-ben vannak
megadva. A linearis leképezés méatrixanak sorait az £ bazisban a kapott képek alkotjak:

30
ae= (5 9)-

(2) Elészor hatarozzuk meg a béazisvektorok képét: (3,1)p = (3-:34+6-1, 9-1) = (15,9), illetve
0,-1)p=B-0+6-(—-1), 9-(-1)) = (—6,—9). Mivel most nem a standard bazisban
kell felirni a linearis leképezés matrixat, az (1)-hez képest annyi a kiilonbség, hogy a
bazisvektorok képének koordinatait is ki kell szamolni az F bazisban. Azaz el6szor meg kell
hatarozni azokat az z1,x2 € R értékeket, amelyekre x;(3,1) + x2(0, —1) = (15,9). Mivel
a masodik bézisvektor elsé koordinataja 0, igy az els6 koordinatat az els6 bazisvektor
hatarozza meg. Tehat 3z; = 15, amelybdl 1 = 5, ezt visszahelyettesitve pedig a masodik
komponensben az 5 — x5 = 9 egyenlGséget kapjuk, amely alapjin xo = —4. Tehat a
(15,9) vektor koordinatai az F bazisban (5, —4). Teljesen hasonléan szamolva kapjuk,
hogy a (—6,—9) vektor koordinatai F-ben (—2,7). A kapott vektorok alkotjak a linearis
leképezés matrixanak sorait az F bazisban:

5 —4
)

A vektorok koordinatasoranak meghatérozasa most konnyen ment, mert kihasznéltuk a
bazis egy specialis tulajdonsagat, és a dimenzib is alacsony volt. Tetsz6leges bézis esetén,
tekinthetjiik azt a linearis egyenletrendszert, ahol az egyiitthatéomatrix oszlopvektorait
a bazisvektorok, a jobboldali konstansok oszlopvektorat pedig az adott vektor alkotja.
Ennek a linearis egyenletrendszernek a megoldésaval megkapjuk a vektor koordinatasorat
az adott bazisban.

1.3.2. Feladat. Melyek linearisak az alabbi leképezések koziil? Amelyik linearis, annak hatarozzuk
meg a standard bazisban megadott méatrixéat.

(a) p: R? 5 R, (z,y) = (z+y, 2y);

(b) ¢: R > R?, (z,y,2) = (z —y, z+y);

(c) o: 72 =73, (x, ) (r+ 2y, v +vy, 2x);

(d) o: R3 = R3, (z,y,2)—~ (x —y, y+1, z+ 2).

(~» eredmény: 2.3.2)
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1.3.3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 ¢ linearis transzforméciok matrixat a megadott &
bazisban. Szamitsuk ki a v vektor ¢ melletti képének koordinatait ebben a bazisban.

(a> @ R2 — R2a (ZE,y) = (:L’, _y),
£:(2,1),(-1,0), v=(-11);

(b) @: Z5 = 23, (v,y) = (= + 2y, 22),
£:(2,1),(1,1), v=(2,0);

(c) p: R3 = R3 (z,y,2) = 2x —y, v+vy, 3z —2y — 2),
E: (2,0,0), (0, 1,1), (0, 1,—1), V= (2,2,0);

(d) ¢: 2§ = 73, (v,y,2) = x4y, v+y, y+22),
£:(1,1,2),(0,2,1),(2,1,1), v=(2,1,2).

(~ eredmény: 2.3.3)

Kidolgozott feladat. Legyen a sik R? vektorterén ¢ az z-tengelyre valé tiikrozés, ¢ pedig az
y-tengelyre vonatkozd merdleges vetités. Hatarozzuk meg a ¢ + ¢, a o és a P + 2¢p linearis
transzforméciokat.

Megoldas. Legegyszertibben tgy végezhetSk el a linearis leképzésekkel a miiveletek, hogy a
linearis leképezések matrixaval végezziik el a megfelel§ matrixmiiveleteket. Mivel most mi dont-
jik el, hogy milyen bézisban irjuk fel a lineéris leképezés matrixat, érdemes a legegyszertibb
modszert valasztani, és a standard bazisban megadni a méatrixot (Id. el6z6 kidolgozott feladat
(1) része).

Az z-tengelyre valo tiikrozést végrehajtjuk a standard bazis elemein: (1,0)¢ = (1,0), (0,1)p =
(0, —1). Az y-tengelyre vonatkozé mergleges vetités esetén pedig (1,0)y) = (0,0) és (0,1)y =
(0,1). A bazisvektorok képei alkotjak a lineéris leképezések matrixanak sorait, tehat a ¢ és a 1)
linearis leképezések métrixai a standard bézisban:

1 0 00
A¢:<0 —1)’ A¢:(o 1)'

Ezek utan a ¢ + 1, a ¢ és a 1 + 2¢ lineéris transzforméaciok matrixat rendre az A, + Ay, a
Ay Ay és a Ay A, + 2A, matrixmiiveletek elvégzésével kapjuk meg:

1 0 0 O 2 0
AWJNZJ = <0 0> ) Awﬁ = <0 _1) ) AT/J50+290 = <0 _3> 0

A matrixok meghatarozzak hozzajuk tartozo lineéris leképezéseket. A lineéris leképezések hoz-
zérendelési szabalya az (z,y)A matrixszorzas elvégzésével megkaphato. Példaul (x,y)A, 1y =
(z,0), tehat ¢ +1: R2 — R2, (x,9) — (z,0), ami az 2-tengelyre vonatkoz6 merdleges vetités.

1.3.4. Feladat. Tekintsiik a sik R? vektorterén értelmezett alabbi ¢ és v linearis transzforméciokat.
Hatarozzuk meg a ¢ + ¢, a @) és a ¢ — 31 linearis transzforméaciokat.

(a) ¢ az x-tengelyre, 1) az y-tengelyre vonatkozo tiikrozés;
(b) ¢ az z-tengelyre, ¥ az y-tengelyre vonatkozo merdleges vetités;
(¢) ¢ az identikus transzforméacio, ¢ az origo koriili 7/2 szogd forgatas;



20 1. FEJEZET. FELADATOK

(d) ¢ az origo koriili /3 szog, ¥ az origd koriili —m /3 szogii forgatas.

(~ eredmény: 2.3.4)

Kidolgozott feladat. Dontsiik el, hogy a v = (3,6) vektor sajatvektora-e az alabbi A méatrix-
nak, tovibba a 4 valds szam sajatértéke-e az A-nak.

a= (5 9).

Megoldas. Meghatarozzuk a vA szorzatot, és vizsgaljuk, hogy létezik-e olyan A € R, amelyre
vA = MA, ha igen, akkor v sajatvektor.

vA = (3 6)(_51 g)_(g 18) =3-(3 6).

Tehat A = 3 esetén teljesiil, hogy vA = AA, igy v = (3,6) sajatvektor.
Akkor lesz a 4 szam sajatértéke A-nak, ha |A —4FE| = 0 teljesiil.

|A— 4E| = -

‘5—4 6

1 6
-1 0-4

o 4':1-(—4)—6'(—1):27&0

Tehat 4 nem sajatértéke A-nak. Az A matrix sajatértékei az |A— AE| = 0 egyenlet megoldasaval
kaphatok meg.

1.3.5. Feladat. Dontse el, hogy az u, illetve v vektor sajatvektora-e a valés A matrixnak:

4 —4 5
@ u= (=23, v- 0oy, A= (1 3 1)
0 2 1
-2 6 4 6
1 -3 2 3
(b) U= (1,—4,0,2), v = (2707_173)7 A= 7 9 10 21
1 -1 2 -1

(~» eredmény: 2.3.5)

1.3.6. Feladat. Dontse el, hogy A sajatértéke-e a valos A matrixnak:

(a) A=—3, A= —2 —9 14
-1 -1
1 —4 2 0
0 -1 3 4
(b)y A=2, A= 9 3 1 4l
1 2 -1 3

(~» eredmény: 2.3.6)
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Kidolgozott feladat. Szamoljuk ki az alabbi A € R3*3 matrix sajatértékeit, és hatarozzuk
meg a hozza tartozo sajataltereket.

7 =3
A=1|0
0

I N

1
9
Megoldas. Az |A — AE| determinanst az els§ oszlopa szerint kifejtve kapjuk az A matrix
karakterisztikus polinomjéat:

7T—X =3 1
A-XE|=| 0 1-x 2 |=@T=N[A=-NA-X)—-18=(7-NA=7)A+2).
0 94—

A polinom valés gyokei, azaz az A méatrix sajatértékei a Ay = 7 és a Ay = —2 skalarok.
Meghatarozzuk a A\; = 7 sajatértékhez tartozé sajatalteret. Az xA = A1z egyenletet atrendezve
az (A — M\ E) = 0 6sszefiiggést kapjuk, amit ha transzponalunk, akkor az (A — A\ E)TzT = 07
homogén linearis egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megoldésai alkotjik a Ay = 7-hez tar-
tozd sajatalteret. Azaz az A maétrix f64tlojabol ki kell vonnunk a sajatértéket, majd transz-
ponalnunk kell, igy kapjuk meg a homogén lineéris egyenletrendszer egytitthatématrixat, amit
lépcsés alakra hozunk:

0 0 O 1 2 =3 1 2 -3
A-MEYl=(A-TTE)'=|-3 =6 9 |~[-3 =6 9]|~|0 0 0
1 2 =3 0 0 O 0 0 O
Igy az 1 + 229 — 323 = 0 egyenletet kapjuk, amibsl z1 = —2z5 + 323, azaz x1 kotott ismeret-

len, xo és x3 pedig szabad. A megoldastér egy bézisat ugy kapjuk, hogy a szabad valtozokba
behelyettesitjiik a 0 és 1 értékeket gy, hogy mindig egy szabad valtozo kapjon 1 értéket. Igy

T =1, z3 =0, r1=—-2-143-0=-2,
zo =0, x3 =1, r1=-2-0+3-1=3.

Az igy kapott (—2,1,0) és (3,0, 1) vektorok alkotjak a A\; = 7-hez tartozo sajataltér egy bazisat.
A )y = —2 sajatértékhez tartozo sajataltér meghatarozasihoz, ahogy az elébb is, az A matrix
f6atlojabol kivonjuk a sajatértéket, majd transzponalunk, igy kapjuk meg a homogén linearis
egyenletrendszer egylitthatométrixat, amit 1épcsés alakra hozunk:

9 0 0 1 00 100 100 1 00
A-(-2B)'=[-3 3 9| ~[-3 3 9]~(0 3 9]~|0 1 3|~[0 1 3
1 26 1 26 02 6 02 6 00 0

Tehat x1 = 0 és z9 + 3x3 = 0, amelybdl x5 = —3xz3. Igy a sajataltér egy bazisa a (0,—3,1)
vektor.

1.3.7. Feladat. Legyen a V vektortérben értelmezett linearis transzformécié matrixa a standard
bazisban A. Hatarozzuk meg a lineéris transzformaciok karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit,
valamint adjunk meg bazist a sajatalterekben.
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2 -1
_ P2 _ .
(a>V_Ra A_(_2 1)7
_ P2 _ 1 =2 .
mv-r: a-(} )
1 -2
2 _ .
(C>V_C’ A_<1 1)7
2 1
__ 772, _ .
@v=z A=(3 )
3 1 =5
@) V=R% A=[04 -5 |
01 =2
1 13 —4
O V=R, A=[0 -3 0|
-8 19 5
121
@v-zi A-[0702
011

(~ eredmény: 2.3.7)

1.3.8. Feladat. Hatarozzuk meg a sik R? vektorterében értelmezett kovetkezd lineéris transzfor-
méaciok sajatértékeit, valamint a sajatalterek egy bézisat.

(a) identikus transzformacio;

(b) zérus transzformacio;

(c) tiikrozés az = tengelyre;

(d) mercleges vetités az y tengelyre;
(e) /2 szog forgatas az origd koriil.

(~ eredmény: 2.3.8)
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KVADRATIKUS ALAKOK, EUKLIDESZI TEREK

1.4. Kvadratikus alakok, Euklideszi terek

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg £ : R3 x R3 — R, £(u,v) = £((x1, 22, 23), (y1, Y2, ¥3)) =
= 4x1y1 + 221Y2 + 2x2y1 + 222y2 — Tay3 — T3y2 + 6x3ys bilinearis leképezés méatrixat a standard
bézisban. Ha a leképezés szimmetrikus bilinearis leképezés, akkor adjuk meg a hozza tartozd
kvadratikus alakot is.

Megoldas. A standard bézis R3-ben: e; = (1,0,0),ea = (0,1,0),e3 = (0,0,1). Az /¢ linearis

leképezés matrixa az az A = (a;;) € R3*3 métrix, amelyre a;; = {(e;, ¢;), azaz

al] — 6(61, 61) = 6((1, 0, 0), (1,0,0)) = 4, alg = 6(61, 62) = g((l,0,0), (0, 1,0)) = 2,

a3 = 6(61, 63) = f((l, 0, O), (0,0, 1)) = 0, ags) = 6(62, 61) e f((O, 1,0), (1,0,0)) = 2.
Hasonléan kiszamithato, hogy ass = 2, ass = —1, az; = 0, aze = —1 és agz = 6. Tgy az £

bézisban az £ bilinearis leképezés méatrixa:

4 2 0
A=12 2 -1
0 -1 6

Eszrevehetjiik, hogy a méatrix standard bazisban valo felirasa a bilineéris leképezés formulajabol
kozvetleniil is megkaphato, ugyanis ha c az x;y; tag egyiitthatdja, akkor a;; = c.

Mivel a matrix szimmetrikus, igy a bilinearis leképzés is szimmetrikus, ezért tartozik hozza egy
q : R? — R kvadratikus alak, mégpedig a ¢(v) = £(v, v) hozzérendelés szerint. Azaz ¢ képletében
minden y; helyett z; szerepel (i = 1,2, 3), tehat g(v) = £(v,v) = dz121+ 22129+ 22221 + 22922 —
Tox3 — 2302 +62373. Osszevonas utan pedig kapjuk, hogy q(v) = 4z3 +4x 72+ 273 —2@3}34—61‘%.

23

1.4.1. Feladat. Melyek bilinearisak az alabbi leképezések koziil? Ha a leképezés bilineéris, akkor
adjuk meg a matrixat a standard béazisban. Ha a leképezés szimmetrikus bilineéris leképezés, akkor
adjuk meg a hozza tartozoé kvadratikus alakot is.

(a
b

—_—~

o,

) £:R2 X R2 = R, (21, 22), (Y1, y2)) = Taya;

) LR X R? = R, U((21,22), (y1,32)) = 3

) R X R? = R, £((21,22), (41,%2)) = T192 — T1Y1;

) £:R? xR? = R, U((71,22), (Y1, 92)) = 2122;

) £:R* X R? = R, A((21,22), (y1,%2)) = T1y1 + T2y

) £:R* X R?* = R, (21, 22, 23), (y1,Y2)) = 221y1 + Tath — T1Y2 — 223y

(~ eredmény: 2.4.1)

Kidolgozott feladat. Hozzuk kanonikus alakra az R? vektortéren értelmezett ¢ = 422 +4x1x9+
223 — 2z9w3 + 623 kvadratikus alakot. Tovabba meghatarozzuk az osztalyat (pozitiv/negativ
(szemi)definit, indefinit).

Megoldas. ElGszor megadjuk a kvadratikus alak métrixat a standard bazisban. Ezt agy irhatjuk
fel a kvadratikus alakbol, hogy a négyzetes tagok egyiitthatoi a f6atloba keriilnek, a méatrix tébbi
eleme pedig a megfelel6 vegyes tagok egyiitthatoinak fele lesz.
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4 2 0
2 2 =l
0 -1 6

Ezt a matrixot kell tigy diagonalis alakra hoznunk, hogy a Gauss-eliminacionél is hasznélt
lépéseket hajtunk végre a matrix sorain, azzal a kiilonbséggel, hogy most minden lépést a
megfelel6 oszlopon is el kell végezni, hogy szimmetrikus matrixokon keresztiil haladjunk.

4 4 4 4 0 0 4 0 0

2 2 —-1]2|0 1 —-1]2|0 1 —-1]X|01 -1|R|0 10

0 0 0 0 0 5 0 0 5

A matrixrol leolvashat6, hogy a kanonikus alak 4y? + y35 + 5y3. Mivel a kanonikus alak csak
pozitiv egyutthatokat tartalmaz, és mind a hidrom tag szerepel, igy a kvadratikus alak pozitiv
definit.

Megfigyelhetjiik, hogy a kvadratikus alak épp az el6z6 kidolgozott feladatban szerepld bilinearis

leképezéshez tartozd kvadratikus alak, és a kvadratikus alak métrixa val6jaban nem mas, mint
a hozza tartoz6 szimmetrikus bilinearis leképezés métrixa.

1.4.2. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra az R" vektortéren értelmezett valos kvadratikus alako-
kat, és hatarozzuk meg az osztalyukat (pozitiv/negativ (szemi)definit, indefinit).

(a) n =2, 22 — 2w129 + 2%;

(b) n =2, —42? + 4x1719 — 423;

(c) n=3, —42? + 4x179 — 423;

(d) n =3, 8z% + 23 + 23 — dwyx9 — 4123
(e) n =3, 27+ 623 + 423 + dz119 — dwows;
(f) n =3, 2zy23 — 22129 — 22923.

(~ eredmény: 2.4.2)

Kidolgozott feladat. Keressiink az alabbi A szimmetrikus méatrixhoz olyan S nemelfajuléd
métrixot, amelyre SAST diagonalis

4 2 0
A=12 2 -1
0 -1 6

Megoldas. A kvadratikus alakoknal latott modszert alkalmazzuk, azaz a métrixot diagonalis
alakra hozzuk ugy, hogy a Gauss-eliminécional is hasznalt 1épéseket hajtunk végre a méatrix
sorain, azzal a kiilonbséggel, hogy most minden 1épést a megfelels oszlopokon is el kell végezni,
hogy szimmetrikus matrixokon keresztiil haladjunk. Az A maéatrix mellett feltiintetjiik az £
standard bazist is, és azon is végrehajtjuk a sorokra vonatkozé atalakitasokat, igy megkapjuk,
hogy mely béazisban lesz diagonéalis az A métrixhoz tartozo kvadratikus alak maéatrixa.

4 2 0 | 100 4 2 0 | 1 00 4 0 0 | 1 00
2 2 -1 ]010]*|0 1 -1 | 310|001 -1 ] -2 10|
0 -1 6 | 00 1 0 -1 6 | 0 01 0 -1 6 | 0 01




1.4. KVADRATIKUS ALAKOK, EUKLIDESZI TEREK

40 0 | 1 00 400 | 1

2;01—1|—%109o010|—
00 5 | -1 11 005 |
(_

Tehat az F : (1,0,0),
elfajulé matrix sorait pedig az F béazis elemei alkotjak:

1 00
S=[-3 1 0].
-5 11

N[0
e )
— o O

)

%, 1,0), (—%, 1,1) bézisban lesz a méatrix diagonélis. A keresett S nem-
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1.4.3. Feladat. Keressiink az alabbi A szimmetrikus métrixokhoz olyan S nemelfajulé matrixot,

amelyre SAST diagonalis.

(a) A= (‘4 _24> € R2X2,

2
8§ -2 =2
b)) A=[-2 1 0| eRrs
-2 0 1
o T § 2X2.
<C)A_<§ 6)623 ;
130
() A= 3 3 1 |ezd?
0 4 4

(~ eredmény: 2.4.3)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az u = (—4,3, —2) vektor v = (1, —2, 1) vektorra vett
meréleges vetiiletét.

Megoldas. Jeloljiik w-vel az u vektor v-re vett merdleges vetiiletét, amely az elméleti jegyzetben
szerepl6 képlet szerint a kovetkezSképpen szadmolhato:

= T ey T B = T 02 = (20,2

1.4.4. Feladat. Hatarozzuk meg az u vektor v vektorra vett merdleges vetiiletét a megadott

v,u € R™ vektorok esetén.

(a) n=2,v=(11,0), u= (4,3);

(b) n=2,v=(10,10), v = (1,7);

(c) n=2,v=(1,-2), u=(-3,2);

(d) n=3,v=1(0,6,0), u=(—4,2,-3);
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(e) n=3,v=(52,—-1), u=(1,-1,3);
(f) n=3,v=(2,3,-1), u=(—4,14,6);
(@) n=4,v=(21,1,1), u=(1,23,0)

(~ eredmény: 2.4.4)

Kidolgozott feladat. Hajtsuk végre a Gram-Schmidt-ortogonalizaciot az u; = (1, —2,1), ug =
(—4, 3, —2) linearisan fiiggetlen R3-beli vektorrendszeren. (Norméljunk is!)

Megoldas. A Gram-Schmidt-ortogonalizaci6é soréan a vy, ve vektorrendszert fogjuk elGéllitani,
egy olyan ortogonalis vektorrendszert, amelyre teljesiil, hogy [u1,ug] = [v1, v2]. ElGszor is v; =
u; = (1,—2,1), a ve vektort pedig ugy kapjuk, hogy az uy vektorbol kivonjuk az ug vektor vi-re
vett mer6leges vetiiletét:

vy = g — (v = (—4,3,-2) - SREETEREAR (1, -2,1) = (-4,3,-2) - (-2)(1, -2, 1)

= (~2,-1,0).

A Gram-Schmidt-ortogonalizacioval a v1 = (1, -2, 1), vy = (=2, —1,0) vektorrendszert kaptuk,
amely ortogonalis vektorrendszer, és ugyanazt a sikot fesziti ki R3-ben, mint az uj, us vektor-
rendszer. Ahhoz, hogy a vektorrendszer normalt legyen, le kell osztanunk a vektorokat a hosszuk-
kal. A vektorok hossza: |[v1|| = /12 4+ (=2)2 + 12 = /6 és ||va|| = /(=2)2 + 12 + 02 = V/5, igy

a megfelel§ ortonormalt vektorrendszer:

) (o)

1.4.5. Feladat. Hajtsuk végre a Gram-Schmidt-ortogonalizaciot a kovetkezd linearisan fiiggetlen
R™beli vektorrendszereken! (Normaljunk is!)

(a) n=2, (4, 4) (0,4);

(b) n:37< ) (_47 1476)7

() n=3, (1,0, 0),(2,3,0), (1,6,1);

(d) n=3, (1,6,1),(1,0,0),(2,3,0);

(e) n=3,(1,0,-1),(0,2,0),(0,4,1);

(f) n=4,(1,1,-1,1),(0,3,0,1),(0,-3,0,7)

(~ eredmény: 2.4.5)

Kidolgozott feladat. Legyen a ¢ : R? — R? szimmetrikus linearis transzformacié métrixa a
standard béazisban

3 3 0
A=|3 -5 0
0 0 4

Hatarozzuk meg az R? egy ¢ sajatvektoraibol 4ll6 ortonormalt bazisat.

Megoldas. El6szor meghatarozzuk ¢ sajatértékeit. Az |A— AE| determinanst az utolsé oszlopa
szerint kifejtve kapjuk, hogy a karakterisztikus polinom:
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3—A 3 0
|[A—-AE|=| 3 —5—A 0 |=Ad-N[B=XN(-5-A)—=-3-3]=4d—-NA—-4)(A+6).
0 0 4— )\
A karakterisztikus polinom valos gyokei, azaz a ¢ sajatértékei a Ay = 4 és a Ao = —6 skalarok.

Meghatérozzuk a A\; = 4 sajatértékhez tartozo sajatalteret. Az (A — A\ E)Tz” = 07 homogén
linearis egyenletrendszer megoldésai alkotjak a A\; = 4-hez tartozoé sajatalteret. Azaz az A métrix
f6atlojabol kivonjuk a Ai-et, és transzponaljuk, igy kapjuk a homogén linearis egyenletrendszer
egylitthatomatrixat, amit 1épcsés alakra hozunk:

3-4 3 0 -1 3 0 -1 3 0
A-ME)Y'= 3 —5-4 0 |=(3 -9 0|]~]0 00
0 0 4-4 0 0 0 0 00

A —x1 + 3z = 0 egyenletbdl, x1 = 3x2, azaz x; kOtott ismeretlen, zo és x3 pedig szabad. A
megoldastér egy bazisat ugy kapjuk, hogy a szabad valtozokba behelyettesitjiik a 0 és 1 értékeket
gy, hogy mindig egy szabad valtozo kapjon 1 értéket. Az igy kapott (3, 1,0) és (0,0, 1) vektorok
alkotjak a A\ = 4-hez tartozé sajataltér egy bazisat.

A Ay = —6-hoz tartozo sajataltér hasonloképpen szamithato, egy bazisa az (1, —3,0) vektor.

A (3,1,0), (0,0,1), (1,—-3,0) vektorrendszer a ¢ linearis transzformécié sajatvektoraibol &llo
bazist alkot R3-ben, és ez a vektorrendszer ortogonalis is. (Ha a vektorrendszer nem lenne orto-

gonalis, Gram-Schmidt ortogonalizacioval kellene atalakitani.) Ahhoz, hogy ortonormalt bazist

alkosson a vektorok hosszéaval kell leosztani, igy kapjuk a (\/il—o, \/%—0, 0), (0,0,1), <¢%—0, _J%’ 0)

ortonormélt bazist, mely a ¢ linearis transzformacié sajatvektoraibol all.

1.4.6. Feladat. Legyen a ¢: R® — R? linearis transzformécié matrixa a standard béazisban A.
Adjunk meg az R? euklideszi térnek egy, a ¢ sajatvektoraibol allo ortonormalt bazisat.

2 10
(a) A= 12 0 |;
00 1
120
by A= 21 0
00 3

(~ eredmény: 2.4.6)
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1.5. Polinomok

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az f = 22* + 222 + o + 1, g = 223 + 222 + 2z € Z3[z]
polinomok legnagyobb koézos osztojat euklideszi algoritmus segitségével a Zs|x] polinomgytird-
ben.
Megoldas. Az euklideszi algoritmus els6 1épéseként f-et elosztjuk maradékosan g-vel, majd
mindig az utolsé osztot osztjuk az utolsé maradékkal addig, amig 0 maradékot nem kapunk.
(2z* + 222 + 2+ 1) : 2234222 +22) = 42
2z* + 228 + 222
a1
3+ 22+
222 +1
(223 + 222 + 2x) : 22241 = z+1
223 +
ek w
222 +1
T+ 2
@222 +7)  (x+2) = 20+2
222 + x
2z 41
2z +1
0
A legnagyobb kozos oszt6é az utolsé nemnulla maradék, azaz Inko(f, g) ~ z + 2.

1.5.1. Feladat. Hatarozzuk meg az f és a g polinomok legnagyobb ko6zos osztéjat euklideszi
algoritmus segitségével a megadott polinomgytirikben.

(a) f=22"—323 - 222+ 20— 1, g=22° —2? — 4o — 1, Qlx];

(b) f=—a* — 423 + 342® + 762 — 105, g = 2* + 62% — 622 + 62 — 7, Qlx];
(c) f=a%—1, g=2a8 -1, Zylz];

(d) f=4a* +223+ 22 +2+2, g=22"+32>+1, Zs[z].

(~ eredmény: 2.5.1)

Kidolgozott feladat. Adjuk meg az f = x*—2x3+22—8x—12 és g = 23— Tx>+Tx+15 racionalis
egyiitthatos polinomok k6zos gyokeit, majd ennek felhasznaldsaval f és g Osszes gyokét.
Megoldas. Egy szam akkor és csak akkor kozos gyoke két polinomnak, ha gyoke a polinomok
legnagyobb kozos osztojanak. Tehat eldszor meghatarozzuk Inko(f, g)-t, az eléz6 feladathoz
hasonléan.
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(z — 223 + 22 — 8z — 12) : (22 -T2+ Tz +15) = z+5
xt — 73 + 722 + 15z
523 — 62 — 23z — 12
S = S Ak T - T
2922 — 58z — 87

Ha tgy egyszeritibb szamunkra a szamolés, minden osztasnal megengedett, hogy az azt megel6z8
maradék helyett annak tetszéleges asszocialtjaval (azaz ebben a feladatban barmely racionélis
szémszorosaval) osszunk. Itt (2922 — 58z — 87) - 55 = x? — 2z — 3, vagyis 2922 — 58z — 87 ~
22 — 2z — 3, ugyhogy a kovetkezs osztésban szamolhatunk z? — 2z — 3-mal:

(23 =722+ 72 4+15) : (22 —-20-3) = z-5
z3 — 222 — 3z

— 522+ 10z + 15
—522 + 10z + 15

0

Azt kaptuk, hogy Inko(f, g) ~ 2%2—2x—3, igy a kozds gyokok meghatéarozésahoz az #2—2z—3 = 0
egyenletet kell megoldanunk. Ennek a megoldasai, azaz f és g kdzos gyokei: 1 = —1 és xo = 3.
A tovabbi gyokok meghatirozasahoz szorzatta tudjuk alakitani f-et és g-t a legnagyobb kdzos
osztojuk segitségével. A g polinommal egyszertibb a dolgunk, hiszen az euklideszi algoritmus
utolsé osztasa az volt, hogy g = (2% — 2z — 3)(x — 5) + 0. Igy:

22— T +7x+15=0

(22— 22 —3)(z—5)=0
22 -2z —-3=0 vagy z—5=0
.2131:—1, .TU2:3 1‘3:5
Tehat g gyokei: 1 = —1, 9 = 3 és x3 = 5.
Az f polinom szorzatté alakitdsdhoz még egy osztast el kell végezniink:

(et -2234+22-82-12) : (2®-22-3) = z*+4
xt — 223 — 322
4z% — 8z — 12
472 — 8z — 12
0

Ez alapjan:
gt —22% + 2% — 82 -12=0
(22 — 22 —3)(z2+4) =0

22 -2z —-3=0 vagy z24+4=0
Ty =-1, x9=3 x2=—4
nincs megoldésa

Azt kaptuk, hogy f-nek két racionalis gyoke van: z1 = —1 és x9 = 3.
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1.5.2. Feladat. Hatarozzuk meg az f = 2% + 223 — 72> — 8z + 12 ésa g = ot + 23 — 2% — 40 — 12
racionalis egyiitthatos polinomok kozos gyokeit, majd ennek felhasznélasaval f és g Osszes gyokét.

(~» eredmény: 2.5.2)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg azokat az u, v € Zs[x] polinomokat, amelyek megoldésai
a kovetkez6 Zsg[x]-beli diofantoszi egyenletnek.

'+ 2 u+ (@' + 2P +r+ D=2 +2

Megoldas. Jeloljiik 2* +x2-t a-val és 2* +23+2+1-t b-vel. Kiszamoljuk Inko(a, b)-t az euklideszi
algoritmus alkalmazaséaval.

(z* + 2?) (@t +a+1) = 1
3 +r+1
B4+ r+1

(z*4+ 23 +z+1) : @B+22+z+1) = =z
o
2?2 +1

(2 R (2 N |
3+
22 +1
22 +1
0

A polinomosztasokat a kovetkezd egyenletekkel irhatjuk le:

1. a=b-1+ (2 +22+z+1)
2. b=@3+224+z+Dz+ (22 +1)
3. ’4+22+z+1=(2*+T)(z+1)+0

Azt kaptuk, hogy Inko(a, b) ~ 22 +1. Most x? + 1-et kifejezziik 22 + 1 = ac+ bd alakban. Ehhez
az euklideszi algoritmus minden osztésanal kifejezziik a maradékot, és az igy kapott kifejezést
behelyettesitjiik a kovetkez6 egyenletbe, mig az utols6 nemnulla maradékos osztasbol kijon a
kivant ac + bd alak:

1. B34+224+z+1=a+b
2. 22+1=b+ (23 +2°+z+TDax=>b+ (a+b)z =ax+b(zx+1)

Az utolso egyenletet atrendezve, a kapott Osszefiiggés mar majdnem ugyantugy néz ki, mint az
eredeti egyenlet, amit meg akarunk oldani:

ax +bx+1)=22+1

(e + 2Dz + @+ 42+ D +D) =22 +1
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Annyi a kiilonbség, hogy az egyenlet jobb oldaldn més polinom all. Most deriil ki, hogy az eredeti
egyenletnek van-e egyaltalan megoldéasa: ha az eddigi szadmolédsunkkal megkapott egyenletet meg
tudjuk szorozni egy polinommal gy, hogy ennek a jobb oldalan is z3 + x szerepeljen, akkor van
megoldas (méghozza végtelen sok), ha nem lehet igy szorozni, akkor nincs megoldas. Latjuk,
hogy most lehetséges az ilyen atalakitas, szorozzuk meg az egyenletet z-szel.

(' + 2+ (3 2+ D@2 +2) =23+ 2

Es az igy kapott Osszefiiggésbdl konnyedén leolvashatjuk az eredeti egyenlet egy megoldasat:
up = 2, vg = 2% + x. Ebbdl az 6sszes megoldast a tanult képlettel tudjuk lefrni:

x4+x2

4 3 T
I i = -t, ahol ¢ € Zofa].

t, v=o?+z+

U=

2 +1 z? +
Ko6nnyen latszik, hogy ;i;f; =122, az %ﬁrg polinomot pedig egy polinomosztas segitségével
kapjuk meg:
(@ P+ r+T) (z2+1) = z22+z+1
zt + 22
_ 3+ 4+ +1
4z
2 +1
z2+1

Tehét az egyenlet megoldésai:

u=z’+ (> +x+1)t, v=2>+z+2%, aholtc Zz].

1.5.3. Feladat. Oldjuk meg az u,v ismeretlen polinomokra az aldbbi egyenleteket a megadott
polinomgytirtiben.

) (2% =2z = 3)u+ (22 4+ 22 — 15)v = 2 — 3z, R[z];

) (@ 4+t + 2+ Du+ (2t + Dv =22 +1, Zslal;

() (*+2¥+x+Du+ (¥ +222 +2z + v =2a’+2, Zslz|;
) (@ +r+2u+ (2 + 222 +2x + v =2+ 22 +2, Zs[z].

(~» eredmény: 2.5.3)
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Kidolgozott feladat. Hatérozzuk meg, hogy hanyszoros gyoke az
f=232" —18z* + 352 — 182% — 122 + 8

polinomnak a 2 szam az R[z]| polinomgytirtiben, majd ennek segitségével alakitsuk szorzatta az
f polinomot.
Megoldas. A Horner-modszert alkalmazzuk (az els§ sorban még részleteztiik a szamolast):

3 —18 35 —18 -12 | 8 \
2:3-18=2-(-12)+35=|2-11-18=[2-4—12=[2-(—4)+8=
2 || 3 —12 11 4 —4 0
23 —6 -1 2 0
23 0 —1 0
23 6 11

Héarom sor végén kaptunk 0-t, tehat 2 haromszoros gyoke f-nek. Ezek szerint f-bél kiemelhetjiik
az (x—2)3 polinomot, ami utan egy masodfoki tényezé marad, aminek az egyiitthato6it az utolsd
0-ra végz6ds sorbol tudjuk leolvasni (3, 0, —1):

f=(x—-2)3322-1).

1.5.4. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy hanyszoros gyoke az f polinomnak a ¢ szam a megadott
polinomgytrtiben, majd ennek segitségével alakitsuk szorzatta az f polinomot.

=25 — 6zt + 1123 — 1122 + 122 +9, ¢=3, Qlx];

) f=x

) f=a°—8x'+ 1623 + 182% — 8lx + 54, c¢=3, Rlx];
(¢) f=a%—3iz* — 5%+ Tix? + 62 — 2i, c=1i, Clz];

) f=a

(~ eredmény: 2.5.4)

Kidolgozott feladat. Adjuk meg az f = 2* — 4 polinom komplex gyokeit, és irreducibilis
felbontasat a C, R és QQ testek felett.
Megoldas.

gt —4=0

o= A

A 4 komplex szam negyedik gyokeit egyszertien meghatérozhatjuk, ha ismeriink egyet a negyedik
gyokei koziil, és azt megszorozzuk a negyedik egységgyokokkel. Az egyik negyedik gyoke v/2
természetesen, a negyedik egységgyokok pedig: 1,4, —1, —i. Igy f komplex gyokei: 1 = v/2,
To = \/51', T3 = —V/2 és B = —/2i.
Maésképp, 4 negyedik gyokeit tgy is kiszdmolhatjuk, hogy alkalmazzuk a tanult képletet a
4(cos 0+ isin0) trigonometrikus alakjara:
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0 0
= ﬂ(cosﬁz‘si%) = V2(cos 0+ isin0) = V2(1 +i-0) = V2,

0+2 0+2
$2:€/Z<COS Zﬂ+isin —Zﬂ):\/ﬁ(cosgjtising):\@(O—I—i-l):ﬁi,

04+2-2 04+2-2
x3=m<cos+4 7T+z'sin+47T>:ﬂ(cosw—i—isinw):\/i(—l-i-i-o)Z—ﬁ,

4 2
Barmelyik modszert is alkalmaztuk, azt kapjuk, hogy f irreducibilis felbontéasa C felett:

-2 -2
zy = V4 <COS (Hi))% + isin O+3W> =2 <COS 3% + isin 37r> = V2(0+i-(—1)) = —/2i.

Az R feletti irreducibilis felbontast tigy kapjuk meg a C felettibsl, hogy dsszeszorozzuk azokat a
tényezdket, amelyekben a gyokok egymas konjugéltjai. Esetiinkben ez egyszertien annyit jelent,
hogy az & — \/2i és = + \/2i tényezdket szorozzuk ossze: (x — v/2i)(x + V/2i) = 22 + 2.

Tehat f irreducibilis felbontasa R felett: (x — v/2)(z + v/2)(2? + 2).

Ahhoz, hogy minden egyiitthaté racionalis legyen, az 2 — /2 és x + /2 tényezdket is Gssze kell
szorozni: (z — v2)(z + V2) = 22 — 2.

Igy f irreducibilis felbontasa Q felett: (22 — 2)(z? + 2).

1.5.5. Feladat. Adjuk meg a kovetkezs polinomok komplex gyokeit.

z* + 16;

3 —8;

z* — i

2% — 64;

3 + 8i;

zt + 1+ /3.

o0 T o
S N e N N

¢]

—~ o~ — N/

(~ eredmény: 2.5.5)

1.5.6. Feladat. Adjuk meg a kovetkezd polinomok irreducibilis felbontasat a Q,R és C testek
felett.

(a) 2° + a® — 6x;
(b) 23 —8;

(c) a®+ 8%

(d) z* — 25;

(e) 25 —27;

(f) 25 — 221 — 822

(~ eredmény: 2.5.6)
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Kidolgozott feladat. Adjuk meg az f = 2° — 42* + 223 + 1422 — 23z + 10 polinom racionalis
gyokeit, és irreducibilis felbontésat a Q, R és C testek felett.

Megoldas. Otod- vagy magasabb foku egyenletnek nem létezik megoldoképlete, de a racio-
nalis gyokokre sziikséges feltételt ad a Rolle-tétel (racionalis gyokteszt). Ezt alkalmazva: ha a
%’ racionélis szam gyoke f-nek, akkor p | 10 és ¢ | 1. Tehat p lehetséges értékei £1,+2, +5, £10,
q lehetséges értékei +1, és igy f lehetséges racionélis gyokei +1, +2, 45, +10. Ezeket a szdmokat
kell behelyettesiteni f-be, hogy eldontsiik, valéban gyokok-e.

Konnyen észrevehetjiik, hogy f(1) = 0, tehat maris talaltunk egy gyokot. Mi most szeretnénk
rogton megnézni azt is, hogy vajon 1 tobbszords gyok-e, ezért a Horner-moddszert alkalmazzuk:

1| —4] 2 |14]|—23]10]
1[[1]-3]-1[13][-10] O
1[[1][-2]-3]10] 0
1[1[-1]-4]6

Azt kaptuk, hogy 1 kétszeres gyok. A tobbi lehetséges gycknél elég az (z —1)? tényezd kiemelése
utani polinomot vizsgélni:

11 -21-3|10
110300110
2 11l g [ 314
—211| -4 5|0

Talaltunk még egy gyokot: —2-6t. Folytathatjuk akar annak a vizsgalataval, hogy —2 t6bbszoros
gyok-e, vagy a tovabbi négy lehetséges gyok ellenérzésével. Viszont, ha most f-bdl kiemeljiik
(x — 1)%(z + 2)-6t, akkor mar csak az x? — 42 + 5 masodfoki polinom marad, és masodfokut
polinom gyokeit mar konnyen meg tudjuk mondani.

4+/16-20 4++/-4 4+2

2 22
Tehat azt kaptuk, hogy f-nek nincs tobb racionalis gyoke (s6t tobb valos gydke sincs).
Igy f irreducibilis felbontasa Q és egyben R felett is: (z — 1)%(z + 2)(2? — 4z + 5).
Irreducibilis felbontasa C felett: (x — 1)%(z + 2)(z — 2 — i) (z — 2 + ).

=2+

T12 =

1.5.7. Feladat. Hatérozzuk meg az alabbi f € Q[z] polinomok racionalis gyokeit és irreducibilis
felbontasukat Q[z]-ben.

(@) f=a3—a2?—2—2
(b) f=2x%—a* — 223 + 2% — 4o + 2;
(c) f =4z + 62+ 22% — 8z — 4.

(~ eredmény: 2.5.7)
1.5.8. Feladat. Igazoljuk, hogy az alabbi f € Q|x] polinomok irreducibilisek.

(a) f=22'—32™ 4 69z — 12;
(b) f=41z™ — 3020 + 202%° — 10;
(c) f=bz"+22r — 11.

(~ eredmény: 2.5.8)
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VEGES TESTEK

1.6. Véges testek

Kidolgozott feladat. Bizonyitsuk, hogy a Zs test feletti f = 23 + 22 + 22 + 1 polinom
esetén Zs[z|/(f) testet alkot. Hatarozzuk meg az igy kapott test elemszamat, karakterisztikajat,
primtestét.

Megoldas. T test és T[xz] feletti f polinom esetén T[z]/(f) pontosan akkor alkot testet, ha f
irreducibilis T'[z]-ben. Most T = Z3 és f = x> + x? + 2z 4 1. Mivel f harmadfok, igy pontosan
akkor irreducibilis, ha nincs gyoke. Miutan f(0) = 1, f(1) = 2 és f(2) = 2, igy f-nek nincs
gyoke, tehat f irreducibilis és igy Zs[z]/(f) test.

Mivel f harmadfoki, minden modulo f maradékosztalynak van ax?+bz+c alaki reprezentansa,
ahol a,b,c € {0,1,2} (és minden ilyen alakii reprezentdns meg is jelenik elemként). Igy Gsszesen
33 = 27 eleme van a Zs[z]/(f) testnek (hiszen a,b, c mindegyike 3-féle lehet).

A Zs[x]/(f) test karakterisztikaja 3, hiszen Zs[z]/(f)-ben 1 =1,1+1=2,éscsak 1+1+1=0.
A Zslz]/(f) test primteste Zg, mert a {0,1} &ltal generalt test (azaz Zs[x]/(f) legsziikebb
részteste) Zs.

35

1.6.1. Feladat. Dontsiik el, hogy a megadott T test, és ezen test feletti f polinom esetén T'[z]|/(f)
testet alkot-e. Ha igen, hatérozzuk meg az igy kapott test elemszamat, karakterisztikidjat, primtes-

tét.

0 f=2F+ 2+ 1
27f:$2+1;
3,f:l’2+1;
f=x3+22%+2;
5, f=a3+22+1,;
2 [=at+a2’ + 1
o, f=at+ 2%+ 1.

(~ eredmény: 2.6.1)

Kidolgozott feladat. Adjuk meg a Zs[z]/(z® + 2 + 2z + 1) test alabbi elemét:
<x2+2x+2+x2+2> cx? 42z + 1.

Megoldas. Legyen f = x3 + 2% + 2z 4 1. Maradékosztalyok sszeadasanal — mint ahogy kife-
jezések esetén altalaban — a megegyez6 hatvanykitevss tagokat vonjuk Ossze, és figyeliink arra,
hogy Z3 felett vagyunk:

22420 +2+4+224+2=2224+2x+4 =222+ 2x+ 1.

Tehat a kovetkezot kell kiszamolnunk: 222 + 2x + 1 - 22 + 2x + 1.
Maradékosztalyok szorzasdnal — mint ahogy kifejezések esetén altalaban — minden tagot minden
taggal szorzunk, majd Osszevonunk (és persze figyeliink arra, hogy Zs felett vagyunk):

2024+ 20+ 122+ 20+ 1 =222 224222 224222142222+ 22 - 20+ 22- 1+ 1-224+1-22+1-1

=204 + 623 + T2 +4dx+1 =224+ 22+ 2+ 1.
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Azt latjuk, hogy a kapott polinom magasabb fokt, mint f, amely szerinti maradékosztalyokat
tekintiink. Ahogy kordbban is, itt is a lehetd ,legkisebb” reprezentanst szeretnénk megkapni
(mint ahogy pl. Zs-ben is a 14 helyett 4-el szdmolunk), ezért meg kell nézziik 224 + 22 + z + 1
milyen maradékot ad f-el osztva. Ezt egy (Zs feletti) polinomosztas segitségével kaphatjuk meg.

(2z* + 22 +z+1) (@3 +2?+22+1) = 2241
224 + 223 + 22 + 22
22+ 2z+1
3+ 2?2z +1
212

Tehat (x2+2a:+2+x2+2) 224 20+ 1 = 222

Kidolgozott feladat. Adjuk meg a Zsz[z]/(x® + 2 + 2z + 1) test 22 + 1 elemét.
Megoldas. Legyen f = 2% + 22 + 22 + 1. Azon u polinomot (pontosabban maradékosztalyt)
keressiik, melynek az x2 + 1 maradékosztallyal vett szorzata 1. Miutan f = 0, a kovetkezd
diofantoszi egyenletet irhatjuk fel: (z2+1)-u+ f-v = 1. Ennek megoldasat az Inko(z% + 1, f) =
Inko(z? + 1,23 + 2% + 22 + 1) szamolasaval kezdjiik.

(z2+1) : () = =

_ (@3 4+224+22+1) : (224+1) = z+1 z
B+ 1
g7 A= gp e 1l
241 @) =
N x
0
Tehat Inko(x? + 1,23 + 22 +2x + 1) = 1. Ekkor a polinomosztésok segitségével ki tudjuk fejezni
az Inko-t:

= (T z2 x
{xzil;r_l);.(;)izj }1=(x2+1)x-(x):(x2+1)(f(:c+1)(x2+1))(x):

@+ 1) (@ +z+1) - f(a).
Ezek szerint egy partikularis megoldasa a diofantoszi egyenletnek: ug = 2?4+ x+1 ésvg = —x =
—1
2x. Tehat azt kaptuk, hogy u =22 +1 =22+ 2+ 1.
Ellenérzés: (z2+1)- (22 +z+1) =z + 23 + 222 + z + 1, ami f = 23 + 22 + 2z + 1-el leosztva
1-et ad maradékul, ami azt jelenti, hogy 22 +1-22 +x +1=1.

1.6.2. Feladat. Adjuk meg a Zs[z]/(x® 4+ 2 + 2) test alabbi elemeit:

(a) 2+ 2+ 2242z + 1;
(b) 2242z +1-x+2;
(¢) 22 +2x+1-22+2
d) z¥2"

(~ eredmény: 2.6.2)
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1.6.3. Feladat. Végezziik el a miiveleteket a megadott K véges testekben.

K =7Z; 16-10, 371

K =7 17-9, 6

K =Zz)/(z* + 23 +1); 23+x+1-22+1, a3+2a? g
K

K

so)/(@®+ 202 +o+1); 22 +1-22+2, 22+2x+1 ;
sle]/(® +2* + 20 +1); 2?4z +1- 22+ 2, $2—|—£L‘—|—11

I
N

I
N

(~ eredmény: 2.6.3)

Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg a K = Zg[z]/(z? + 2z + 2) testben az a = 2z + 1 elem
(multiplikativ) rendjét. Dontsiik el, hogy primitiv-e az adott elem a K testben.
Megoldas. Tudjuk, hogy tetszSleges m-elemii K test o eleme esetén o(a) | m — 1. Mivel a
K = Z3[z]/{x® + 22 + 2) testnek m = 32 = 9 eleme van, ez azt jelenti, hogy o(a) | 9 — 1 = 8.
Ezek szerint a rendje csak az 1,2, 4, 8 szamok egyike lehet. Most megnézziik o hanyadik hatvanya
1.
al=2x+1

22241 =20 +1-20+1=4224+4x+1 = 22 + x + 1, melynek egy kisebb fokii repre-
zentansa 2x + 2 # 1;
a3-t nem kell kiszamolnunk, hiszen a fentiek szerint o rendje nem lehet 3;
at=(a?)? =22+ 2 =9 1220+ 2 =422 + 8z + 4 = 22 + 27 + 1, melynek egy kisebb foka
reprezentansa 2 # 1.
Megint csak a fentiek szerint 5, 6,7 kozil egyik sem lehet a rendje. Tovabbé, mivel az 1,2,4,8
szamok koziil se az 1, se a 2, se a 4 nem az « rendje, csak a 8 lehet az. Valoban, o = (a*)? =
2°=2.2=1=T. Tehat o(a) = 8.
Mivel o(a) = |[K| — 1 =m — 1, igy « primitiv elem.

1.6.4. Feladat. Hatarozzuk meg a K testben az « elem (multiplikativ) rendjét. Dontsiik el, hogy
primitiv-e az adott elem a K testben.

(a) K =2Z5, a =2;
(b) K:Z7,0z 4
(¢) K="2Zola]/(a*+2+1), a=z+1,
(@) K = Zofa] /(s + 2 +1), 0= 27T 1;
() K =Zslz]/(x* + 22 +2), a=z+1;
(f) K =Zs[x]/{(z? +2+2), a =2+ 1.

(~ eredmény: 2.6.4)
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Kidolgozott feladat. Hatarozzuk meg az x + 1 € Zz[z]/(z* +x + 1) elem minimalpolinomjat.
Megoldas. Legyen f = o' 4+ x4+ 1 és a = x + 1. Keressiik azt a Zs feletti legkisebb fokszamu
g fépolinomot, melyre g(a) = 0. Elkezdjiik a-t hatvanyozgatni, egészen addig, amig el6 nem
tudjuk allitani a hatvanyok segitségével a 0-t, amelybdl leolvashaté a minimalpolinom. Az egyes
hatvanyokat ,lekodoljuk” egy ax3 + bx? + cx + d elemhez a dcba € Zj vektort rendeljiik, és
ezen vektorok segitségével keressiik a miniméalpolinomot. A cél a 0 = 0000 elséllitédsa a kapott
vektorokbol Z, feletti nemtrivilis linearis kombinéci6 segitségével. Azaz linearisan fiiggs vek-
torrendszert szeretnénk o hatvanyaibdl elGalllitani. A 0-dik hatvanyt is figyelembe vessziik.

a’ =1 = 1000; ebbdl 6Snmagaban még nem tudjuk kihozni a 0000-t nemtrivialis linearis kombi-
nacio segitségével, igy tovabb szamolunk;

a' = z+1 = 1100; ebbdl és az el6z6bdl egyiitt még nem &ll el a 0000 nemtrivialis lineéris
kombinaci6 segitségével, igy tovabb szdmolunk;

=211 =22+22+1=2a2+1 = 1010; ebbdl és az el6z6ekbdl egyiitt még nem tudjuk
kihozni a 0000-t nemtrivialis linearis kombinaci6 segitségével, azaz az o, o, a? vektorrendszer
linearisan fiiggetlen, igy tovabb szamolunk;

0 =7F1° =23+322432+1 =3 +a2+x+1 = 1111; ebbél és az el6zekbél egyiitt
még nem tudjuk elfallitani a 0000-t nemtrivialis linearis kombinécié segitségével, igy tovabb

szamolunk;

0t =T+ 1 =2 1423 + 622+ Az + 1 = 24 + 1, ennek egy reprezenténsa T, ami atirva 0100.

Mostmar el6 tudjuk allitani a 0000 vektort, a kovetkezSképpen:

1-1000+1-1100+0-1010+40-1111 + 1 - 0100 = 0000.

Tehat Osszességében a 0000 (azaz 0) el6all tgy, hogy 1-szer vessziik al-t, 1-szer al-t, 0-szor
a?-t, O-szor a3-t és 1-szer o®-t. Tehat 1-a®+1-a' +0-a24+0-a®+1-0* =T+ al +a*=0.
Ebbél azonnal adédik a minimalpolinom: g = (1 + 2! + 2* =) 2% + x + 1, hiszen g(a) = 0, és
ez a legkisebb fokszamu f6polinom ezzel a tulajdonsaggal.

Felmeriilhet a kérdés, hogy altalaban o hatvanyozasat meddig kell folytatni, van-e valami korlat,
amikor mér biztosan linearisan fiiggé az o hatvanyokbdl all6 vektorrendszer. A mi esetiinkben
Z3-ben, egy 4-dimenziés vektortérben minden legaldbb 5-elemti vektorrendszer linedrisan fiig-
g6. Mivel o* kiszamolasaval mar 5 vektort kaptunk (hiszen a’-t6l indultunk), a vektorrendszer
mindenképp linearisan fiiggd, ami azt jelenti, hogy a 0 biztosan elGallithato ezen a-hatvanyok
nemtrivialis linearis kombinéciojaként. Altalaban tehat a dimenzio, azaz a vektorok komponen-
seinek szama, felsé korlatot ad arra, hogy mekkora kitevsig kell maximum hatvanyoznunk.

1.6.5. Feladat. Hatarozzuk meg az o« € K elem minimélpolinomjat.

(a) K =Zs[z]/(z*+22+2), a =2+ 1;
(b) K = Zplz]/(x®* + 22+ 1), a=x+1;
(c) K =Zylz]/(z* + 23+ 1), a =22+ 1.

(~ eredmény: 2.6.5)
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1.7. Ko6dolas

Kidolgozott feladat. Tekintsiik a C' = {11001,01111,00000, 10110} C Z3 kédot. Mennyi a
minimélis tavolsaga? Hany hibajelz6, hany hibajavit6? Mennyi az informaciés rataja? Dontsiik
el, hogy linearis-e.

Megoldas. A C-beli szavak Hamming-tavolsaga:

d(11001,01111) = 3 d(11001,10110) = 4 d(01111,10110) = 3
d(11001,00000) = 3 d(01111,00000) = 4 d(00000,10110) = 3

Tehat C' minimélis tavolsaga: d(C') = 3.

Ez alapjan a C' kéd 3 — 1 = 2-hibajelz6 és L%J = 1-hibajavito.
Informacios ratéja: logTQ4 =
Nézziik, hogy C' zéart-e az Gsszeadésra:

[S3{]\)

11001 + 01111 = 10110 € C 11001 + 10110 = 01111 € C 01111 4+ 10110 = 11001 € C
11001 + 00000 = 11001 € C 01111 + 00000 = 01111 € C 00000 + 10110 = 10110 € C

Azt latjuk, hogy barmely két C-beli sz6 6sszege is C-beli, tehat a kod zart az Osszeadasra. Azt,
hogy C' zart-e a skalarral valo szorzasra, nagyon egyszerd leellendrizni Zo feletti kod esetén,
hiszen csak két skalarunk van. Az 1-gyel valo szorzéssal ugyanazokat a szavakat kapjuk, a 0-val
valo szorzéssal pedig 00000-t, ami eleme C-nek. (Azaz a skalarral valo szorzasnal most csak azt
kellett ellendrizni, hogy a nullvektor eleme a halmaznak.) Tehat a C' kod linearis.

1.7.1. Feladat. Hatérozzuk meg a C' C K™ blokk-kéd minimalis tavolsagat, tovabba azt, hogy
hany hibajelzg, illetve hibajavit6. Dontsiik el, hogy a C' kod linearis-e.

(a) C ={000,011,101,110} C Z3;

(b) C = {0102, 1010,0021, 2200} C Z3;

(c) C = {0000,0101,1100,1001} C Z3.

(~ eredmény: 2.7.1)

Kidolgozott feladat. Igazoljuk, hogy
C = {0000,0112,0110,0220, 0111, 0001, 0002, 0222, 0221} C Z1

linearis kod. Adjunk meg egy C-vel ekvivalens D szisztematikus lineéris kodot. Adjuk meg D
generator- és ellen6rz6 matrixat.

Megoldas. Eszrevehetjiik, hogy minden C-beli sz6 elsé szimboluma 0, a masodik szimbolum
megegyezik a harmadikkal, és a negyedik helyen minden lehetséges szimbélum szerepel. Ponto-
sabban: C = {abed € Z3 | a = 0,b = c}.

Tgy ha u = ujugusug, v = v1v9v3v4 € C, akkor u + v = x1xox324-re & kivetkezdk teljesiilnek:
1 =up+us =0+0=0¢&s 20 = up +v2 = ug + v3 = x3. Azaz u + v is rendelkezik a C-t
definial6 tulajdonsagokkal, tehéat eleme C-nek. Ezzel belattuk, hogy C zart az Osszeadéasra. Ha
u = ujuguguyg € C és k € Zs, akkor ku = xiz9x3xy-re teljesil, hogy x1 = k-u; = k-0 =0,
To = k-us = k-ug = x3. Tehat ku benne van C-ben tetszéleges k € Zs és u € C esetén, C zart
a skalarral val6 szorzasra. Igazoltuk, hogy C linearis kod.
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Tudjuk, hogy a K alaptest feletti C' linedris kéd dimenzioja log k| |C|, tehat ez a kod logs 9 = 2
dimenzioés, a generdtormatrixai 2 sorb6l allnak. Ahhoz, hogy a C-vel ekvivalens D kod szisz-
tematikus legyen, D generatormatrixdnak G = (E9H) alakunak kell lennie, azaz a 2 X 2-es
egységmatrixszal kell kezd6dnie. Vagyis D-nek olyan bézisat kell megadni, ahol az els§ bazis-
vektor 10-val kezd§dik, a masodik bazisvektor pedig 01-gyel. Ilyen ekvivalens kddot készithetiink
példaul agy, hogy C' minden szavaban felcseréljiik az els6 és utols6é szimbolumot:

D = {0000, 2110, 0110, 0220, 1110, 1000, 2000, 2220, 1220}.

Az 1000,0110 vektorok linearisan fliggetlenek ebben a 2 dimenziés vektortérben, tehat D egy
bazisat alkotjak. Igy D egy generatorméatrixa:

1 0 00
G = (0 11 0)'
Latjuk, hogy D valéban szisztematikus kod.
A tanultak alapjan képezziik ebbdl a G generatormatrixbol D egy P ellendrzématrixat: az

egységmatrixot koveté H részmatrixot szorozzuk —1-gyel, azaz —1 = 2-vel Zs-ban, ez lesz P
els6 két sora. Ez alatt a 2 x 2-es egységmatrix alkotja P harmadik és negyedik sorat.

O = N O
— O O O

1.7.2. Feladat. Igazoljuk, hogy C' lineéris kod. Hatarozzuk meg C' informécios ratajat. Adjunk
meg egy C-vel ekvivalens D szisztematikus lineéaris kodot. Adjuk meg D generator- és ellenérzé
matrixat is.

(a) C = {0000,0011,1101,1110} C Z;
(b) C = {00000, 11110, 11011,00101} C Z3;
(c) C ={0000,1201,2110,2102, 1220,0011, 2121, 1212, 0022} C Z2.

(~ eredmény: 2.7.2)

1 1 1
Kidolgozott feladat. A G = 0 (1] 0 (2) 1 métrix egy Zs feletti szisztematikus lineéris
kod generdtormétrixa. Dontsiik el, hogy v = 22202 kédszoé-e, és ha nem, akkor adjuk meg a

v-hez legkozelebbi kodszot.
Megoldas. A korabbiakhoz hasonléan elkészitjik a kod egy ellenSrzématrixat:

e

Il
cCo~ oM
o~ oro
— O O NN
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Kiszamoljuk a vP szorzatot:

2 0 2
01 2
100
010
001
(22202 (021)

Az eredmény nem 000, tehat v ¢ C.

A wv-hez legkozelebbi kodszo keresésénél is ennek a szorzasnak a segitségével tudjuk kitaldlni,
melyik szimboélumokon kell valtoztatni v-ben. Azt kell megmondanunk, hogy 021, a hiba, amit
a szorzas eredményeként kaptunk, hogyan &ll el6 P lehets legkevesebb soranak linearis kombi-
naciojaként. Latjuk, hogy 021 megegyezik P mésodik soranak a 2-szeresével. Ezzel azt talaltuk
ki, hogy a 02000 széval szorozva P-t ugyantugy 021 lesz az eredmény. Valéban:

2 0 2
01 2
100
010
001
02000 (02 1)

Most méar csak le kell vonni v-bél 02000-t (azaz valtoztatni kell a masodik szimboélumon v-ben),
és igy megkapjuk a v-hez legkozelebbi kodszot:

22202 — 02000 = 20202

1.7.3. Feladat. G egy szisztematikus lineéris kod generatorméatrixa. Dontsiik el, hogy v kodszo-e,
ha nem, akkor adjuk meg a v-hez legkozelebbi kodszot.

G:((l] (1) 1 ? é)ezgxf’, v=11111;

G:(é ? g ; (2) é)ezgw, v=211112;
100201

G=(0 100 1 2| €z v=202010.
001101

(~» eredmény: 2.7.3)
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Kidolgozott feladat. Adjuk meg a Zs feletti 6-hossztt Hamming-kod egy ellenérzéméatrixat és
egy generatormatrixat.
Megoldas. Irjuk le a Hamming-kod hossza és az alaptest kozotti osszefiiggést:

51

6
5—1

Tehat ennek a kdodnak az ellenérzématrixa egy olyan 6 x 2-es matrix, melynek sorai paronként
linearisan fliggetlenek. Ilyen méatrixot tudunk kapni tgy, hogy felsoroljuk Z% 0sszes olyan vek-
torat, melynek els6 nemnulla komponense 1. Az 10 és 01 vektorokat a felsorolas végére hagyjuk
(vagyis az ellendrzéméatrix utolso soraiba), mert a P ellenérzéméatrixbol akkor tudjuk egyszerti-
en elkésziteni a G generatormatrixot, ha P alsé sorai az egységmatrixot alkotjak:

O =
— O W N

Most alkalmazzuk a szokasos Osszefiiggést, csak a forditott iranyban, mint a korabbi feladatok-
ban. Tehat vegyiik az egységméatrix f6lotti H részméatrix —1-szeresét (figyeljiink arra, hogy a
Zs test felett vagyunk):

S~

Il
= = =

|

w

I
SO NG
N W

=W N =

Ez a —H matrix keriil a generdtormatrix utolsé oszlopaiba, az elsé oszlopokbdl allo részmétrix
pedig a megfelel6 méreti (azaz itt 4 x 4-es) egységmatrix:

o O O
O O = O
o~ O O
= o o O
=~ = =
— N W

1.7.4. Feladat. Adjuk meg a K test feletti n-hosszt Hamming-kod egy lehetséges P ellenérzé
matrixat, G generdtormatrixat, valamint informacios ratajat.

(a) K =25, n=3;
(b) K =7y, n=5;
(c) K=2Zy, n=T;
(d) K =273, n=4.
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(~ eredmény: 2.7.4)

Kidolgozott feladat. Hiny nemtriviélis Zs feletti 4-hosszu ciklikus lineéris kod 1étezik? Adjunk
meg ezek koziil legalabb harmat a generdtorméatrixukkal.

Megoldas. A C kod akkor és csak akkor nemtrivialis 4-hossza ciklikus lineéris kod Zs felett,
ha a kod g generatorpolinomja valédi osztéja az x* — 1 polinomnak Zs[x]-ben. Tehat meg kell
hataroznunk z* — 1 6sszes valodi osztojat. Ezeket a Zs feletti irreducibilis felbontasaboél tudjuk
leolvasni:

2 —1= (@ - D)@ +1) = (@ - D@+ 1D +1) = (@ +2)(@+ 1)+ 1)

Az utols6 tényezdnek, 22 + 1-nek nincs gyoke Z3 felett (egyszerti behelyettesitésel lathato, hogy
se 0, se 1, se 2 nem gydke), és mivel masododfoku, ezért irreducibilis. Tehat meghataroztuk
2% — 1 irreducibilis felbontasat.

Ebbd6l az Gsszes osztdjdnak a szdma ugyanolyan képlettel szamolhat6é, mint amivel egy egész

szam Osszes pozitiv osztojanak a szama: ha pi'pg® - --- - p* az n egész szam primtényezds
felbontésa, akkor n pozitiv osztéinak a szama (a; + 1)(ag + 1) - -+ - (ar + 1). Ha csak a valodi

osztokra vagyunk kivancsiak, ebbdl 1-et le kell vonjunk, igy azt kapjuk, hogy z* — 1-nek ésszesen
(I+1)(1+1)(1+1)—1 =7 valodi osztoja van. Tehat 7 nemtrivialis Zs feletti 4-hosszu ciklikus
linearis kod létezik.

Példaul:

e g=1x+2. A G generatormatrixnak n — deg(g) = 4 — 1 sora van, az els6 sora g, majd xg
és 12g (lényegében g egyiitthatoit eggyel hatrébb cstsztatjuk, eléjiik 0-kat frunk):

21 00
G=[0 21 0
0 0 21

o g=x2+1:

Q
I
N\
O =
= O

—_
= O
~

eg=(z+1)(@*+1)=23+22+z+1

G=(1 11 1)

1.7.5. Feladat. Hatarozzuk meg az Osszes nemtrivialis K test feletti n-hossza ciklikus linearis

kodot.

(a) K =273, n=3;
(b) K =Z9, n=4.

(~» eredmény: 2.7.5)
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Kidolgozott feladat. Tervezziink Zg feletti 6-hossztu 1-hibajavité BCH-koédot!

Megoldas. Elsé lépésként, mivel 6-hosszt kddot készitiink, kell taldlnunk egy legalabb 6-rendt
a elemet valamilyen Zs[z]|/(f) testben. Ha deg(f) = 1, akkor |Z3[x]/(f)| = 3, tul kicsi elemsza-
mi test. Ha deg(f) = 2, akkor |Z3[z]/(f)| = 32, itt az elemek rendjei 32 — 1 = 8 oszt6i, tehat
egy ilyen testben mar tudunk talélni legalabb 6-rendi elemet. Sz6val f-nek legalabb mésodfokii
Zs3 felett irreducibilis polinomnak kell lennie. Példaul x? 4+ = + 2-nek nincs gyoke Zs felett és
mésodfoki, igy irreducibilis, az f = x? + 2 + 2 valasztas megfeleld.

Vizsgaljuk Zs[z]/(x? + = + 2) elemeinek a rendjét, mondjuk mennyi o = z + 1 rendje?
s+l =z+1

T+l =2+2+1=2

g1l =0 =a2=2

z+1=2"=1

Tehat o = x + 1 jo valasztés, hisz a rendje 8.

Ezutan mivel 1-hibajavité kédot szeretnénk, a kéd minimélis tavolsé%émak 3-nak vagy 4-nek
kell lennie, valasszuk 3-at. Ez esetben ki kell szamoljuk z +1,..., 2+ 1 ! minimalpolinomjait,
azaz T+ 1és T+ 1° minimélpolinomjat.

a = z + 1 minimalpolinomja:

z+1°=T=10

T+l =z+1=11

10 és 11 fliggetlen vektorok, tovabb kell szamolnunk.

T+1° =2z =02

Egy 2 dimenziés vektortér barmely 3 vektora linearisan fliggd, igy 02, 11, 10 is. Ezekbdl méar
el6 lehet &llitani a nullvektort nemtrivialis médon: 00 = 02 4+ 11 +2- 10 = o? + a + 2. Ez azt
jelenti, hogy a minimalpolinomja x? + = + 2.

2=zt 1 minimalpolinomja:

@+1)0=T1=10

(x+1°)' =2z =02

10 és 02 fliggetlen vektorok, tovabb kell szamolnunk.

@+1)2=2=20

Az el6z6hoz hasonléan ez a harom vektor méar fliggd, a nullvektort igy kapjuk meg bel6lik:
00 = 20 + 10 = (a?)? + 1. Azt kaptuk, hogy o minimélpolinomja 2% + 1.

Végezetiil szamoljuk ki a és o? minimélpolinomjainak a legkisebb kozos tobbszorosét, ez a
polinom lesz a ciklikus BCH kédunk generdtorpolinomja. A minimélpolinomok irreducibilis
polinomok, igy Inko(z? + x + 2,22 + 1) = 1. Ebbdl kivetkezik, hogy a kod generatorpolinomja:

g=lkkt(z? +z+ 2,22+ 1) = (@2 + 2z +2)(@®+ 1) =2* + 2 + 2 + 2

Ennek a g generatorpolinomnak megfelels 6-hosszt sz6 a 210110. Igy az alabbi generatormatrix
egy Zsz feletti 6-hosszu 1-hibajavit6 BCH-kédot general:

2 101 10
G‘<021011>
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1.7.6. Feladat. Tervezziink a K test a eleme segitségével n-hosszi t-hibajelz6 BCH-kédot. Adjuk

meg a kod generatormatrixat.

(a) K =Zslx]/{(x®+2+1), a=zx+1, n=6 t=2;
(b) K =Zsz]/{(a*+2+1), a=z+1, n=11, t=3;
() K =Zs[z]/(x*+2*+2), a=T, n=8, t=2.

(~ eredmény: 2.7.6)
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Megoldasok
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2.1. Permutaciok

2.1.1. Feladat. Felbontas paronként idegen ciklusok szorzatéra:

(a) @ = (17)(243)(56);
(b) 8= (26354);
(c) 7 = (14)(25)(37).

2.1.2. Feladat. A permutaciok kétsoros alakja:

1234567
(a)5(3762415>’

1234567
®)5:<76 453 2 J’
oL 2345067
“IT=\5 71246 3)

2.1.3. Feladat. Paronként idegen ciklusok szorzatakeént:

(a) (13524);
(b) (12436);
(c) (156)(23);
(d) (124)(56).

2.1.4. Feladat. A miiveletek eredménye:

(a) af = (17)(3645);
(b)5@==( 7)(2536);

(c) (Ba)™t=(17)(6352);
() 5% = (23465);

(e) B2 = (56432);

(f) o = (234);

(g) en'Bys~" = (136745).

2.1.5. Feladat. A miiveletek eredménye:

6432U
2 X587%

— OO W~
W = Ot
N— N N
N TN
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(~ vissza a feladathoz: 1.1.1)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.2)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.3)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.4)
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(f) (625)(193);
(g) (82431)(57).

2.1.6. Feladat. Permutacidegyenletek megoldasa:

(a) 0 =(14326)
(b) o = (183764)(25)
(c) o =(125)(46)

2.1.7. Feladat. A megadott permutaciok paritasa:
paros: o, 3, ¢
paratlan: 7,6, ,(a), (b)

2.1.8. Feladat. Osszeszamlalas:

(a) |M,| =0: 1 darab;
(b) |M,| = 1: 0 darab;
(c) |M,| =2: 15 darab;
(d) |M,| = 3: 40 darab;
(e) |M,| = 4: 135 darab;
(f) |M,| = 5: 264 darab;
(g) |M,| = 6: 265 darab.

2.1.9. Feladat. Lasd 2.1.8.(g) feladat megoldasa.

2.1.1. Tovabbi videok

Péaronként idegen ciklusok szorzatara valé bontas
Kétsoros frasmodra valo valtas

Permutaciok szorzéasa és hatvanyozasa 1.
Permutaiok szorzéasa és hatvanyozasa 2.

Ciklusok hatvanyozasa

Egyenlet megoldasa

Masodfoku egyenlet megoldasa

Permutaciok paritasa

Mozgatott elemek szdma szerinti osztélyozés
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(~ vissza a feladathoz: 1.1.5)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.6)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.7)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.8)

(~ vissza a feladathoz: 1.1.9)


https://www.youtube.com/watch?v=MN6tHIB9Dp4
https://www.youtube.com/watch?v=VKkkiWvmJhc
https://www.youtube.com/watch?v=eazh75d4tEw
https://www.youtube.com/watch?v=3tmw2ZbI8p8
https://www.youtube.com/watch?v=c49m5rVN3qs
https://www.youtube.com/watch?v=88xHrr6IlNI
https://www.youtube.com/watch?v=ZSOm5Xkvkjc
https://www.youtube.com/watch?v=ijwR2f1OnDw
https://www.youtube.com/watch?v=lYzFNCB7cmY
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2.2. Rang, alterek

2.2.1. Feladat. Megoldasok:

(a) 1 = 2, To = —3, T3 = —1,
vektor alakban: (2, -3, —1);

(b) nincs megoldas;

(¢) 24 =1, 1 =229 — 13, x9,73 €ER,
vektor alakban: (2z9 — x3, xo, 3, 1), z9,23 € R

(d) 1 =17 — 3wy + 32y, x3 =4+ x4, x9,24 € R,
vektor alakban: (17 — 3xy + 3xy, x2, 4+ x4, 14), w9,x4 € R

(e) nincs megoldas;

(f) @1 =4 —Txy, x5 =2 —4xy, x9,74 €R,
vektor alakban: (4 — 7xy, xe, 2 —4xy, x4), 2,74 €R;

(2) x1:5%+3x2, x3:1—777 mz%, x9 € R,
vektor alakban: (2 + 3z, @2, 1=, &), 2 €R.

~ videok: |2.1. Feladat (a) |, |2.1. Feladat (b) | |2.1. Feladat (d)

(~ vissza a feladathoz: 1.2.1)

2.2.2. Feladat. Rang, linearis fiiggetlenség

) r =3, linearisan fliggetlen;
) r =2, linearisan fiiggs;
) r =3, linearisan fiiggetlen;
) r =2, linearisan fiiggs;
) r =2, linearisan fliggs.

~ video: |2.2. Feladat (a)(d)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.2)

12

(@) =21, 1k
139

(b) r=3,12 4 8;
9 3 1

(c) r =1, tetsz6leges nem nulla elembdl allo 1 X 1-es méatrix determinansa megfeleld.

~ video: | 2.3. Feladat (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.3)



https://www.youtube.com/watch?v=beirkGy6nV4
https://www.youtube.com/watch?v=x_OuWtSFDBQ
https://www.youtube.com/watch?v=axwbGGoghO0
https://www.youtube.com/watch?v=dlTWEHwYX-k
https://www.youtube.com/watch?v=eI4Zg6kSpsI
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2.2.4. Feladat. r = 3.

(~ vissza a feladathoz: 1.2.4)

2.2.5. Feladat. Az U alterek elemei:

(a) U = {(0,0,0), (1,0,0),(0,T,0), (I, 1,0)};

(b) U ={(0,0,0),(1,2,1),(2,1,2),(2,0,1),(0,2,2), (1,1,0), (1,0,2),
(2.2,0),(0,1,1)}:

() U =1{(0,0,0),(1,1,2), 2.2.T)}:

(d) U = {(9,0,0,0),(0,1,0,0), (0,2,0,0), (1,0,0,1), (1,1,0,T), (1, 2,0, 7).
(2,0,0,2),(2.1,0,2), (2,2,0,2)}.

~ video: | 2.5. Feladat (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.5)

2.2.6. Feladat. Elsallitasok és koordinatasorok:

~ video: | 2.6. Feladat (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.6)

2.2.7. Feladat. Dimenziok és bazisok:

(a) dimU = 3, bézis: (0,1,2,4),(2,~1,2,2), (1, —1,1,2);
(b) dimU = 2, bazis: (1,2,4,1),(0,0,3,—1);
(c) dimU = 2, bazis: (1,4,2,3),(2,3,4,2).

~ video: | 2.7. Feladat (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.7)

2.2.8. Feladat. Az U alterek és dimenziojuk:

(a) U =1(1,0,2),(0,1,0)], dimU = 2;

(b) U=[(4,1,3)], dimU = 1;

(c) U=1[(1,2,1,0),(2,2,0,1)], dim U = 2;

(d) U=1(1,-1,0,1)], dim U = 1;

(e) U=1[(2,1,3,0),(0,0,0,1)], dim U = 2;

(f) U =1(3,1,0,0),(1,0,1,0),(0,0,0,1)], dimU = 3;
(g) U=1(0,1,0,0),(1,0,0,1)], dimU = 2.

(~ vissza a feladathoz: 1.2.8)

2.2.9. Feladat. Az alterek:

(a) {(z1,29,73): 21 = 73};


https://www.youtube.com/watch?v=FymTpoWuE0k
https://www.youtube.com/watch?v=F1RxAtOrwdM
https://www.youtube.com/watch?v=-Mg150z7B44
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(b) {(z1,x2,23): T1, 29,23 € R};

(¢) {(z1, 29,23, 24): — 21+ 209 + 23 =0, =521 + 322 + 24 = 0};
(d) (x1,$2,:1:3,x4): Ty f ?.172}_, L .
(e) {(z1,x, 23,24, 75): 209 + 203 + x4 = 0, 229 + 23 + 25 = O}.

~ video: |2.9. Feladat (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.9)

2.2.10. Feladat. Az U; + U, és U; N Uy alterek dimenzidi, bazisai:
(a) dim(U; + Us) = 3, bazis: (1,2,1,0),(0,3,2,1), (0,0, 1,2)

dim(U; NUs) = 1, bazis: (2,1,0,—1);

(b) dim(Uy + Us) = 3, bazis: (1,2,1,3),(0,-2,3,—1),(0,0,1,—3)
dim(U; NUs) = 1, bazis: (0,2, —3,1);

(¢) dim(Uy + Us) = 4, bazis: (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0, 1)
dim(U; NUs) = 1, bazis: (3,-3,2,1);

(d) dim(U; + Us) = 3, bazis: (1,0,0,0),(0,0,0,1),(0,2,1,0)
d1m(U1 NU,) = 1, bazis: (—3,2,1,-3);

(e) dim(U; + Us) = 47 bazis: (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)
dim(U; NUy) = 1, bazis: (1,2,2,1);

(f) dim(U, + Us) = 5, bazis: (1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0)
(0,0,0,1,0), (0, 6,6 0,1)

dlm(U1 N UQ) = 0,
(g) dim(U, + Uy) = 3, bazis: (1,0
dim(U; NUy) = 1, bazis: (1,1

(~ vissza a feladathoz: 1.2.10)

2.2.11. Feladat. A V vektortér és Uy, Uy altereinek megadott dimenzi6i esetén hatarozzuk meg
az Uy + Uy és az U; N U, alterek dimenzidjanak Osszes lehetséges értékét.

(a) dlm(U1 + UQ) = 6 dlm(Ul N Uz) = 2

dlm(U1 + Ug) = 5 d1m(U1 N UQ) = 3,
(b) dlm(U1 + Ug) 5 (Ul N UQ) 2,
dim(U; + Us) = 4, m(U1 NU,) = 3;
(C) lel(Ul + UQ) 7 m(U1 N Ug) 0,
dlm(U1 + UQ) 6 IIl(Ul N UQ) 1,
dlm(U1 + Ug) 5 (Ul N UQ) 2.

~ video: | 2.11. Feladat (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.2.11)

2.2.1. Tovabbi videdk

Lineéaris egyenletrendszerrel megadott altér elemei

Linearis egyenletrendszerrel megadott altér megadésa generatorrendszerrel
Generatorrendszerrel adott alterek Gsszege

Generatorrendszerrel adott alterek metszete


https://www.youtube.com/watch?v=TdF8kJJD0awU
https://www.youtube.com/watch?v=-MCUZhiLJm4
https://www.youtube.com/watch?v=Pd-FKEofG6U
https://www.youtube.com/watch?v=IkJKLQD2kqI
https://www.youtube.com/watch?v=e7VIlcAxPFU
https://www.youtube.com/watch?v=XaElz_5UZKs
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2.3. Linearis leképezések

2.3.1. Feladat. A sik R? vektorterében tekintsiik a kdvetkezd transzformaciokat. Dontsiik el, hogy
lineéris transzformaciok-e. Ha igen, akkor adjuk meg a magjukat, képteriiket és azok dimenziojat,
bézisat.

(a) nem linearis
(b) Kery = {(0,0)}
bézisa: (0, 1), (1,
(c¢) nem lineéaris
(d) Kero = {(0,b) : b € R}, dim(Kery) = 1, egy bazisa: (0,2). Imp = {(a,0) : a €
R}, dim(Im ) = 1, egy bazisa: (1,0).
(e) Kerp = {(0,0)}, dlm(Ker ¢) = 0, bazisa az iireshalmaz. Imp = R? dim(Im ) = 2, egy
béazisa: (0, 1), (1, 3).
(f) Kerp = {( ,0)}, dim(Ker ) = 0, bazisa az iireshalmaz. Im ¢ = R?, dim(Imp) = 2, egy
bazisa: (1,1), (m,0).
(g) Kerp = {( a,b) :a+b=0} CR? dim(Kerp) =1, egy bazisa: (1,—1). Imp = {(a,a) : a €
R}, dim(Im )— 1, egy bazisa: (1,1).
(h) Keryp = {(0,0)}, 1m(Ker ¢) = 0, bazisa az iireshalmaz. Imp = R? dim(Imp) = 2, egy
), (=1
2
(

, dim(Ker ) = 0, bazisa az iireshalmaz. Im ¢ = R? dim(Imy) = 2, egy
0).

d
béazisa: (2,1/2 ,2).

(i) Kerp = {( 0 dlm(Ker ¢) = 0, bazisa az iireshalmaz. Im ¢ = R? dim(Imy) = 2, egy
béazisa: (—1,1), (3, 3).

)
)

~ videok: |3.1. Feladat (a)(b)(d)(i)|,|3.1. Feladat (b)(d)(i) folyt.
(~ vissza a feladathoz: 1.3.1)

2.3.2. Feladat. Melyek lineéarisak az alabbi leképezések koziil? Amelyik linearis, annak hatarozzuk
meg a standard bazisban megadott matrixat.

(a) Nem linearis

o (1)

(d) Nem linearis

1 1
b [ -1 1
0 O

==
Ol ol

~ video: |3.2. Feladat (a)(b)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.2)

2.3.3. Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezs ¢ linearis transzformaciok méatrixat a megadott £
bazisban. Szamitsuk ki a v vektor ¢ melletti képének koordinatait ebben a bazisban.

ON rn NS


https://www.youtube.com/watch?v=VndhgUsEHus
https://www.youtube.com/watch?v=Xex3vFcVcAw
https://www.youtube.com/watch?v=8JzqmHCXSqA
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2 4 =2

© | -1/2 =1 2 |, @131
~1/2 0 1
2272

@ ((z00], @011
2320

~ video: | 3.3. Feladat (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.3)

2.3.4. Feladat. Tekintsiik a sik R? vektorterén értelmezett alabbi ¢ és v linearis transzforméaciokat.
Hatarozzuk meg a ¢ + 1, a @) és a e — 31 linearis transzforméaciokat.

(a) ¢ + 1 a zérus transzforméacié (azaz barmely vektor képe az origo), @i az origora vonat-
koz6 kozéppontos tiikrozés, ¢ — 31 a kovetkezs (standard béazisban értends) méatrix altal

meghatarozott transzformacio: ( g _0 A )

(b) ¢+ az identikus transzformacio, pi) a zérus transzformacio, ¢ — 31 a kovetkezd (standard

0 -3
(¢) @ + v 7/4-gyel valo forgatas és /2-sz0r0s nynjtas, o az origo koriili m/2 szogi forgatas,
o — 31 a kovetkezs (standard bazisban értendd) méatrix altal meghatarozott transzforméacio:

(5 3)

(d) @+1 és @1 is az identikus transzformacio, ¥y — 31 a kovetkezd (standard bazisban értendo)

. . : 0 0
béazisban értends) méatrix altal meghatarozott transzformécio: < >

3

_1 33
matrix altal meghatarozott transzformacio: ( 3\2[ 2 )
2

N =

~ video: | 3.4. Feladat (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.4)

2.3.5. Feladat. Dontse el, hogy az u, illetve v vektor sajatvektora-e az A matrixnak:

(a) u sajatvektor, v nem;
(b) u és v sajatvektor.

~ video: | 3.5. Feladat (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.5)

2.3.6. Feladat. Dontse el, hogy A sajatértéke-e az A matrixnak:

(a) igen;
(b) nem.

~ video: | 3.6. Feladat (b)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.6)



https://www.youtube.com/watch?v=PlXuWF9eaeA
https://www.youtube.com/watch?v=ZNTxLi3XCTs
https://www.youtube.com/watch?v=Q4hozSDkT1g
https://www.youtube.com/watch?v=zhNoCBMsJhU
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2.3.7. Feladat. Legyen a V' vektortérben értelmezett lineéris transzformacié méatrixa a standard
béazisban A. Hatarozzuk meg a lineéris transzforméaciok karakterisztikus polinomjat, sajatértékeit,
valamint adjunk meg bazist a sajatalterekben.

(a) A karakterisztikus polinom z? — 3z, a sajatértékek és a hozza tartozo sajatalterek egy bézisa:
0,(1,1); 3,(~2,1).

(b) A karakterisztikus polinom x? — 2z + 3, nincs valos sajatérték

(c) A karakterisztikus polinom x? — 2z + 3, a sajatértékek és a hozza tartozo sajatalterek egy
bazisa: 1 +v/2i, (—i/v/2,1);1 — /24, (i/v/2,1)

(d) A karakterisztikus polinom z? + x + 1, a sajatértékek és a hozza tartozo sajatalterek egy
bazisa: 1, (1,1).

(e) A karakterisztikus polinom (z —3)?(z+ 1), a sajatértékek és a hozza tartozo sajatalterek egy
bazisa: 3, (—1,1,0), (=1,0,1); —1, (0, 1, —5).

(f) A karakterisztikus polinom —(z + 3)*(xz — 9), a sajatértékek és a hozza tartozo sajatalterek
egy bazisa:—3,(0,1,0); 9, (2, -1, —2).

(g) A karakterisztikus polinom (1—z)(2?+2z+1), a sajatértékek és a hozza tartozo sajatalterek
egy bazisa: 1, (1,1,2); 2,(0,1,2).

~ videok: |3.7. Feladat (a) |, |3.7. Feladat (e)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.7)

2.3.8. Feladat. Hatarozzuk meg a sik R? vektorterében értelmezett kovetkezd linearis transzfor-
méciok sajatértékeit, valamint a sajatalterek egy bézisat.

(a) Sajatértéke az 1, bazis a sajataltérben: (1 ).

(b) Sajatértéke a 0, bazis a sajataltérben: (1,

c

) ), (0
)
(c) Sajatértékek és bazisok: 1, (1,0), —1, (0,
)
)

Y 0 ) ( Y 1
0),(0,1)
1).
(d) Sajatértékek és bazisok: 1, (0,1), 0, (1,0).

(e) Nincs (valos) sajatérték.

~ video: |3.8. Feladat (c)
(~ vissza a feladathoz: 1.3.8)

2.3.1. Tovabbi videdk
Vektor képe


https://www.youtube.com/watch?v=sEFj--QmK-0
https://www.youtube.com/watch?v=5bNsKbU2zis
https://www.youtube.com/watch?v=zOpO3aTYocs
https://www.youtube.com/watch?v=2StIyJStn2w
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2.4. Kvadratikus alakok, Euklideszi terek

2.4.1. Feladat. Bilineéris-e (7 Ha igen, adjuk meg matrixat. Ha szimmetrikus, a hozza tartozo q
kvadratikus alakot is adjuk meg.
e e 00 : : ,
(a) bilinearis, matrixa: 01 ) szimmetrikus, ¢ = 23;
(b) nem bilinearis;
. . . -1 1
(c) bilinearis, matrixa: ( ) nem szimmetrikus;
(d)
- . . 1

(e) bilinearis, matrixa: ( 0 ) szimmetrikus, ¢ = 2% + x3;

nem bilineéris;

2
1
0

(f) bilinearis, méatrixa:

~~ video: |4.1. Feladat (b)(d)(f)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.1)

2.4.2. Feladat. Hozzuk kanonikus alakra, hatarozzuk meg az osztalyat.

) y2, pozitiv szemidefinit;

) —4y? — 3y2, negativ definit;

) —4y% — 3y§, negativ szemidefinit;
) 8yi + 3y3, pozitiv szemidefinit;

) Y3+ 2y5 + 2v3, pozitiv definit;

) 2y7 — 2y5 — 5y3, indefinit.

~ video: |4.2. Feladat (d)

(~ vissza a feladathoz: 1.4.2)

2.4.3. Feladat. Keressiink olyan S-t, amire SAST diagonélis.

(a) sz<1 ;

\—/
m
)
N
X
N

1
2
1 22
b) S={0 1 0] e R3*3;
00 1
10
(C)S:<T T)EZ§X2;
100 1+2a @ 4a
() Pl: S= [ 2 T 0 | € Z¥3. (Minden 20 b 1+4b | € Z¥3 a,b,c € Z alaku
341 2¢c ¢ e

méatrix jo.)


https://www.youtube.com/watch?v=Hx3E_0eGwiM
https://www.youtube.com/watch?v=zDNzknOFnfU

2.4. KVADRATIKUS ALAKOK, EUKLIDESZI TEREK o7

~ videok: | 4.3 Feladat (a)|, |4.3 Feladat (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.3)

2.4.4. Feladat. Hatarozzuk meg az u vektor v vektorra vett merdleges vetiiletét.

(a) (4,0);

(b) (4,4);

(c) (55 %);
(d) (0,2,0);
(e) (0,0,0);
(f) (4767_2>;
(g) (2,1,1,1).

~ videok: |4.4 Feladat (a) |, |4.4 Feladat (f)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.4)

2.4.5. Feladat. Hajtsuk végre a megadott vektorrendszeren a Gram-Schmidt algoritmust. (Ezek
a vektorrendszerek mar normaltak is.)

(2) (5. 2), (=3, %)

T S B H I

(¢) (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);

(@) (g b, ), (O, —392 — ) (0, =, s
(e) (\%,0,—\%),(0,1,0 7(%707%)3

O (-0, 200 oty . )

~~ video: | 4.5. Feladat (d)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.5)

2.4.6. Feladat. Adjuk meg R? egy sajatvektorokbol 4ll6 ortonormélt bazisat.

( ) O O 1) (\/57\}5’0) (\1[’_\}570)
(b)

(
(a transzformacio sajatértékei: 1,1, 3);
(
(

OO]‘)( ﬁa0)7(\1[a_\}§70)
a transzformacm sajatértékei: 3,3, —1).

~ video: |4.6. Feladat (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.4.6)



https://www.youtube.com/watch?v=__0wGJ4i55g
https://www.youtube.com/watch?v=3dc6W1Hpj5w
https://www.youtube.com/watch?v=kQWTAOrcUPE
https://www.youtube.com/watch?v=h3TMHHabUC8
https://www.youtube.com/watch?v=usRbhguxHOs
https://www.youtube.com/watch?v=Ykmb9pMQDyc
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2.5. Polinomok

2.5.1. Feladat. Az f és a g polinomok legnagyobb k6z0s osztdja a megadott polinomgytirtikben.

(a) =+

(b) 2%+ 63: -,
() «® =15

(d) 22% + 1.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.1)

2.5.2. Feladat. Az f = 2* +22° — 722 — 8z + 12 és a g = 2* + 2® — 22 — 42 — 12 racionalis
egyiitthatos polinomok kozos gyokei, majd ennek felhasznélasaval az f és g Osszes gyoke.

Inko(f,q) = x*—4, kozos gyokok: 2, =2, f = (x—2)(z+2)(z—1)(x+3), g = (z—2)(z+2)(2*+2+3).

(~ vissza a feladathoz: 1.5.2)
2.5.3. Feladat. Az egyenletek megoldasa.

(a) Egy megoldas: uo —1z, v = 17,

altalénos: u = —3z + (x +5)t, v =1x — (z + 1)t, t € Rlz];
(b) Egy megoldés: ug =z, vg = 2% + x + 1,

ltaldnos: u =2 + (22 + )t, v =2+ x + 1+ (2 + 22 + 1)t, t € Zo[x];
(c) Egy megoldas: uy = 3z, vo = 22 + 3,

altalanos: u = 3x + (322 + 3z + 3)t, v = 222 + 3z + (223 + 2)t, t € Zs[x];
(d) Egy megoldas: ug = 1, vy = 2z,

altalanos: u = 1+ (x + 2)t, v = 2z + (22 + x + 2)t, t € Zsx].

~ video: | 5.3 Feladat (a)

(~ vissza a feladathoz: 1.5.3)

2.5.4. Feladat. Hanyszoros gyoke az f polinomnak a ¢ szam, majd ennek segitségével az f polinom
szorzatta alakitasa.

(a) kétszeres; (v — 3)%(2® + 2z + 1);
(b) haromszoros; (x — 3)3(z? + z — 2);
(c) haromszoros; (v —7)3(x? — 2);

(d) haromszoros; (x — 2)3(z + 2).

(~ vissza a feladathoz: 1.5.4)

2.5.5. Feladat. A polinomok komplex gyokei:

a) V2+v2i, —V2+V2i, —vV2—V2i, V2 - V2i;
2, —1 + /31, —1—\/_2

C) cos——l—zsm§, cos—+zsm§, cos—+zsm§, cos—+zsmT

(d) 2, 1++/3i, —1++3i, =2, =1 —+/3i, 1 —/3i;


https://www.youtube.com/watch?v=HVANuGozlRE
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(e) 2i, —V3—1i, V3 —1i;
(0) V2 (14 i), V3 (L4 k), V3 (-t ), V3 (L -

N =
~.
N—

(~ vissza a feladathoz: 1.5.5)
2.5.6. Feladat. A polinomok irreducibilis felbontésa a Q,R és C testek felett.

(a) z(2? +3)(2% — 2) (Q felett), z(2? + 3)(z — v2)(z + V2) (R felett), z(x —iv/3)(z 4+ iv/3)(x —
V2)(z 4+ v/2) (C felett);

(b) (:1:' —2)(x? + 27 +4) (Q és R felett), (v — 2)(z + 1 —iv/3)(x + 1+ i/3);

(¢) 2%(z+2)(2® — 22 +4) (Q és R felett), 22(z + 2)(z — 1 + iv3)(z — 1 — i/3);

(d) (2% +5)(z® —5) (Q felett), (2% + 5)(z — V5)(z + v/5) (R felett),
(x — V5)(x + V5)(z — iv5)(x + iv/5) (C felett);
(e) (2% —3)(x* + 322 +9) (Q felett),
(z — V3) (2 +V3)(2? — V3 + 3)(2® + V3x + 3) (R felett),
(2 = V/3)( + v/3) (= 72) (w — ) (- 72 (- ),
(f) 22(z + 2)(z — 2)(2® +2) (Q és R felett), 2%(x + 2)(z — 2)(z — iv/2)(z + iv/2).

(~ vissza a feladathoz: 1.5.6)
2.5.7. Feladat. A polinomok racionélis gyokei és irreducibilis felbontasuk Q[z]-ben.

(a) Rac. gyok: 2, irred. felbont.: (x — 2)(2? + z + 1);
(b) Rac. gyok: 1/2, irred. felbont.: 2 (z — 1) (2 4 1)(2? — 2);
(¢) Rac. gydk: 1,—1/2, irred. felbont.: 4(z — 1) (z + 1) (22 + 2z + 2).

~ video: |5.7 Feladat (a)
(~ vissza a feladathoz: 1.5.7)

2.5.8. Feladat. Az f € Q[z] polinomok irreducibilisek.

(a) Schonemann-Eisenstein tétel, p = 3;
(b) Schénemann-Eisenstein tétel, p = 2 vagy p = 5;
(¢) Schénemann-Eisenstein tétel, p = 11.

(~ vissza a feladathoz: 1.5.8)

2.5.1. Tovabbi videdk

Polinomok legnagyobb ko6zos osztoja

Polinomok ko6z6s gyokei

Polinomok tobbszoros gyokei, irreducibilis felbontas
Polinomok irreducibilis felbontésa


https://www.youtube.com/watch?v=qsSxkEPAZeo
https://www.youtube.com/watch?v=iDqxoO3VTfw
https://www.youtube.com/watch?v=e9una0knm3E
https://www.youtube.com/watch?v=1lo1iAo1gpQ
https://www.youtube.com/watch?v=ryAfXYde17c
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2.6. Véges testek

2.6.1. Feladat. T[z]/(f) testet alkot-e. Ha igen, akkor a test elemszama, karakterisztikdja, prim-
teste.

(a

igen (4 elem, char = 2, Z,);
nem (1 gyoke f-nek);
m (2

)

)

) (9 elem, char = 3, Zs);

) ne gyoke f-nek);

) igen (27 elem, char = 3, Zs);
) igen (16 elem, char = 2, Zs);
)

(g) nem (22 + x + 1 négyzete f).

(~ vissza a feladathoz: 1.6.1)
2.6.2. Feladat. A Zs[x]/(2® + 2% + 2) test keresett elemei:

(a) P

(b) 2
(c) 2:1:2—1—295
(d) 222 +x+ 1.

(~ vissza a feladathoz: 1.6.2)
2.6.3. Feladat. A miiveletek eredménye.

(a) szorzat: 7, inverz: 6;

) szorzat: 1, inverz: 16;

) Szorzat: x3 + 22, inverz: T;

) Szorzat: 222 + 2, inverz: 2u;

) Szorzat: 2z% + 1, inverz: a2 + 1.

(
(c
(d
(e
(~ vissza a feladathoz: 1.6.3)

2.6.4. Feladat. Az o elem rendje. Primitiv-e az adott elem a K testben.

(a) Primitiv elem (rend: 4);

(b) Nem primitiv elem (rend: 3);

(c) Primitiv elem (rend: 3);

(d) Primitiv elem (rend: 7);

(e) Nem primitiv elem (rend: 4);

(f) Primitiv elem (rend: 8).

(~ vissza a feladathoz: 1.6.4)
2.6.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a € K elem minimalpolinomjat.
(a) > +1;
(b) v* +y+1;
(© v+’ +y°+y+1L

(~ vissza a feladathoz: 1.6.5)



2.6. VEGES TESTEK

2.6.1. Tovabbi videdk

Szamolas Z,-ben, elem rendje

Véges test elemszama, karakterisztikaja, primteste
Szamolés véges testben

Elem rendje véges testben

Minimalpolinom 1.

Minimalpolinom 2.
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https://www.youtube.com/watch?v=c2cNLUCkfk0
https://www.youtube.com/watch?v=syzYl6Idcsc
https://www.youtube.com/watch?v=R0ie09VuUgo
https://www.youtube.com/watch?v=ukRh1UGK_Is
https://www.youtube.com/watch?v=TAbiYLM-cLE
https://www.youtube.com/watch?v=LFDOQTKAmts
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2.7. Kodolas

2.7.1. Feladat. Meghatarozzuk a C' minimalis tavolsagat, hany hibajelzd ill. -javitd. Linearis-e?

(a) 2 a minimalis tavolsag, vagyis 1-hibajelz6 és 0-hibajavito. Linearis;

(b) 3 a minimalis tavolsag, vagyis 2-hibajelz6 és 1-hibajavit6. Nem linearis (nincs benne a null-
vektor);

(c¢) 2 a minimélis tavolsag, vagyis 1-hibajelz6 és 0-hibajavito. Linearis.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.1)

2.7.2. Feladat. Igazoljuk, hogy linearis. Megadjuk az informéacios ratéjat, a hozza tartozo szisz-
tematikus kodot és annak ellen6rzé- és generatormatrixat.

(a) A linearitas igazolasa: zart az Osszeadasra (barmely két vektor Osszege eleme C-nek); Z, felett
a skalarral szorzéast nem kell ellenérizni; Informacios rata: logpd % D = {0000, 1011,0110, 1101},

4
11
1 011 10
G_(01_1o)’P_ 10
01
(b) Informécios réta: logT24 = % D = {00000, 10111,01111, 11000},
1 11
1 11
(50 )] 1o
010
0 01
logg9 _ 1

(c) Informécios rata: =52~ = 3.
D = {0000, 1021, 2012, 0101, 0202, 1122, 2211, 1220, 2110},
1 2

1 0 21 0 2
G= ( 0101 )’ P= 10
01

(~ vissza a feladathoz: 1.7.2)

2.7.3. Feladat. Kodszo-e v, ha nem, megadjuk a legkozelebbi kodszot.

(a) Nem, mert vP = 100, ahol P az ellen6rzématrix. Legkozelebbi szo: 11011.
(b) Nem, mert vP = 0020 lesz a P ellenérzémaétrix. Legkozelebbi szo: 211122.
(c¢) Nem, mert vP = 012 lesz a P ellendrzématrix. Legkozelebbi sz6: 212010.

(~ vissza a feladathoz: 1.7.3)
2.7.4. Feladat. Hamming-kod ellenérzé- és generatormétrixa, informacios ratéja.

(a) n =3 és |K| =2 miatt r = 2, informacios rata ;.

11
P=|10|, G=(111).
01
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(b) n =75 és |K| = 2-héz r nem egész, igy ilyen Hamming-kod NINCS.
(¢) n=7és |K|=2 miatt r = 3, informécios rata 3.

1 11
i (1) (1) 10001171
01 00110
b= (1) (1) é G 0010101
01 0 0001011
0 01
(d) n =4 és |K| = 3 miatt r = 2, informécio6s rata 1.
1 2
11 1 0 21
=110 | G_(01 22)
01

(~ vissza a feladathoz: 1.7.4)
2.7.5. Feladat. Meghatarozzuk az 0sszes n-hosszu ciklikus linearis kédot.
(a) 22 —1=(x—1)(2*+ 2+ 1) = (z +2)(2* + x + 1), vagyis harom ilyen kod van.
g1 = x + 2-re a kod generatormatrixa: G = ( 2. 10 ) ,
g = 2% + x + l-re a kod generatormatrixa: Gy =

10
g3 = l-re a kod generatormatrixa: Gs= | 0 1
00

(b) z* +1 = (z + 1)* miatt négy ilyen kod van.
g1 = l-re a kod generatorméatrixa: Gy = £, (C) = Z3).

1 100

g2 = = + l-re a kod generatormatrixa: Go=| 0 1 1 0 |,
0011

g3 = 22 + 1-re a kod generatormatrixa: G = < (1) (1) (1) ? ) ,

g1 = 2% + 2% + z + l-re a kod generatormatrixa: Gy = (1 1 1 1)

(~ vissza a feladathoz: 1.7.5)
2.7.6. Feladat. Megadjuk a BCH-kod generatormatrixat.

a (és a?) minimélpolinomja z3 + 22 + 1, igy

101 100
G=1010110 |;
0 01 011

(és a®) minimalpolinomja g1 = g2 = x +x+1,
a mlmmalpohnomja =+ ++r+1 (lnko(g1 g3) = 1), igy Ikkt(g1,93) = 9193 =
2+’ + a2t a2t 41
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100010111060
G=[o1000101110]
001 00O0O1TO0T1TT1T1
(c) o miniméalpolinomja g; = 2 + 22 + 2,
o? minidlpolinomja pedig g» = 23 + 22% + 22 + 2 (Inko(g1, g2) = 1), gy Ikkt(g1,92) = 9192 =
oS+t 41
G:(11001010)
01100101/

(~ vissza a feladathoz: 1.7.6)

2.7.1. Tovabbi videdk

Informacios rata, minimalis tavolsiag, hibajelzés, hibajavitas, linearitas
Szisztematikus kod megadasa

Dekodolas, legkozelebbi kodszo keresése

Hamming-kod tervezése

Ciklikus kod keresése

Ciklikus Hamming-kod tervezése

BCH-kod tervezése 1.

BCH-kod tervezése 2.


https://www.youtube.com/watch?v=enI4CbVp0l8
https://www.youtube.com/watch?v=H7tpHuQfqOE
https://www.youtube.com/watch?v=-LGECHJkokw
https://www.youtube.com/watch?v=6RW_2dv2dJQ
https://www.youtube.com/watch?v=H8zKdZGMQ6M
https://www.youtube.com/watch?v=4T8fSb87Vk0
https://www.youtube.com/watch?v=0U0SVFDqOGk
https://www.youtube.com/watch?v=hiE0fcZsuGQ
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