2. Szamelmélet

@¢ 2.1. feladat. Hatarozzuk meg mindazon x egész szamok halmazat, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.
(a) 28| 36x (c) 144 | 108z
(b) 140 | x és 84 | x (d) z|112és x| 84

2.2. feladat. Hatarozzuk meg mindazon = egész szamok halmazat, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.
(a) 105 | 45 (d) 75| x és 60 | x
(b) 88|z ¢és66 |z (e) ]| 132és 2|99
(c) x| 126 és x| b4

% B¢ 2.3. feladat. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 12 darab pozitiv osztoja van?

@ 2.4. feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a,b egész szamok legnagyobb k6z0s osztojat, és

fejezziik ki lnko(a,b) = au + bv alakban (alkalmas u,v egész szamokkal), majd adjuk meg a és b legkisebb kozos
t6bbszorosét is.

(a) a =36,b=28
(b) a =78, b =30

(¢) a=—-1253, b= —3241

2.5. feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a,b egész szamok legnagyobb kozos osztdjét, és

fejezziik ki Inko(a,b) = au + bv alakban (alkalmas u,v egész szamokkal), majd adjuk meg a és b legkisebb ko6zos
t6bbszordsét is.

(a) a=48,b=34 (¢) a =539, b= 1001
(b) a = 368, b= 161 (d) a=—1183, b= 1573

% 2.6. feladat. Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre 2190 =1 és 275 = 1 egyszerre teljesiil?

@¢ 2.7. feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket.
(a) T2z + 60y = 24

(b) 21z — 15y =12

2.8. feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket.

(a) 48z + 34y =20 (e) 6x — 10y = 22

(b) 78z + 30y = 12 (f) 237z + 571y = 13

(c) 18z +21y =9 (g) 197z + 418y = 17

(d) 21z + 36y = 12 (h) 2021z + 1739y = 4750

@ 2.9. feladat. Hatarozzuk meg az {x € Z : (Jy € Z)(11z — 8y = 3) és 10 < z < 30} halmaz elemszamat.
2.10. feladat. Hatarozzuk meg a kiévetkezd halmazok elemszamaét.
(a) {x €Z: (Jy € Z)(75x — 2Ty = 15) és 30 < = < 60} () {y€Z:(3xe€Z)(Tx—19y =10) és 15 <y < 35)}
(b) {zre€Z:(3yeZ)(Tx —3y=13) és 10 < = < 30} (d) {y€Z:(FxeZ)(13x—20y =7) és 20 < y < 40)}

@ 2.11. feladat. Kukutyinban 20 és 45 petakos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani 245 petakot?
(Az osszes megoldast adjuk meg.)



@¢ 2.12. feladat. Az alabbi linken elérhets jatékban egy nyul ugral a szamegyenesen a 0-boél indulva. Kétféle ugrasra
képes, amelyek hossza a, illetve b egység.
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/dimat2_2021tavasz/nyul-szamegyenes.html

(a) Ha a = 36 és b = 28, akkor az 1,2, 3,4 szamoknal 1év6 répak koziil melyeket tudja megenni?

(b) Ha a = 36 és b = 28, akkor hogyan jut el a lehets legkevesebb ugrassal 12-be?

2.13. feladat. Az el6z6 feladatbeli nyul a = 26 és b = 38 esetén hogyan tud eljutni a lehets legkevesebb ugréssal
1000-be tigy, hogy mindig csak elére (jobbra) haladhat? Es ha szabad visszafelé (balra) is ugrania?

2.14. feladat. Hogyan lehet egy 21 centiméteres és egy 25 centiméteres mérérad segitségével kimérni 2 centimétert?

2.15. feladat. Gomboc Arturt sziiletésnapja alkalmabol Fold koriili utra fizették be a baratai, és az utra ellattak
15 1ada csokoladéval. Minden lad4dban pont annyi csoki volt, ahany éves Gomboc Arttar. Naponta 54 csokoladét evett
meg, igy még egy hétig sem tartott ki az ellatmany, és az utols6 napra mar csak 39 csoki maradt (marmint az utolso
olyan napra, amelyikre még jutott egyaltalan csoki). Hany éves Gomboc Artar?

2.16. feladat. Katinéniaz utolso tanitési napon megajandékozta a 2.d osztaly 30 nebuldjat: mindenki valaszthatott,
hogy csokit vagy ragot kér. A csoki 69 Ft-tal dragabb, mint a rago, ezért Kati néni oriilt, hogy a gyerekek t6bb mint
fele ragot kert. Igy is 2094 forintja banja az ajandékozast. Mennyibe keriilt a rago, illetve a csoki, és melyiket hany
gyerek valasztotta?

% 8¢ 2.17. feladat. Haromféle bélyeget vasaroltunk. Az els6 alkalommal az egyes fajtakbol rendre 3, 5 és 7 darabot, a
maésodik alkalommal 11, 13 és 9 darabot. A szamla els§ alkalommal 110 Ft, a méasodik alkalommal 250 F't volt. Milyen
cimletii bélyegeket vasaroltunk?

% 2.18. feladat. Valaki a kovetkezéket mondta: ,,A baratném 22. sziiletésnapjara 22 szal viragbol allo csokrot vettem
2000 forintért. A csokor fréziabol, narciszbol és rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve
130 forintba keriilt” Hany szal viragot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy mindegyikbdl
legaldbb két szal volt, és semelyik kett6bdl sem volt ugyanannyi?

* 2.19. feladat. Egy 5 m hosszt kerités szegélyének elkészitéséhez 15 cm, 20 cm és 93 cm hossztsagu lécek allnak
rendelkezésiinkre. Az egyes lécfajtak felszegeléséhez rendre 2, 3 és 9 szog kell. Mennyire van sziikségiink a lécekbdl,
ha 50 szegiink van, és ezeket mind fel is akarjuk hasznalni?

2.20. feladat. Mennyi lehet m értéke, ha 187 =5 (mod m) és 311 =3 (mod m)?
@¢ 2.21. feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 6991901 =7 (mod 7) (c) 329 =? (mod 7)
(b) 2192 =? (mod 7) (d) 34233423 =? (mod 20)

2.22. feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 19921991 =? (mod 10) (d) 1841814 =? (mod 18)
(b) 2616%02! =7 (mod 13) (e) 20222922 =7 (mod 20)
(c) 15222923 =? (mod 15)

8¢ 2.23. feladat. Bizonyitsuk be (kongruencidk segitségével), hogy 7 | 2"+2 + 32"*+1 minden n természetes szamra.
2.24. feladat. Bizonyitsuk be (kongruencidk segitségével), hogy 27 | 2°"*1 + 572 minden n természetes szamra.

@8 2.25. feladat. Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat.
(a) 3z =4 (mod 5) (¢) 92 =15 (mod 12)
(b) 10z =26 (mod 28) (d) 292 =17 (mod 73)


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2021tavasz/nyul-szamegyenes.html

2.26. feladat. Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat.
(a) 62 =4 (mod 8) (
(b) 13z = —3 (mod 34) (

(¢) 30z =9 (mod 51)

)

(
(d) 88z =42 (mod 55) (h

2.27. feladat. Az alabbi linken elérhetd jatékban egy nyul ugral egy szabalyos 28 oldalii sokszog cstcsain.
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/dimat2_2021tavasz/nyul-sokszog.html
Mekkorakat ugorjon, hogy. ..

(a) a 10. ugrassal a 26-os cstcsba jusson?
(b) a 12. ugréassal a 26-o0s cstucsba jusson?

(c) a 16. ugrassal a 20-as csticsba jusson? (Es hogy a 16. ugrassal érkezzen eldszor a 20-as cstcsba?)

2.28. feladat. Melyik az a 4-re végz6d6 haromjegyii szam, amely 63-mal osztva 1-et ad maradékul?

2.29. feladat. Hatarozzuk meg azt a legkisebb haromjegyd természetes szamot, amelynek 12-szerese 6-ot ad
maradékul 30-cal osztva.

@¢ 2.30. feladat. Oldjuk meg az alabbi lineéris kongruenciarendszereket.

x =1 (mod 14) x = 3 (mod 5) 10z = 16 (mod 9)
(2) x =7 (mod 10)} (b) z =1 (mod 6) (c) 6x = 3 (mod 21)
x =7 (mod 9) 3z = 2 (mod 5)

2.31. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszereket.

x = 3 (mod 2) 3z =1 (mod 5) x = 3 (mod 5)
(2) x = 6 (mod 5) } (d) 5¢ = 3 (mod 7) () x =4 (mod 7) }
13z = 4 (mod 9)
3z = 15 (mod 24) v = o 52 = 1 (mod 6)
™)y = 11 (mod 21)} () — g Emog g;} M) 7y =g (mod 10)}
x =5 (mod 6) 2¢ = 1 (mod 5) 2z = 18 (mod 10)
(¢) = =3 (mod 10) (f) 5x = —1 (mod 6) (i) 10z = 40 (mod 12)
x = 8 (mod 45) 4 = 11 (mod 9) 152 = 9 (mod 21)

@ 2.32. feladat. Egy labdartugbd mérkézésre azonos szamu férShellyel rendelkezé buszokkal érkeznek a szurkolok,
akiket biztonsagi okokbol kisebb csoportokban engednek be a stadionba. ElGszor 4 busznyi szurkolo érkezett, és 5 {6s
csoportokban engedték be Sket, igy az utolsé csoportban csak 3 szurkol6 maradt. Méskor 13 busszal érkeztek, és 8-as
csoportokban nyertek bebocsatast, és ekkor szintén 3 szurkolé maradt az utoljara beengedett csoportban. Amikor
pedig 16 busszal érkeztek szurkoldk, és egyszerre 9-et léptettek be, akkor végiil 5 szurkol6 maradt. Hany személyesek
a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb 100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

2.33. feladat. Bizonyos megfigyelések szerint a varjak mindig azonos létszami rajokban vandorolnak. Ha 11 varjaraj
oly mo6don szall le egy fara, hogy a fa minden agara 4 varju kertil, akkor végiil egy varju egyediil marad. Ha 12 varjiraj
szall le egy fa agaira hetes csoportokban, akkor szintén egy varju egyediil lesz egy dgon. Mig ha 13 varjiraj kilences
csoportokban szall le egy fa agaira, akkor az utolsé dgon 7 varju lesz. Hany varji van egy rajban, ha tudjuk, hogy ez
a szam nem t6bb, mint 1007

2.34. feladat. Ha 7 zacské gumicukrot osztok el 10 gyerek kozott, akkor a végén 9 szem gumicukor marad meg. Ha
10 zacskot osztok el 14 gyerek kozott, akkor meg 6 marad. Hany darab gumicukor van egy-egy zacskoéban, ha minden
zacskoban ugyanannyi, mégpedig 50-nél tébb, de 150-nél kevesebb darab van?


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2021tavasz/nyul-sokszog.html

2.35. feladat. Egy tizenhéttagn kalozcsapat egy zsak aranypént lopott. Amikor megprobalték egyenlGen elosztani,
azt tapasztaltak, hogy harom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak folotti vitdban egy kalozt megdltek. Ezutan
ujraosztottak egyenls aranyban a zsakmanyt, s most tiz arany maradt ki. Az e f6lotti vitaban egy tjabb kalozt 6ltek
meg, s ezutan mar el tudtak osztani a lopott aranyat tgy, hogy mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hany
aranypénzt zsdkmanyoltak?

2.36. feladat. Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5, vagy 6-osaval iritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad benne. Ha
azonban T-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad a kosarban. Legalabb hény tojas lehet a kosarban?

% @ 2.37. feladat. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszert.

T
xT

¢1 (mod 11)
¢z (mod 6) }

* 2.38. feladat. Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az aldbbi paraméteres kongruenciarendszereket.

x = ¢; (mod 10)
(2) T = ¢y (mod 7) }

x = ¢ (mod 3)
(b) =z = co (mod 4)

x = ¢z (mod 5)

@< 2.39. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az alabbi szdmok a megadott modulus szerint?
(a) 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000 modulo 7
(b) 2,8,14,...,302 modulo 51
(c) 3,18,33,...,678 modulo 46

2.40. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az alabbi szamok a megadott modulus szerint?

(a) 10,—1,25,—13,28,38, 12 modulo 7 (c) 11,21,31,...,911 modulo 91
(b) 11,22,33,...,154 modulo 14 (d) 4,9,14,...,239 modulo 49

@( 2.41. feladat. Végezziik el Z,,-ben a szamitasokat. A végeredmény 0,1,...,m — 1 valamelyike legyen.

(a) T+T,1 -1 71 'ﬁEZgl
(b) 174+ 15,9 —15,6-7 € Zo
(c) 23+25,0—21,9-12 € Zs3



2.44. feladat. Oldjuk meg Z,,-ben az alabbi egyenleteket (az 6sszes megoldast keressiik meg!)

(a) 9-T=15 Zjo-ben (e) 3-T=4 Zs-ben
(b) 5-F=T11 Zj3-ban (f) 10-7=26 Zog-ban
(c) 28-7 =123 Zyo-ben (g) 25-T =35 Zgo-ben
(d) 28-T =24 Zyo-ben (h) 30-Z=9 Zs1-ben

@ 2.45. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ inverzét.

(a) @71 € Zss

(b) 5" € Zi3

2.46. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ inverzét.

=1

(a) 5_1 € Z14 (C) 3 S Z5

(b) g_l € Z1a (d) 79_1 € L3

@4 2.47. feladat. Soroljuk fel Z7, elemeit, és allitsuk az elemeket parba az inverziikkel.
(a) m=15
(b) m=9

2.48. feladat. Soroljuk fel Z;, elemeit, és allitsuk az elemeket parba az inverziikkel.

(a) m=7 (¢) m=10
(b) m=38 (d) m=11
@ 2.49. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ rendjét és szamitsuk ki a hatvanyait.

(a) Z7-ben 0(5) :?7 ?102 :?, 52021 _9

(b) Zip-ben o(3) =7, 3402y 32021

2.50. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ rendjét és szamitsuk ki a hatvanyait.

(a) Zii-ben o(d) =7, 1°° =7, 1% =7 (d) Zos-ben o(21) =2, 21 =2, 21°°%* =2
(b) Zis-ben o(13) =2, 13 ' =2, 13°% =2 (¢) Zis-ban o(5) =7, 5> =7, 5 ' =7
(¢) Zig-ben o(2) =2, 2% =27, 32! =7 (f) Zas-ben o(6) =7, 67> =2, 6 ° =2

@¢ 2.51. feladat. Szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fliggvény alabbi értékeit.
(a) »(1000) =7
(b) (360) =7
(¢) ¢(2021) =?

2.52. feladat. Szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fliggvény alabbi értékeit.

(a) ¢(60) =7 (c) #(20) =7 (e) »(75) =7
(b) »(88) =? (d) #(30) =? (f) p(128) =7



% 2.53. feladat. Oldjuk meg az egyenletet a természetes szamok halmazan.

(a) p(z) =4 (d) 2¢(zx) =2 (8) w(2?) =2z
(b) ¢(z) =5 (e) p(z) =z -8 (h) ¢(z?) = z¢(x)
(c) p(z)=6 () p(x)=2—10

@ 2.54. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 632 =? (mod 50)
(b) 12375 =? (mod 11)

2.55. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.

(a) 11159 =? (mod 52) (c) 1981 =? (mod 75)
(b) 3% =? (mod 128) (d) 4252 =? (mod 25)

@¢ 2.56. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 648 =7 (mod 29)
(b) 4447%°18 =2 (mod 44)

2.57. feladat. Hatarozzuk meg a hatviny maradékat a megadott modulus szerint.

(a) 557517 =? (mod 53) (c) 20*9 =? (mod 31)
(b) 1519 =? (mod 34) (d) 3?98 =? (mod 25)

2.58. feladat. Mi az utols6 két szamjegye az 1997'9%® szamnak?

% 2.59. feladat. Milyen nap lesz 11...11 nap mulva?
——
99

% @ 2.60. feladat. Mit ad maradékul 87-tel osztva 13(321°")?

% 2.61. feladat. Hatarozzuk meg a hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint. (Az emeletes hatvanyokat al®)
zardjelezéssel értelmezziik.)

1222

(a) 914177 =? (mod 88)

(b) 80'11”" =? (mod 53)

199 _

(c) 9581 =? (mod 46)

% 2.62. feladat. Milyen nap lesz 7111%"" nap milva?

% 2.63. feladat. Mit ad maradékul googolplex 21-gyel osztva?



	Számelmélet

