4. Absztrakt algebra

@ 4.1. feladat. Mivelet-e ...
(a) az Osszeadas a harommal oszthato egész szdmok halmazan?
(b) az Osszeadas a harommal nem oszthato egész szdmok halmazan?
(c) az osztéas a pozitiv egész szamok halmazan?
(d) az dsszeadas az {a + bi | a,b € RT} halmazon?
(e) xxy = \/zy a valos szamok halmazan?
(f) = xy = ,/zy a komplex szdmok halmazan?

(g) ametszés az {0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3}} halmazon?

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

4.2. feladat. Mivelet-e ...
(a) a szorzas a harommal oszthato egész szamok halmazan?
(b) a szorzas a harommal nem oszthaté egész szamok halmazan?
(c) az dsszeadas a [0, 1] intervallumon?
(d) a szorzas a [0, 1] intervallumon?

(e) a szorzés az {a+bi | a,b € RT} halmazon?

(f) az egyesités az {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3}} halmazon?

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

@ 4.3. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mtiveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egy-

ségelem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi miiveleteket. (Irjuk fel a miivelettablazatot, ha nincs
megadval)

(a) az A = {a,b,c,d} halmazon a lenti tdblazattal definialt * mtivelet
(b) az A = {a,b,c,d} halmazon a lenti tablazattal definialt o mtvelet
(¢) a Zs halmazon a szorzas miivelete
)

(d) a P({u,v}) halmazon az egyesités miivelete

*x|a b ¢ d ola b ¢ d
ala b c d alc a b b
b|b a ¢ d bla b ¢ d
clec ¢ ¢ ¢ clb ¢ b a
dld d c ¢ d|b d ¢ a

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhaté itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

4.4. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egy-
ségelem, inverzek, kancellativitas) szempontjaboél az alabbi miveleteket. (Ha nincs megadva a mivelettablazat, akkor
irjuk fel!)

(a) az {1,—1,4,—i} halmazon a szorzas mivelete
(b) az {igaz,hamis} halmazon az implikacié miivelete
c

(c) az {1,2,3} halmazon az x My = min{x, y} mivelet

(d) az A = {u,v,w} halmazon a lenti tablazattal definialt o mivelet

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhatoé itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html
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@ 4.5. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egység-
elem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi miiveleteket.

(a) az egész szamok halmazan értelmezett a @ b = a + b + 23 miivelet
(b) az egész szamok halmazan értelmezett a ® b = b+ 2 mtivelet
(¢) a valos szamok halmazan értelmezett a xb =12 — 3a — 3b + a - b miivelet

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

4.6. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativités, zéruselem, egység-
elem, inverzek, kancellativitas) szempontjabol az alabbi miveleteket.

(a) az egész szamok halmazan értelmezett a @ b = a miivelet
(b) a komplex szamok halmazéan a kivonas mivelete

(c) a valos szamok halmazan értelmezett a A b = ab — 2(a + b) + 6 mivelet

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html

@ 4.7. feladat. Milyen algebrai strukturdk az alabbiak?

(a) (N;+) (8) (Z5\{0};")

(b) (Z;+) (h) (Z5\{0};+)

(c) (Z;-) (i) (R2%2;4)

(d) (Z\{0};") (1) (R**%)

(e) (Zs;+) (k) (R**2\ {0};")
)

(f) (Zs;-) (1
Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

GLy(R) = ({A € B2 | det(4) £ 0};)

4.8. feladat. Milyen algebrai strukturak az alabbiak?
(a) (@\{0};+) (e) (Z754)
(b) (@\{0};) (f) (Z6\{0}:")
(c) (@%+) (g) (N;-)

(d) (Q*;-)

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

4.9. feladat. Milyen algebrai struktirdk az alabbiak?
(a) ({a,b,c,d};0), ahol o a lenti tablazattal definialt mivelet

(P({u,v});V)

({1, =14, =i} )

({u,v,w}; o), ahol ¢ a lenti tablazattal definialt mtvelet
({a, b, c,d}; %), ahol * a lenti tablazattal definialt mtivelet
(

f) ({igaz,hamis}; —)
ola b ¢ d *x|la b ¢ d
alc a b b ala b c d
bla b ¢ d blb a ¢ d
clb ¢ b a clec ¢ ¢ c
d|b d ¢ a dld d c ¢

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html
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4.10. feladat.
(a) Milyen algebrai strukttra (C;¢), ahol aob=a — b?
(b) Milyen algebrai struktura (Z;e), aholaeb=a + b+ 23?
¢

Milyen algebrai strukttra ), ahol a ® b = b+ 27

’

N N
@ @

), ahol a ® b = a?

’

(

) (
(©) (
(d) Milyen algebrai struktura (
) Milyen algebrai struktira (Q;*), ahol axb =12 —-3a —3b+a - b?

) (

(e
(f) Milyen algebrai struktara (Q\ {3};%), ahol axb =12 —3a —3b+a - b?

Ez a feladat interaktiv formaban megtalalhato itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

4.11. feladat.

(a) Milyen algebrai struktira (R; A), ahol a A b = ab—2(a + b) + 67
(b) Milyen algebrai struktara (R \ {2}; A), ahol a Ab = ab — 2(a + b) + 67

@ 4.12. feladat. Gyftiriit, illetve testet alkotnak-e az alabbi halmazok a szokasos Gsszeadassal és szorzassal?
(a) Q
(b) Zs, Z3, 24, 75, Zs
(c) R2%3

4.13. feladat. Gyfirt, illetve testet alkotnak-e az alabbi halmazok a szokasos Gsszeadassal és szorzassal?

(a) C (d) N (8) Z12
(b) R (e) Zo (h) Z13
(c) Z (f) Z1, (i) R2*2

W 4.14. feladat. Gytiriit, illetve testet alkot-e P(U) (az U halmaz hatvdnyhalmaza) a szimmetrikus differencia (mint
Osszeadas) és a metszés (mint szorzas) miveletével?

@ 4.15. feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kozott.
(a) A= ({igaz hamis};<»), B = (Z2;+)
(b) A= ({Lilaia*i};')v B= (Z4;+)

A feladatban szereplé grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.16. feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kézott.

(a) A= ({igaz, hamis};A), B = (Zs;-) *x|a b ¢ d
(b) A=({-1,1}), B=(Z+) ala b ¢ d
(¢) A= ({a,b,c,d};*), B=(Zy;") b|b a c d
(lasd a mrivelettablazatot jobbra) cle ¢ ¢ ¢
did d ¢ c

A feladatban szereplé grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

@ 4.17. feladat. Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg egy izomorfizmust;
ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

(a) A = ({igaz,hamis}; »), B=({0,1};0) C=({0,1};%)

o0 1 * |0 1
0|1 1 0[]0 O
110 1 110 1

(b) A= (P({1,2});v), B=({0,1,2,3};8), C=({0,1,2,3};%)

@10 1 2 3 *0 1 2 3
0j]0 1 3 1 0/(j0 1 0 1
111 1 1 1 111 1 11
213 1 20 2|10 1 2 3
311 1 0 3 311 1 3 3

A feladatban szereplé grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoak ebben a ,szinez&ben:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.18. feladat. Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg egy izomorfizmust;
ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

(a) A= ({1,2,3};min), B=({0,1,2};®), C=({0,1,2};%)

1
1
1
1

(b) A= ({igaz,hanisk; V), B=({0,1};0), C=({0,1}®)

o0 1 ® |0 1
01 O 00 1
110 0 111 1
(C) A= ({_1,0, 1}a ')a B= ({Oa 1a2}7®)a C= ({Oa 1’2}70)
1 o0 1 2
1 0j0 0 O
0 110 1 2
2 210 2 0
(d) A=(z%), B=({0,1,2,3};¢), C=({0,1,2,3};®)
o0 1 2 3 é|10 1 2 3
0jo0o 1 2 3 00 1 2 3
111 2 3 0 11 0 3 2
212 3 0 1 212 3 0 1
313 0 1 2 313 2 1 0

A feladatban szerepls grupoidok miivelettablazatai interaktiv formaban megtalalhatoéak ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

@ 4.19. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

(a) [c,d] =7 x|la b c d
(b) [a,b] =7 ala b ¢ b
(c) la,d] =7 b|b b b b
clec b ¢ a
dld b b a
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4.20. feladat.

(a) [d]
(b) [d]

?

?

8¢ 4.21. feladat.

4.22. feladat.
(a) [a] =
(b) [o, C]
(c) [
(d) [e,d

“9

8¢ 4.23. feladat.
(a) [2,9] =7
4.24. feladat.

(a) [2,5] =7
@ 4.25. feladat.
(a) [2’9] =7

4.26. feladat.
(a) [2,5] =7
@4 4.27. feladat.

Hatéarozzuk meg az ({a,b, ¢,d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

Q o o9
QL 0o o Qe
>~ o> o o
> 0 o oo
Q@ 2 o

Hatéarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban a [b] részgrupoidot.

*

U O o |
o 2 o ol
L O o o0
QU & 2 &

*Q O o 2

Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

*x|a b c d
ala ¢ b d
b|b ¢ b a
clec a ¢ a
dld ¢ a d

Hatarozzuk meg az (N; ) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.
(b) [4,10] =?
Hatarozzuk meg az (N;+) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.
(b) [3,5] =7
Hatarozzuk meg az (N;-) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.
(b) [4,10) =7
;+) félesoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(b) [3,5] =7

Hatarozzuk meg az (N

Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?

(a) G =(Z;+), H=DNo () G=(C\{0};-), H={2€C:[z| =1}
(b) G=(Z;+), H={acZ:4]a} (f) G=(Zar;+), H =173
() G=(@Q\{0};-), H=Q" (8) G=(Zi5:), H={1,4,11,14}
d) G=(C+), H={2€C:[z] =1} (h) G = (Z3;-), H={1,8,13,20}
4.28. feladat. Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?
(a) G=(Z;+), H={acZ:41a} (e) G=(C\{0};-), H={ib:beR\{0}}
(b) G=(Q+), H=Q" (f) G = (Zio;+), H = Z10\ {0}
() G=(@Q\{0};), H=Q" (8) G =(Zi5;+), H=1{0,3,6,9,12}
(d) G=(C;+), H={ib:beR} (h) G = (Z15;+), H=1{1,4,11,14}
@¢ 4.29. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a B halmaz altal generalt részcsoportot.
(a) G=(Z; ) B = {6,10} (e) G = (Zi5;+), B={6,10}
(b) G=(Z;+), B={25,65} () G= (Z16,—|—) B = {25,65}
(¢) G= (le, +), B={2} (&) G=(C+), B={l,i}
(d) G = (Zui+), B = {5,10} (W) G=(Zi: ), B={2)



4.30. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a B halmaz altal generalt részcsoportot.

(a) G = (Z:+), B ={10,14} () G = (Zi+). B=1{2,9)

(b) G = (Zy14;+), B =1{10,14} (k) G=(Z;+), B=1{6,10,15}

(c) G = (Zi5;+), B ={10,14} () G=(Zis;+), B={4}

(d) G=(Z;+), B ={30,42,105} (m) G = (Zi5;+), B ={10}

(e) G = (Za1;+), B ={30,42,105} (n) G = (Z6;+), B={5}

(f) G =(2%-), B={2} (0) G = (Za1;+), B={3}

(8) G=(Z3;), B={8,13} (p) G=(C\{0}:), B={35.3

(h) G =(C\{0};+), B={1,i} (@) G=(Z3;), B={3}

() G=(Ci+), B={33 (1) G = (Zi5), B={1}
@¢ 4.31. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.

(a) G = (Z20;+), a=5 (8) G=R\{0};), a=2

(b) G = (Zao; +), a =6 (h) G=(C;+), a=i

(c) G=(Z2;+), a=T (i) G=(C\{0};"), a=1

(d) G = (Zao; +), a=8 () G=(Z%), a=2

(e) G=(Za1;+), a=6 (k) G=(Z3;-), a=3

(f) G=(R;+), a= () G=(Ziz:-), a=5

4.32. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.

(a) G=(Zan:+), a=6 (h) G = (Z3;-), a=T7

(b) G = (Za1;+), a=7 (i) G=(Zso; +), a=18

(€) G=(Zan;+), a=8 (i) G=(Zso;+), a=19

(d) G=(Zo1;+), a=9 (k) G = (Zso;+), a=20

() G=R;+), a=-1 (1) G = (Zso;+), a=21

(1) G = (R\{0}:), a= -1 (m) G = (Zsoi+), a =22

(8) G=(Z3;), a=14 (n) G =(Zi5-), a=11

@ 4.33. feladat. Kompatibilis osztalyozéasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra
mivelettablazatat.

*

(a) C= {{a’b}’ {C,d}, {6}}
(b) €= {{a}, {b,c.d,e}}
(C) C= {{aac}v {bve}v {d}}

O O o o o0
O QL o 0o O | X
QO . o0 o o0

O & 0 o oo

o Q0 o Q
Q@ & & & o |e

A mivelettablazat interaktiv formaban megtalalhato ebben a ,szinezében”
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.34. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra
miivelettablazatat.

(a) C={{a,b,c e}, {d}} : Z Z Z (j Z
(b) €= {{a}, {b}, {c.d.e}} bla ¢ ¢ e ¢
(c) € ={{a,c,d, e}, {b}} cla e ¢ ¢ e
(@) €= {{a}, {b.e}, {ch, {d}} dla d ¢ d d

A mivelettablazat interaktiv formaban megtalalhato ebben a ,szinezében”
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html
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@ 4.35. feladat. Kompatibilis osztalyozéasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozé faktoralgebra
mivelettablazatat.

x| a b ¢ d
(a) C= {{aac}, {b}a {d}} o
(b) € = {{a,b}, {c}, {d}} i Z Z Z cbl
d|lec d a b

A miivelettablazat interaktiv forméban megtaldlhato ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

4.36. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozza tartozo faktoralgebra
miivelettablazatat.

(a) €= {{a,c}, {b,d}}

x |a b ¢ d
(b) C= {{a}a {C}v {bv d}} ala b ¢ d
(C) C= {{a}7 {b7 ¢, d}} ble d a b
(d) €= {{a,b,c,d}} cla b ¢ d
(e) € = {{a}, {b}, {c}, {d}} dfc d a b

A miivelettablazat interaktiv forméban megtaldlhato ebben a ,szinezében”:
http://www.math.u-szeged.hu/ " twaldha/tanitas/dimat2_2023tavasz/szinezo.html

% @ 4.37. feladat. Definidljuk a valds szamok halmazan a ~ relaciét a kovetkezéképpen: a ~ b <= sgna = sgnb.
Kongruencidja-e ~ a relacio az alabbi grupoidoknak? Ha igen, irjuk fel a faktorgrupoid miivelettablazatat.

(a) (R;+)
(b) (B;-)
# 4.38. feladat. Tekintsiik a természetes szamok halmazan a kovetkezs osztalyozast:
C = {{harommal oszthat6 szamok}, {hdrommal nem oszthaté szémok} }.

Kompatibilis osztalyozasa-e C az aldbbi grupoidoknak? Ha igen, irjuk fel a megfelels faktorgrupoid mivelettablazatéat.

(a) (N;+)
(b) (N;-)
@ 4.39. feladat. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések?
(a) ¢: (RT;:) = (Ry+), v logz (e) ¢: (R™"-) = (R;-), M — det M
1
(b) ¢: (C+,) = (C+,), 2 2 (£) ¢: (Cl0,1];4) = (R +), [ [f(z)dz
0

(c) ¢: (C;+) = (B;+), 2~ Rez (e) p: (Z;+,") = (Z;+,-),z — 2z

(d) ¢: (C;-) = (R;:), 2~ Rez (h) ¢: (R;+) = (R; +), z > 22
4.40. feladat. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések?

(a) ¢: RY;+,-) = (RT;+,-), 2~ 1/x

(b) @: (Zy;+,-) = (Zo; +,-), x — 22

(©) ¢: (Zsi+,) = (Zs; +, ),z 2®

) ¢: (P(U);N) — (P(U); V), H ~ H, ahol U nemiires halmaz
(e) (P(N);U,N) = (P(N);U,N), H — {1,2,3Y UH

) (K;4,-) = (R;+,),{an} — lim, o an, ahol K a konvergens valds szdmsorozatok halmaza
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