DISZKRET MATEMATIKA IT (MBNXK112)

gyakorlofeladatok
(2022 tavaszi félév)

1. SZAMELMELET (DIOFANTOSZI EGYENLETEK ES KONGRUENCIAK)

1.1. feladat. Hatarozzuk meg mindazon = egész szamok halmazat, amelyekre teljesiilnek az alabbi feltételek.

(a) 28| 36z (d) 105 | 45z (g) = |126 és x| 54
(b) 140 | z és 84 | x (e) 88|z és 66| (h) 75|z és 60 | z
(c) 144 | 108z (f) | 112és x| 84 (i) ]132¢és x99

1.2. feladat.” Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek pontosan 12 darab pozitiv oszt6ja van?

1.3. feladat. Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal az alabbi a,b egész szamok legnagyobb ko6zos osztojat és
fejezziik ki Inko(a,b) = au + bv alakban (alkalmas u,v egész szamokkal), majd adjuk meg a és b legkisebb kozos
t0bbszOrdsét is.

(a) a =36,b=28 (d) a =539, b=1001
(b) a=178,b=230 (e) a =—1253, b = —3241
(c) a=368,b=161 (f) a=—-1183, b= 1573
1.4. feladat.* Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre 2190 =1 és 276 = 1 egyszerre teljesiil?

1.5. feladat. Oldjuk meg az alabbi diofantoszi egyenleteket.

(a) 72z 460y =24 (d) 21z + 36y = 12 (g) 237z 4571y =13
(b) 78z + 30y = 12 (e) 21z — 15y = 12 (h) 197z + 418y = 17
(c) 18z +21y =9 (f) 6 — 10y = 22 (1) 2021z + 1739y = 4750

1.6. feladat. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmazok elemszamat.
(a) {r€Z:(3yeZ)(lle — 8y =3) és 10 < z < 30}
(b) {zx€Z:(FyeZ)(7Te —3y=13) és 10 < x < 30}

() {ye€eZ:(3xeZ)(7r—19y =10) és 15 <y < 35)}

(d) {yeZ:(BxeZ)(13z—20y =7) és 20 <y < 40)}

1.7. feladat. Kukutyinban 20 és 45 petakos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani 245 petakot?
(Az osszes megoldast adjuk meg.)

1.8. feladat. Hogyan lehet egy 21 és egy 25 literes edény segitségével kimérni 2 liter vizet?

1.9. feladat. Egy nyul ugral a szamegyenesen a 0-bol indulva. Kétféle ugrasra képes, amelyek hossza a, illetve b
egység.

(a) Ha a = 36 és b = 28, akkor az 1,2, 3,4 szamoknal 1év6 répak koziil melyeket tudja megenni?

(b) Ha a = 36 és b = 28, akkor hogyan jut el a lehet6 legkevesebb ugrassal 12-be?

(c) Ha a = 26 és b = 38, akkor hogyan tud eljutni a lehetd legkevesebb ugrassal 1000-be ugy, hogy mindig csak
elre (jobbra) haladhat? Es ha szabad visszafel¢ (balra) is ugrania?

1.10. feladat. Gomboéc Arturt sziiletésnapja alkalmabol Fold koriili atra fizették be a baratai, és az utra ellattak 15
lada csokoladéval. Minden ladaban pont annyi csoki volt, ahany éves Gomboc Artur. Naponta 54 csokoladét evett
meg, igy még egy hétig sem tartott ki az ellatmany, és az utolsé napra méar csak 39 csoki maradt (marmint az utolsd
olyan napra, amelyikre még jutott egyaltalan csoki). Hany éves Gomboc Artar?

1.11. feladat.* Haromféle bélyeget vasaroltunk. Az els6 alkalommal az egyes fajtakbol rendre 3, 5 és 7 darabot, a
masodik alkalommal 11, 13 és 9 darabot. A szamla els6 alkalommal 110 Ft, a méasodik alkalommal 250 Ft volt. Milyen
cimletii bélyegeket vasaroltunk?

1.12. feladat.” Valaki a kovetkezGket mondta: ,A baratném 22. sziiletésnapjara 22 szal viragbhol allo csokrot vettem
2000 forintért. A csokor fréziabol, narciszbol és rozsabol allt, amelyekbsl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve
130 forintba keriilt” Hany szal viragot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy mindegyikbdl
legalabb két szal volt, és semelyik kett6bdl sem volt ugyanannyi?

1.13. feladat.” Egy 5 m hossz kerités szegélyének elkészitéséhez 15 cm, 20 cm és 93 cm hosszisagu lécek allnak
rendelkezésiinkre. Az egyes lécfajtak felszegeléséhez rendre 2, 3 és 9 sz0g kell. Mennyire van sziikségiink a lécekbdl,
ha 50 szegiink van, és ezeket mind fel is akarjuk hasznalni?
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1.14. feladat. Mennyi lehet m értéke, ha 187 =5 (mod m) és 311 =3 (mod m)?

1.15. feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint.

(a) 699001 =? (mod 7) (d) 19921991 =? (mod 10)
(b) 2192 =? (mod 7) (e) 26162921 =? (mod 13)
(c) 3% =? (mod 7) (f) 34233123 =? (mod 20)

1.16. feladat.* Bizonyitsuk be (kongruencidk segitségével), hogy
(a) 7 | 2n+2 + 32n+1;
(b) 27 | 25n+1 + 5n+2'

1.17. feladat. Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat.

(a) 3x =4 (mod 5) (e) 88z =42 (mod 55)
(b) 10z =26 (mod 28) (f) 5z =24 (mod 13)
(¢) 6z =4 (mod 8) (g) 92 =15 (mod 12)
(d) 13z = -3 (mod 34) (h) 292 =17 (mod 73)

1.18. feladat. Egy nyul ugral egy szabalyos 28 oldalu sokszog csuicsain. Mekkorakat ugorjon, hogy. . .
(a) a 10. ugrassal a 26-os csticsba jusson?
(b) a 12. ugréssal a 26-os cstcsba jusson?

(c) a 16. ugrassal a 20-as csticsba jusson? (Es hogy a 16. ugrassal érkezzen eldszor a 20-as cstcsba?)
1.19. feladat. Melyik az a 4-re végz6dd haromjegyt szam, amely 63-mal osztva 1-et ad maradékul?

1.20. feladat. Hatarozzuk meg azt a legkisebb haromjegyii természetes szamot, amelynek 12-szerese 6-ot ad mara-
dékul 30-cal osztva.

1.21. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszereket.

x =1 (mod 14) x =7 (mod 8) . 2« =3 (mod 5)
(2) x = 7 (mod 10) } () x =6 (mod 7) } (©) x =4 (mod 7) }
x =3 (mod 2) 3z = 15 (mod 24) . 52 = 1 (mod 6)
B 2= (mﬁd 5)} ® =1 (mZd 21)} W 7z = 9 (mgd 10)}
x = 3 (mod 5) x = 5 (mod 6) 10z = 16 (mod 9)
(¢) z =1 (mod 6) } (g) x = 3 (mod 10) (k) 6z = 3 (mod 21)
x =7 (mod 9) z = —2 (mod 15) 3r = 2 (mod 5)
3z =1 (mod 5) 2z = 1 (mod 5) 2z = 18 (mod 10)
(d) 5z = 3 (mod 7) (h) 5z = -1 (mod 6) () 10z = 40 (mod 12)
3x = 4 (mod 9) 4 = 11 (mod 9) 152 = 9 (mod 21)

1.22. feladat. Egy labdarugo mérkézésre azonos szamu féréhellyel rendelkez6 buszokkal érkeznek a szurkolok, akiket
biztonsagi okokbol kisebb csoportokban engednek be a stadionba. Eldszor 4 busznyi szurkold érkezett, és 5 {6s cso-
portokban engedték be Gket, igy az utolsé csoportban csak 3 szurkoldé maradt. Maskor 13 busszal érkeztek, és 8-as
csoportokban nyertek bebocsatast, és ekkor szintén 3 szurkolé maradt az utoljara beengedett csoportban. Amikor
pedig 16 busszal érkeztek szurkolok, és egyszerre 9-et 1éptettek be, akkor végiil 5 szurkolé maradt. Hany személyesek
a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb 100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

1.23. feladat. Bizonyos megfigyelések szerint a varjak mindig azonos 1étszami rajokban vandorolnak. Ha 11 varjiraj
oly modon szall le egy fara, hogy a fa minden agara 4 varju kertil, akkor végiil egy varju egyediil marad. Ha 12 varjuraj
szall le egy fa agaira hetes csoportokban, akkor szintén egy varju egyediil lesz egy dgon. Mig ha 13 varjiraj kilences
csoportokban szall le egy fa agaira, akkor az utolsé dgon 7 varju lesz. Hany varji van egy rajban, ha tudjuk, hogy ez
a szam nem t6bb, mint 1007

1.24. feladat.* Oldjuk meg a kinai maradéktétel segitségével az alabbi paraméteres kongruenciarendszereket.

z = ¢; (mod 11)
(2) x = ¢ (mod 6) }

z = ¢ (mod 10)
() x = ¢y (mod 7) }

x = ¢; (mod 3)
() x = co (mod 4)

x = ¢z (mod 5)
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2. KOMBINATORIKA
2.1. feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el nyolc embert harom szobaban, ha a szobak egy, ketts és 6t személyesek?

2.2. feladat. Ot diak vizsgazik. Hanyféle eredménye lehet a vizsganak, ha tudjuk, hogy egy didk sem bukott meg, és
a vizsgaértékelés otfokozata?

2.3. feladat. Egy étteremben 4 munkatars ebédel. Az étlapon 20 kiilénbo6z6 étel van felsorolva. Hanyféleképpen
rendelhetnek, ha mindenki pontosan egy ételt rendel?

2.4. feladat. Egy bizottsagnak 7 tagja van, elnokot és elndkhelyettest valasztanak. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni,
ha a tagok egyike sem vallalhat egynél tobb feladatot?

2.5. feladat. Az 6tos lotton 90 szambol 5 szamot htiznak ki. Hanyféle 3-taldlatos szelvény lehetséges egy héten? (Egy
szelvényen 1-t6l 90-ig szerepelnek a szamok, melyek koziil a fogado 6tot jelol meg.)

2.6. feladat. Egy négytagu tarsasag a kovetkezSképpen akar feljutni egy tetGteraszra: ketten lifttel mennek egyszerre,
ketten pedig egymés utdn maszva a villamhariton jutnak fel. Hanyféle sorrendben érkezhetnek meg a teraszra, ha
feltessziik, hogy a lifttel utazéd két személy egyszerre érkezik, de ezt leszamitva nincs egyidejd érkezés?

2.7. feladat. Az ajandékboltban 6tféle mesekdnyv, haromféle csokoladé és hatféle jaték kaphat6. Hanyféleképpen
vaséarolhat egy sziil6 gyermekének 4 kiilonb6z6 ajandékot ugy, hogy pontosan 2 mesekényv legyen koztiik?

2.8. feladat. Hanyféle sorrendben haladhat &t a forgbéajton egy 8 hazasparbdl allo tarsasag, ha a hazastarsak kozvet-
leniil egymés utan mennek?

2.9. feladat. Ot héazaspar foglal helyet egy kerek asztalnal. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a hazastarsak
egymas mellett akarnak {ilni? (Két elhelyezkedést akkor és csak akkor tekintiink azonosnak, ha mindenkinek ugyanaz
a bal, illetve jobb oldali szomszédja.)

2.10. feladat. Ot hazaspar foglal helyet egy kor alaku asztalnal. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el, ha a hazastarsak
egymés mellett akarnak iilni, de sem két férfi, sem két né nem iilhet egymas mellé?

2.11. feladat. Hat 6vodas és 6t iskolas gyerek koziil szeretnénk tgy kivalasztani négy gyereket, hogy legalabb két
ovodas legyen kozottiikk. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

2.12. feladat. Husz lada arubdl 15 lada els6 osztalyd, a t6bbi masodosztalyt. Héanyféleképpen valaszthatunk ki 5
ladat ugy, hogy legfeljebb 2 mésodosztéilyu legyen koztiik?

2.13. feladat. Egy csomag francia kartya 52 lapbdl all, 4-féle szinbgl 13-13 lapot tartalmaz.
(a) Hanyféleképpen huzhatunk ki egy csomag francia kartyabol négy olyan lapot, amelyek koziil pontosan két lap
szine egyezik meg?

(b) Hanyféleképpen huzhatunk ki négy olyan lapot, amelyek kozott pontosan két szin fordul els?

2.14. feladat. Van 2 sarga, 3 fehér és 1 lila golyonk. Hanyféleképpen allihatunk Gssze ezekbdl egy 5 golyobol allo
sorozatot?

2.15. feladat. Egy boltban 6-féle CD-t lehet kapni. Hanyféleképpen lehet 4 CD-t vasarolni, ha egyféle CD-bdél tébbet
is vehetiink?

2.16. feladat. Egy tizletben 6tféle szaloncukrot lehet kapni: kokuszos, vajkaramellas, zselés, gumicukros és marcipanos
iztit. Hanyféleképpen lehet tiz szaloncukrot vasarolni, ha minden szaloncukorboél van legalabb tiz?

2.17. feladat. Hanyféleképpen valaszthatunk 30 darabot 100, 200 és 500 forintos bankjegyekbdl, ha feltételezziik,
hogy mindegyikbdl van legaldbb 30 darab?

2.18. feladat. Egy turistacsoport egy varos 20 nevezetességét szeretné meglatogatni 4 nap alatt. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg, ha 1 nap alatt akir az Gsszes nevezetesség megtekinthets, és szamit az, hogy egy adott napon milyen
sorrendben tekintik meg a latnivalokat?

2.19. feladat. Osszesen 15 kiilonb6z6 csomagot kell hazhoz vitetniink 3 kézbesit6vel. Hanyféleképpen oszthato szét
a munka, ha egy kézbesité akar 15 csomagot is elbir, és szamit a kézbesitési sorrend is?

2.20. feladat. Hanyféleképpen helyezhetiink el 24 kiilonb6z6 kényvet egy 7-polcos szekrényben, ha barmelyik polcon
elfér mind a 24 koényv?

2.21. feladat. Hanyféleképpen lehet 5 (egyforma) fehér és 10 (egyforma) zold golydt tgy sorbarendezni, hogy két
fehér ne keriiljon egymas mellé?

2.22. feladat. Egy allatszelidits 5 oroszlant és 4 tigrist szeretne bevezetni egymés utan a porondra ugy, hogy 2 tigris
nem johet egymas utan. Hanyféleképpen teheti ezt meg? (Az allatszelidit természetesen meg tudja kiilonboztetni az
allatait.)



2.23. feladat. Héany olyan (nem feltétleniil értelmes) sz6 képezhets a KARIKA sz6 betiiibsl, ahol 2 maganhangzo
nem keriilhet egymas mellé?

2.24. feladat. Hanyféle olyan ,sz6” képezhet6 a KOMBINATORIKA sz6 betiiibél, melyben nem all egyméas mellett
két

(a) massalhangzo,

(b) maganhangzo?
2.25. feladat. Egy kutatointézetben 67-en dolgoznak. Angolul 47-en, németiil 35-en, francidul 20-an beszélnek,

németiil és angolul 23-an, angolul és francidul 12-en, németiil és francidul 11-en, mindhdrom nyelven 5-en beszélnek.
Hényan vannak, akik egy nyelvet sem beszélnek?

2.26. feladat. Egy 50 {6s osztalybol 25-en jarnak matematika, 19-en fizika és 30-an kémia szakkorre. 10-en jarnak
matematika és fizika, 12-en matematika és kémia, 16-an fizika és kémia szakkorre, valamint 8-an jarnak mindharom
szakkorre. Hanyan vannak, akik egyik szakkorre sem jarnak?

2.27. feladat. Hanyféleképpen iiltetheti le Hofehérke a hét torpét egy padra tgy, hogy Tudor és Morgo ne iiljon
egymaés mellett?
2.28. feladat. Az a,b,c,d, e, f, g betiik permutaciéi kozott hany olyan van, amelyben. . .

(a) az a,b, c betiik nem egymaéas mellett allnak (barmely ketts allhat egymas mellett, de mind a harom méar nem)?

(b) az a, b, ¢ bettik k6z6l semelyik kettd nincs egymas mellett?

2.29. feladat. Hany olyan haromjegyi szam van, amely. . .
(a) nem oszthato se 5-tel, se 7-tel?
(b) nem oszthato se 2-vel, se 3-mal, se 5-tel?
(¢) nem oszthato se 4-gyel, se 5-tel, se 6-tal?
(d) nem oszthato se 6-tal, se 7-tel, és 2-esre végzGdik?
(e) nem oszthato se 6-tal, se 7-tel, és nem 2-esre végzidik?
2.30. feladat. Hany olyan 8-karakteres jelszo létezik, amely kisbetiikb6l, szamjegyekbdl és szimbolumokbol all, és

mindharombol legalabb egyet valdoban tartalmaz is? (Kisbettibsl 26, szamjegybdl 10, szimbolumbol pedig 32 all
rendelkezésre.)

2.31. feladat. Hatarozzuk meg az {a,b,c,d, e, f} — {1,2,3,4} leképezések szamat. Hany sziirjektiv és hany injektiv
van ezek kozott?

2.32. feladat. Hatarozzuk meg az {1,2,3,4} — {a,b,¢c,d, e, f} leképezések szamat. Hany sziirjektiv és hany injektiv
van ezek kozott?

2.33. feladat. Hanyféleképpen festhetiink ki n szobat 2-féle szinnel, ha minden szint legaldbb egyszer felhasznalunk?

2.34. feladat. Hanyféleképpen festhetiink ki n szobéat 3-féle szinnel, ha minden szint legaldbb egyszer felhasznalunk?
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2.35. feladat. Mi a (3x2 + > kifejezésben a konstans tag a hatvinyozas elvégzése és a rendezés utan?
x

5
2.36. feladat. Szamitsuk ki az alabbi tagok egyiitthatojat a (3:53 + 52) hatvany kifejtésében.
(a) z7°
(b) 2?
(c) a®
(d) z°
2.37. feladat.” Szamitsuk ki az alabbi tagok egyiitthatojat a (1 + 22 — 2*)!2 hatvany kifejtésében.
(a) xlS
(b) xlg

(c) 23
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2.38. feladat.” Szamitsuk ki az alabbi tagok egytitthatojat a <2x2 —x+ 1) hatvany kifejtésében.
(a) o ’
(b) «!
(c) «?
)«

(d



3. SZAMELMELET (MARADEKOSZTALYOK, HATVANYOZAS MODULO m)

3.1. feladat. Teljes maradékrendszert alkotnak-e az alabbi szdémhalmazok a megadott modulus szerint?
(a) 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000 modulo 7

)
(b) 10, 1,25, —13,28, 38,12 modulo 7
(¢) 11,22,33,...,154 modulo 14
(d) 11,21,31,...,911 modulo 91
(e) 2,8,14,...,302 modulo 51
(f) 4,9,14, .. .,239 modulo 49
(g) 3,18,33,...,678 modulo 46
3.2. feladat. Végezziik el Z,,-ben a szamitasokat. A végeredmény 0, 1,...,m — 1 valamelyike legyen.
(a) 8 +10,8 — 10,8 -10 € Zy5
(b) 10+ 15,10 — 15,10 - 15 € Zy3
(c) 10+ 15,10 — 15,10 - 15 € Zo;
(d) 17+15,9—-15,6-7 € Zoy
(e) 23+ 25,0 —21,9-12 € Z33

3.3. feladat. Oldjuk meg Z,,-ben az alabbi egyenleteket (az 0sszes megoldast keressiik meg!)
(a) 10-T=8 Zjs-ben

(b) 9-Z=6 Zji5-ben
() 7-T=06 Zis-ben
(d) 3-T=4 Zs-ben
(e) 10-T =26 Zog-ban
(f) 6-T=4 Zg-ban
(g) 88-T =42 Zss-ben
(h) 5-7=24 Zj3-ban
(i) 9-2=15 Zjs-ben
3.4. feladat. Hatarozzuk meg a megadott maradékosztaly multiplikativ inverzét.
(a) 37 €Zs
(b) 88 e Lss
(c) 5 le Z13
(d) 97" € Zu
(e) 5 'e Z14
() 297" € Zpy
3.5. feladat. Soroljuk fel Z;, elemeit, és allitsuk az elemeket parba az inverziikkel.
(a) m=15
(b)y m=7
(¢c) m=38
(d) m=9
(e) m=10
(f)y m=11
3.6. feladat. Hatarozzuk meg a megadott Z;, -beli maradékosztily multiplikativ rendjét és szamitsuk ki a hatvanyait.
(a) m=7, o2) =2, 2% =2, " =2
(b) m=17, o(3) =7, 3" =2, 3% =2
(c) m=10, o(2) =2, 2% =2, 2°' =2
(d) m =10, o(3) =2, 3% =2, 37 =2
(e) m=15, o(13) =2, 13" ° =2, T3 =2
(f) m =25, o(21) =2, 21"~ =27, 212" =2



3.7. feladat. Szamitsuk ki az Euler-féle ¢ fliggvény alabbi értékeit.

(a) ¢(20) =7
(b) »(30) =7
(c) ©(60) =7
(d) @(75) =7
(e) »(88) =7
(f) p(128) =7
(8) ¢(7h) =7
3.8. feladat.* Oldjuk meg az egyenletet a természetes szamok halmazan.
(a) p(z) =4
(b) o(x) =5
(c) o(z) =
(d) 2¢(z) ==
(e) p(x)=z-38
(f) p(x)=2—-10
(g) w(2?) =2z
(h) ¢(2?) = zp(2)

3.9. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékat a megadott modulus szerint.
(a) 3% =? (mod 128)
(b) 198t =? (mod 75)
(c) 63*2 =7 (mod 50)
(d) 4252 =? (mod 25)
(e) 111%° =? (mod 52)
3.10. feladat. Hatarozzuk meg a hatvany maradékit a megadott modulus szerint.
(a) 15159 =? (mod 34)
(b) 20%9 =? (mod 31)
(c) 6418 =? (mod 29)
(d) 3298 =? (mod 25)
(e) 557°17 =? (mod 53)
3.11. feladat. Mi az utols6 két szamjegye az 1997198 szamnak?

3.12. feladat. Milyen nap lesz 11...11 nap milva?
——
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3.13. feladat.* Hatarozzuk meg a hatvanyok maradékat a megadott modulus szerint. (Az emeletes hatvanyokat a(®”)
zardjelezéssel értelmezziik.)

(a) 1332 =7 (mod 87)
(b) 91441*** =7 (mod 88)
(c) 801 =? (mod 53)
(d) 9581 =7 (mod 46)
3.14. feladat.* Milyen nap lesz 711185%" nap milva?

3.15. feladat.* Mit ad maradékul googolplex 21-gyel osztva?



4. GRAFELMELET

4.1. feladat. Lehetséges-e, hogy egy. ..
(a) 5-tagu tarsasdgban mindenkinek pontosan 3 ismerdse van?
(b) 6-tagu tarsasagban mindenkinek pontosan 4 ismergse van?

4.2. feladat. Van-e olyan egyszerii graf, amelyben a cstcsok fokszamai az alabbiak? Ha van, rajzoljunk egy ilyen
grafot, s6t, probaljuk megadni izomorfia erejéig az Gsszes ilyen grafot.

(a) 1,2,2,2,3 (e) 1,1,2,2,3,3

(b) 3,3,4,4,z (Milyen szam keriiljon x helyére?) (f) 2,2,3,3,5,5

(c) 2,2,2,2,4,4 (g) 1,2,2,2,4,5,7,7
(d) 0,2,2,4,4,4

4.3. feladat. Keressiink (zart vagy nyilt) Euler-vonalat az alabbi grafokban. A grafok nagyobb méretben és interaktiv
formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-euler.html

(b)

4.4. feladat. Keressiink Hamilton-utat és Hamilton-kort az alabbi grafokban. A grafok nagyobb méretben és inter-
aktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html

(3) A

4.5. feladat. Sikgrafok-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt rajzoljuk le metszéspontok nélkiil; amelyik nem, abban
keressiik meg K3 3 vagy K5 egy felosztasat.) A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-sik.html
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4.6. feladat. Izomorfia erejéig. ..

(a) hany 3-csucsu fa van? (e) hany 3-éli fa van? (i) hany 3-cstcsu erds van?
(b) héany 4-cstcsu fa van? (f) hany 4-éld fa van? (j) héany 4-cstesu erds van?
(¢) hany 5-csticsu fa van? (g) hany 5-éli fa van?
(d) hany 6-cstucsu fa van? (h) hany 6-éld fa van?

4.7. feladat. Egy 20 pontu fanak 18 darab elséfoku pontja van.
(a) Mennyi lehet a tovabbi két cstcs fokszama?
(b) Milyen hosszt lehet a leghosszabb utja?
(c) Hany ilyen fa van izomorfia erejéig?
4.8. feladat. Egy erdd 5 fajaban Gsszesen 16 él van. Hany csticsa van az erdének?

4.9. feladat. Hany fabol allhat egy olyan erds, aminek 10 cstcsa és 7 éle van?


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-euler.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-hamilton.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-sik.html

4.10. feladat. Parosak-e alabbi grafok? (Amelyik igen, azt szinezziik ki két szinnel; amelyik nem, abban keressiink
paratlan hosszusagu kort). A grafok nagyobb méretben és interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-paros.html

N

4.11. feladat. Keressiink (a magyar modszerrel) maximélis elemszamu parositast az alabbi grafokban. Igazoljuk a
parositas optimaélis voltat egy megfelel§ lefogo csiicshalmaz megadasaval. A grafok nagyobb méretben és interaktiv
formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-parositas.html
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http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-paros.html
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/dimat2_2022tavasz/grafok/grafjatek-parositas.html

5. ABSZTRAKT ALGEBRA

Az 5.1-5.16. feladatok (megoldasai) interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebral-muveletek.html
5.1. feladat. Mivelet-e. ..

(a) az Osszeadéas a harommal oszthato egész szamok halmazan?

az 0sztas a pozitiv egész szdmok halmazan?

)
(c)
(d) az sszeadés az {a + bi | a,b € RT} halmazon?
)
)
)

5.2. feladat. Mdvelet-e. ..
(a) a szorzas a harommal oszthat6 egész szamok halmazan?
(b) a szorzas a harommal nem oszthatd egész szamok halmazan?
(c) az Osszeadas a [0,1] intervallumon?
(d) a szorzas a [0, 1] intervallumon?
) a szorzas az {a + bi | a,b € RT} halmazon?
f) az egyesités az {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3}} halmazon?

(e
(
5.3. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok (kommutativitas, asszociativitas, zéruselem, egységelem,
inverzek, kancellativitas) szempontjabol az A = {a, b, ¢,d} halmazon az alabbi tablazattal definialt * mtveletet.

*la b c d
ala b c d
blb a ¢ d
cle ¢ ¢ c
dld d ¢ c

5.4. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol az A = {a, b, ¢,d} halmazon az alabbi
tablazattal definialt o miveletet.

ola b ¢ d
alc a b b
bla b ¢ d
clb ¢ b a
d|b d c a

5.5. feladat. Irjuk fel a Zs halmazon a szorzas mivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok
szempontjabol.

5.6. feladat. Irjuk fel a P({u,v}) halmazon az egyesités miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miiveleti
tulajdonsagok szempontjabol.

5.7. feladat. Irjuk fel az {1, —1,4, —i} halmazon a szorzas mivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miveleti
tulajdonsagok szempontjabol.

5.8. feladat. Irjuk fel az {igaz, hamis} halmazon az implikicié miivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a tanult miveleti
tulajdonsagok szempontjabol.

5.9. feladat. Irjuk fel az {1,2,3} halmazon az x My = min{z,y} mivelet mivelettablazatat, és vizsgaljuk meg a
tanult miiveleti tulajdonsagok szempontjabol.

5.10. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol az A = {u,v,w} halmazon az alabbi
tablazattal definidlt ¢ mtveletet.



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra1-muveletek.html

5.11. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol az egész szamok halmazan értelmezett
aeb=a+ b+ 23 miveletet.

5.12. feladat. Vizsgéljuk meg a tanult mtveleti tulajdonsagok szempontjabdl az egész szdmok halmazan értelmezett
a ® b= b+ 2 miiveletet.

5.13. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mtveleti tulajdonsagok szempontjabol a valés szdmok halmazéan értelmezett
a*b=12—3a — 3b+ a - b miveletet.

5.14. feladat. Vizsgéljuk meg a tanult mtveleti tulajdonsagok szempontjabdl az egész szamok halmazan értelmezett
a ® b = a miveletet.

5.15. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult mtveleti tulajdonsagok szempontjaboél a komplex szamok halmazéan a kivonas
miveletét.

5.16. feladat. Vizsgaljuk meg a tanult miveleti tulajdonsagok szempontjabol a valds szamok halmazan értelmezett
aAb=ab—2(a+b)+ 6 miveletet.

Az 5.16. feladat Kunos Adam altal készitett megoldasa megtalalhaté itt:
https://drive.google.com/file/d/1gU3ulW4bYRUMnVMmoHkAOv6uncspgyEQ/view

Az 5.17-5.20. feladatok (megoldasai) interaktiv formaban megtalalhatoak itt:
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

5.17. feladat. Milyen algebrai struktardk az alabbiak?

(a) (N;+) (8) (Z5\{0};")
(b) (Z;+) (h) (Zs\ {0}k +)
(c) (Z;-) (i) (R**%+)
(d) (Z\{0};-) () (R**2;)
(e) (Zs;+) (k) (R**2\ {0};")
(f) (Zs;-) () GL2(R) := ({A € R*** | det(A) # 0};)
5.18. feladat. Milyen algebrai strukturak az alabbiak?
(a) (Q\{0};+) (e) (Z~;+)
(b) (@\{0}-) (f) (Ze \{0};")
(c) (@F5+) (g) (N;-)
(d) (@F)
5.19. feladat. Milyen algebrai strukturak az alabbiak?
(a) ({u,v,w};0) (b) ({a,b,c.d};0) (c) ({a,b,c,d};%)
ola b ¢ d x|a b ¢ d
alc a b b ala b ¢ d
bla b ¢ d blb a ¢ d
clb ¢ b a clec ¢ ¢ ¢
d|b d c a dld d ¢ c
(d) (P({u,v});U) (e) ({igaz, hamis}; —) (f) ({1, —1,4,—i};)

5.20. feladat.

(a) Milyen algebrai struktara (Z;¢), ahol aob=a — b?

(b) Milyen algebrai struktira (Z;e), ahol a b =a + b+ 23?
), ahol a ® b= b+ 27

), ahol a ® b = a?

)

®
;D

N N

(
) (
) Milyen algebrai struktira (

(d) Milyen algebrai struktuara (

(e) Milyen algebrai struktira (Q;«), ahol axb=12—3a —3b+a - b?

(f) Milyen algebrai struktara (Q\ {3};%), ahol axb=12—3a —3b+a-b?

5.21. feladat. Gydtrtit, illetve testet alkotnak-e az alabbi halmazok a szokasos Gsszeadassal és szorzassal?

(a) C (e) N (i) Z12
(b) R (f) Za, Zs3, L4, Zs, Zs () Zas
(c) Q (8) Zao (k) R**?
(d) Z (h) Zn () R?*3


https://drive.google.com/file/d/1gU3u1W4bYRUMnVMmoHkA0v6uncspgyEQ/view
http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2020tavasz/algebra/algebra2-strukturak.html

Az 5.22., 5.23., 5.28., 5.29. feladatok miivelettablazatai interaktiv formédban megtaldlhatoak ebben a ,szinez6ben”:
http://www.math.u-szeged.hu/ twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/szinezo.html

5.22. feladat. Adjunk meg izomorfizmust az A és B grupoidok kozott.

(a) A = ({igaz,hamis};+), B = (Zs;+) xla b ¢ d
(b) A = ({igaz,hamis}A), B = (Zs;-) ala b ¢ d
() A=({1,-1,i,—i};-), B=(Zyg;+) b|b a ¢ d
(d) A=({-1,1};), B=(Za+) cle ¢ ¢ ¢
(e) A= ({a,b,c,d};*), B=(Zyg;-) d|ld d ¢ ¢

5.23. feladat. Izomorf-e az A grupoid B és C koziil valamelyikkel? Ha igen, akkor adjunk meg egy izomorfizmust;
ha nem, akkor indokoljuk meg, hogy miért nem.

(a) A = ({igaz,hamis};—), B = ({0,1};0) C=({0,1};x)
o|0 1 x|0 1
01 1 0[]0 O
110 1 110 1
(b) A = ({1,2,3}; min),
2 1 2
2 0 0 0
1 1 1 2
2 2 2 0
(c) A= (,P({LQ});U)’ B = ({071’2’3};@)’ C= ({071’273};*)
@0 1 2 3 *x|10 1 2 3
0j0 1 3 1 0j0 1 0 1
1/1 1 1 1 111 1 1 1
213 1 2 0 210 1 2 3
3|1 1 0 3 311 1 3 3
(d) A= ({igaz hamis);v), B=({0,1}:0), C=({0,1};®)
0 1
0 1
1 1
(e) A= ({_17071};')7 B:(
01 2
0 0 O
01 2
0 2 0
(f) A=(zZ5-), B=({0,1,2,3};0), C=({0,1,2};®)
o0 1 2 3 @0 1 2 3
00 1 2 3 0j0 1 2 3
11 2 3 0 1(1 0 3 2
212 3 0 1 212 3 0 1
313 0 1 2 313 2 1 0

5.24. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b, ¢, d}; ) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

(a) [e,d] = x|la b ¢ d
(b)[,]: ala b ¢ b
(c) [a] =7 blb b b b
(d) [a,d] =7 cle b ¢ a
(e) [d] =7 dld b b a



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/regi/dimat2_2021tavasz/szinezo.html

5.25. feladat. Hatarozzuk meg az ({a,b,c,d}; *) grupoidban az alabbi részgrupoidokat.

(a) [a] = x|a b ¢ d

(b) [b] = ala ¢ b d

(c) [b, ] blb ¢ b a

(d) [a,d] =7 clc a ¢ a

(e) [e,d] = dld ¢ a d
5.26. feladat. Hatarozzuk meg az (N; +) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(a) [2,9] =7 (b) [2,5] =7 (c) [3,5] =7 (d) [4,10] =7
5.27. feladat. Hatéarozzuk meg az (N;-) félcsoportban az alabbi részfélcsoportokat.

(a) [2,9] =7 (b) [2,5] =7 (c) [3,5] =" (d) [4,10] =?

5.28. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozzé tartozé faktoralgebra
mivelettablazatat.

a) C= {{a,b}, {e. d}, {e}} x|la b ¢ d e
(b) C= {{a}, {b,c.d, 6}} alc b ¢ ¢ e
(c) C={{a,c}, {b,e}, {d}} bla ¢ ¢ e c¢
(d) €= {{a,b,c,e}, {d}} cla e ¢ c e
() € = {{a}, (b}, {e.d,e}} dla dcdd
(f) C= {{a,c, d,e}, {b}} ¢eja ¢ ¢c ¢ ¢

) C={{a}, {b.e}, {c}, {d}}

5.29. feladat. Kompatibilis osztalyozasa-e C az alabbi grupoidnak? Ha igen, irjuk fel a hozzé tartozé faktoralgebra
miivelettablazatat.

a) € = {{a,c}, {0}, {d}} *
(b) €= {{a,c}, {b.d}}

(¢) €= {{a,b}, {c}, {d}}
(d) ¢ = {{a}, {c}, {b.d}}
(e) €= {{a}, {b,c,d}}

(f) C = {{a,b, c, d}}

g) €= {{a}, {0}, {c}, {d}}

5.30. feladat.* Definidljuk a valos szamok halmazan a ~ relaciot a kévetkezSképpen: a ~ b <= sgna = sgnb.
Kongruenciaja-e ~ a relacio az alabbi grupoidoknak? Ha igen, irjuk fel a megfelels faktorgrupoid miivelettablazatat.

(a) (R;+)
(b) (R;-)

5.31. feladat.” Tekintsiik a természetes szamok halmazan a koévetkezs osztalyozast:

QU T Qo
L 0o 2 oo
(SN STERS ST S S

o 8 o 2 |8

Q O o

C = {{hérommal oszthat6 szamok}, {harommal nem oszthat6 szamok} }.

Kompatibilis osztalyozéasa-e C az alabbi grupoidoknak? Ha igen, irjuk fel a megfelels faktorgrupoid miivelettablazatat.

(a) (N;+)

(b) (N;-)
5.32. feladat. Homomorfizmusok-e az alabbi leképezések?
(a) o: (R*;:) = (R;+), x> logz (i) ¢: R 4,) = (R +,), 2 1/
(b) 0: (Ci+,:) = (Ci+,1), 2= Z () i (Zoi+,7) = (Zo+, ), = 2
(C) P ( ) ( +) z+— Rez (k) P (Z3;+,')—>(Zg;+,'),l"—>.’1}2
(d) ¢: (C;+) = (R;:), z— Rez M) #: (PU);N) = (PU);V), H — H,
(€) : (R™™:.)  (R;-), M s det M ahol U nemiires halmaz
. (m) (P(N);U,n) = (P(N);U,N),H — {1,2,3} UH
(6 #: (C10, 1 +) = Ri+), 1= [f(z)de () (K +,) = (Bit,), {an} = limg oo an,
ahol K a konvergens valos szdmsorozatok halmaza
(8) »: (Ryx) = (RT;0), 2 37,
ahol 7y =Y észoy = \/ay (0) ¢: (R;+) = (R;+),z = 2

(h) ¢: (Z;+,) = (Z;+, "),z — 2x



6. CSOPORTOK

6.1. feladat. Részcsoportot alkot-e a H halmaz a G csoportban?

(a) G=(Z;+), H=Ny (i) G=(C;+), H={ib:be R}
(b) G=(Z;+), H={a€Z:4]|a} (G) G=(C\{0};-), H={ib:be R\ {0}}
(¢) G=(Z;+), H={a€Z:4ta} (k) G = (Z10;+), H Z1o \ {0}
(d) G=(@Q+), H=Q () G=(Zwo;+), H=17j,

(e) G=(Q\{0};-), H=Q" (m) G = (Z15;+), H=1{0,3,6,9,12}
() G =@\ {0}), H=Q () G = (Zusi+), H = {1,1,71,13}
(g) G=(C;+), H={z€C:|z| =1} (o) G=(Zt5;-), H={1,4,11,14}
(h) G=(C\{0};-), H={2€C:|z| =1} (p) G = (R";), H = {véges tizedes tortek}

6.2. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban a B halmaz &ltal generalt részcsoportot.

(a) G = (Z:+), B=1{2,9} () G = (Zasi+), B = {5,55)

(b) G = (Z:+), B ={6,10} (0) G = (Zag; +), B = 75,55}

(¢) G = (Z:+), B={6,10,15} (0) G = (Zus; +), B = {6,10, 15}
(d) G=(Z;+), B={517} (@) G = (Z2;+), B ={30,42,105}
(e) G =(Z;+), B ={25,65} (1) G=(C;+), B={},4}

(f) G = (Z:+), B ={30,42,105} () G = (C\{0};-), B={1,1)
(8) G = (Z1s;+), B={2} (t) G = (C;+), B ={1,i}

(h) G = (Zis;+), B={2} (w) G =(C\{0};), B={1,i}

(i) G = (Z5;+), B={5} (v) G = (2%-), B={2}

(i) G = (Zis;+), B={5} (w) G =(Z%;-), B={3}

(k) G = (Za1;+), B={3} (x) G=(Zig), B={2}

(1) G = (Zy4;+), B = {6,10} (y) G = (Zis;-), B= {4}
(m) G = (Zi5;+), B ={6,10} (z) G =(Z%;"), B={8,13}

6.3. feladat. Hatarozzuk meg a G csoportban az a elem rendjét.

(a) G = (Za0;+), a=5 (n) G = (Z30;+), a=21

(b) G = (Z20;+), a =6 (0) G = (Z3p;+), a =22

(c) G=(Za0;+), a=T7 (p) G=R;+), a=-1

(d) G=(Z20;+), a=8 (@) G=R\{0};:), a=-1

(e) G =(Zz0;+), a=9 (r) G=(R;+), a=

(f) G=(Zar;+), a=5 (s) G=(R\{0};"), a=

(g) G=(Za1;+), a=6 (t) G=(Ci+), a=i

(h) G = (Za1;+), a=T7 (w) G =(C\{0};-), a=1

(i) G=(Zo1;+), a=38 (v) G=(Z3-), a=2

(i) G=(Za1;+), a=9 (w) G=(Z3;+), a=3

(k) G = (Z3o;+), a=18 (x) G=(Zi5;), a=2

(1) G = (Z3o;+), a=19 (v) G=(Zi5), a=11
(m) G = (Z3o;+), a =20 (z) G=(Z3;"), a=1
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