DISZKRET MATEMATIKA IT (MBNXK112)

végeredmények a gyakorlofeladatokhoz
(2021. majus 2.)

1. SZAMELMELET (DIOFANTOSZI EGYENLETEK ES KONGRUENCIAK)

1.1. feladat.
(a) 7 tobbszorosei: {7k : k € Z}
(b) 420 tobbszorosei: {420k : k € Z}
(c) 4 tobbszorosei: {4k : k € Z}
(d) 7 tobbszorosei: {7k : k € Z}
(e) 264 tobbszorosei: {264k : k € Z}
(f) 28 osztoi: {£1, 42, +4,+7, £14, £28}
(g) 18 osztoi: {1, 42, £3, 46,9, £18}
(h) 300 tobbszorosei: {300k : k € Z}
(i) 33 osztoi: {£1,+3,+11, £33}

1.2. feladat. 60

1.3. feladat.
(a) Inko(a,b) =4 = —3a + 4b, lkkt(a,b) = 252
(b) Inko(a,b) = 6 = 2a — 5b, lkkt(a,b) = 390
(c) Inko(a,b) = 23 = —3a + 7b, lkkt(a,b) = 2576
(d) Inko(a,b) =77 = 2a — b, lkkt(a,b) = 7007
() Inko(a,b) = 7 = —194a + 75b, Ikkt(a, b) = 580139
(f) Inko(a,b) =13 = —4a — 3b, lkkt(a,b) = 143143

1.4. feladat. A negyedik egységgyokok, azaz z = 1,—1,1, —i.

1.5. feladat.
(a) =245t y=—-2—-6t (t € Z)

(b) 2 =-1+4+5¢t, y=3-13t (t € Z)

() =-34+T7t, y=3—-6t (t€Z)

d) z=4+12t, y=—-2-Tt (t € Z)

() x=2-5t, y=2—-"Tt (t € Z)

(f) 2 =22+ 5t y=11+3t (t € Z)

(g) © = —689 + 571t, y = 286 — 237t (t € Z)
(h) & = 1479 + 418, y = —697 — 197t (t € Z)

(i) nincs megoldasa
1.6. feladat.
(a) 2= [{17,25}|
(b) 7=1{10,13,16, 19,22, 25, 28}|
(¢) 3 =1{19,26,33}
(d) 2 =[{25,38}
1.7. feladat. 10-20+1-45és1-204+5-45
1.8. feladat. Végtelen sok megoldéas van, ime egy: 12-21 — 1025 = 2.

1.9. feladat.
(a) Csak a 4-nél 1évét tudja megszerezni.
(b) (=2)-a+3-b=12 (5 ugras)
(c) Az elsS esetben 18- a + 14 - b = 1000 (32 ugras), a méasodik esetben (—1) -a + 27 -b = 1000 (28 ugras).

1.10. feladat. Gomboc Artur 17 éves (és az 6t6dik napon fogyott el a csokoladé).
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1.11. feladat. 6, 10, 6
1.12. feladat. 7, 5, 10
1.13. feladat. 1, 1, 5
1.14. feladat. 2,7,14

1.15. feladat.
6

—~
> aan T
L2t s
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e
(f) 7
1.16. feladat.
(a) 2nt2 4320l =4.2" 4 3.9"=4.2"+3.2"=7-2"=0 (mod 7)
(b) 2ontl 4 5n+2 = 92.32" 4 25.5" =2.5" +25.5" =27.5" =0 (mod 27)
1.17. feladat.
(a) x=3 (mod 5)
(b) =11 (mod 14)
(¢) =2 (mod 4)
(d) =5 (mod 34)
(e) nincs megoldasa
(f) =10 (mod 13)
(g) =3 (mod 4)
(h) £ =61 (mod 73)
1.18. feladat.
(a) 11, 25
(b) ez lehetetlen
(¢) 3, 10, 17, 24 (el6szor: 3, 17)
1.19. feladat. 694
1.20. feladat. 103

1.21. feladat.
(a) x =57 (mod 70)

(¢) =43 (mod 90)
(d) =37 (mod 315)
(e) = -1 (mod 56)
(f) =29 (mod 168)
(g) nincs megoldasa
(h nincs megoldasa

(1) £ =184 (mod 210)
1.22. feladat. 47
1.23. feladat. 31

1.24. feladat.
(a) x =12¢1 + 55¢2 (mod 66)
(b) & =21c; +50c2 (mod 70)
(¢) © =40c; + 45¢2 4+ 36¢3 (mod 60)



2. KOMBINATORIKA

|
2.1. feladat. 87 = 8\ (3
112!5! 5/\2

2.2. feladat. 4°
2.3. feladat. 20*
2.4. feladat.

2.5. feladat.

2.7. feladat.

7
4
2.6. feladat. (

2.8. feladat. 8!- 28

2.9. feladat. 5 2%

2.10. feladat. — -2

E) (50

o (OG- ()
O C-()C)

213! 2'2‘1' 1'3' 1!

2.15. feladat. (6 +a- 1)

10—-1
2.16. feladat. 5 +10 )

2.17. feladat.

Qg
(3”’0‘1)

_ | _
2.18. feladat, (2OT4 =DV oo (20+4 -1
(4—1)! 20
_ | _
2.19. feladat. w =15!. 15+3 -1
(3-1! 15
(24+7-1)

—-1)! 24 -1
2.20. feladat. ————~— = 24! . +7
(7-1)! 24

2.21. feladat.

2.23. feladat. . =
21 2!

2.22. feladat. (6> -4!. 5!

2.24. feladat.

w (7). 8T
& \7) a2r221 2



o ()

2.25. feladat.
2.26. feladat.
2.27. feladat.
2.28. feladat.

(a) 7! -5l
(b) 71—3

(a) 618

2.34.

2.35.

2.36.

212191

. feladat.
. feladat.
. feladat.
. feladat.

feladat.

feladat.

feladat.

6! 7!

2!
6
6

7—6!-2

- 3!

-2~6!+3~2-5!:<§>~

2.29. feladat.

41 3!

68% — 36% — 58% — 428 + 26° + 10% + 328
Osszesen 4%, ebbol 46 — 4-36 4626
Osszesen 6%, ebbél 0 sziirjektiv és 6 - 5 - 4 - 3 injektiv.
2" —2

3
3m— ()2 +3

6
-32.2% = 2160
(4)

(a) G) 3124 =240

(b) <5> -32.23 =720

2

(c) 0
(d) (g) -3%.22 = 1080

2.37. feladat.

(a) (6 162 0) (771227 3) = —6996

) (42

(c) (2 9, 1) i

2.38. feladat.

12

(&) (0, 6,6
12

+ 12 _ 54
1 7,1,4)
12 2
(3,5,4> (4,1,7> -2

12 12

—_ .2 .4:_
)~ an) 20 (ag) 7=

12

b) — 2ot .23 = 52272
(®) (1,5,6> +(3,2,7> i

12

(c) _<0,7, 5> N <2
)2 (she) 2=

12

(@) (1,4,7

12

12
.92 _ .94
o) ()

= —8712

—7920

— 4 sziirjektiv és 0 injektiv.



3. SZAMELMELET (MARADEKOSZTALYOK, HATVANYOZAS MODULO m)
3.1. feladat.

E.
=
@]
w0
=
@
0
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&
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»n
o

3.4. feladat.
(a) 3 ' =2€Zs

)
()5 ' =8€Zy
(d) 9" € Z12 nem értelmezett
) 5 '=3€eZy
(f) 29 ' =68 € Zrs

3.5. feladat. Az inverz pérok tagjai szorosan egymas mellé vannak irva; amelyik elemnek nincs ,pérja” az sajat
maganak az inverze.

(a) Zis ={1; 2,8 4 7,13; 11; 14}
(b) Zx ={1; 2,4; 3,5; 6}
(c) Zg={1; 3; 5 T}
(d) Z§ ={1; 2,5, 4,7; 8}
)

(f) z;, ={1;, 2,6 3,4 59 738 10}
3.6. feladat.

(a) Zr-ben o(2) =3, 2% =1, "' =1

(b) Zr-ben 0o(3) =6, 3°°' =6, 37" =5

(¢) Zio-ben o(Z) nem értelmezett, 2> =14 272 =3
(d) Zio-ben o(3) =4, 32 =9, 3% =3

(€) Zys-ben o(13) = 4, 39 13, 3% =7

(f) Zos-ben o(21) =5, 210 =11, 212 =6
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3.7. feladat.

(a) (20) =8
(b) ©(30) =38
(c) ¢(60) =16
(d) ©(75) =40
(e) ©(88) =40
(f) »(128) = 64
(8) (7)) = 1152
3.8. feladat.

(a) x=5,8,10,12

2 =7.914,18
r=2%(keN)

h) minden x € N esetén teljesiil

3.9. feladat.
(a) 395 =3'=3 (mod 128)
(b) 198 =19' =19 (mod 75
(c) 6312 =132=19 (mod 50
(d) 4252 =172 =14 (mod 25
(e) 1119 =72 =49 (mod 52
3.10. feladat.
(a) 15159 = 1571 =25 (mod 34)
(b) 20* =20=' =14 (mod 31)
(c) 6* =672 =25 (mod 29)
(d) 3?29 =3"2=14 (mod 25)
(e) 557917 =273 =8 (mod 53)
3.11. feladat. 1997'9% = (—3)"2 =89 (mod 100) == az utols6 két jegy 8 és 9
3.12. feladat. 11...11=9"1.99...99=4-(10" -1)=4-(33-1)=4-26=4-5=—1 (mod 7) = ugyanolyan
N NGRS

99 99
nap lesz, mint amilyen tegnap volt

3.13. feladat.
(a) 1332° = 134" =131 = 13 (mod 87)

)
)
)
)

(b) 91441°** = 31" =3 (mod 88)
(c) 801" =277 =273 =8 (mod 53)
(d) 95817 = 315" =33 =27 (mod 46)

5937

3.14. feladat. 7118 = 41" =4-1=2 (mod 7) => ugyanolyan nap lesz, mint holnaputan

3.15. feladat. googolplex = 10" = 10* = (—=5)2=4 (mod 21)



4. GRAFELMELET

4.1. feladat.
(a) Nem lehetséges.

(b) Lehetséges (izomorfia erejéig egyetlen ilyen graf van).

4.2. feladat.
(a) Izomorfia erejéig két ilyen graf van.

~ — —

h) Van zart Euler-vonal (és igy nyilt Euler-vonal nincs).

4.4. feladat.
(a) Van Hamilton-kor (és igy Hamilton-tt is).

h) Van Hamilton-ut, de Hamilton-kor nincs.

4.5. feladat.
(a) Sikgraf.

(a) 1

DD W N O W N
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4.7. feladat.
(a) 2 és 18 kozott barmennyi lehet (de az Gsszegiik 20 kell legyen).

4.8. feladat. 21
4.9. feladat. 3
4.10. feladat.

(a) Nem péaros graf.
(b) Paros graf.

(c
(d

)

) Nem péros graf.
)
e) Nem péros graf.
)
)
)

Paros graf.
(
(f) Paros graf.
(g) Paros graf.
(h

(i) Nem paros graf.

Péaros graf.

4.11. feladat.

(a) v(G) =7(G) =4
(b) v(G) =7(G) =3
(¢) v(G) =7(G) =6
(d) v(@) =7(G) =5
(e) v(G)=7(G) =10
(f) v(G) =7(G) =4
(8) ¥(G) =7(G) =5
(h) v(G) =7(G) =6
(i) v(G) =7(G) =10



5. ABSZTRAKT ALGEBRA
5.1. feladat.
a) igen
b

—~ o~

nem

(¢]

nem

o~
o,

e
f

g) igen
5.2. feladat.

(a) igen
igen

nem

nem

)
)
) igen
)
)

T~

nem
igen
nem
f) nem

5.3. feladat. Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; ¢ zéruselem; a egységelem; a inverze a; b inverze b; c-nek
nincs inverze; d-nek nincs inverze.

5.4. feladat. Nem kommutativ; nem asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; b egységelem; a inverzei c és d; b
inverze b; ¢ inverzei a és ¢; d inverze a.

5.5. feladat. Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 0 zéruselem; 1 egységelem; O-nak nincs inverze; 1 inverze 1;
2 inverze 3; 3 inverze 2; 4 inverze 4.

5.6. feladat. Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; {u, v} zéruselem; @ egységelem; () inverze 0; a tobbi elemnek
nincs inverze.

5.7. feladat. Kommutativ; asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; 1 egységelem; 1 inverze 1; —1 inverze —1; ¢
inverze —i; —% inverze i.

5.8. feladat. Nem kommutativ; nem asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket
nem is lehet értelmezni).

5.9. feladat. Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 1 zéruselem; 3 egységelem; 3 inverze 3; a tobbi elemnek nincs
inverze.

5.10. feladat. Kommutativ; asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; w egységelem; u inverze v; v inverze u; w
inverze w.

5.11. feladat. Kommutativ; asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; —23 egységelem; a inverze —46 — a (minden
a € 7 esetén).

5.12. feladat. Nem kommutativ; nem asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket
nem is lehet értelmezni).

5.13. feladat. Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 3 zéruselem; 4 egységelem; 3-nak nincs inverze; a inverze

834 (minden a € R\ {3} esetén).

5.14. feladat. Nem kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket nem
is lehet értelmezni).

5.15. feladat. Nem kommutativ; nem asszociativ; kancellativ; nincs zéruselem; nincs egységelem (igy inverzeket nem
is lehet értelmezni).

5.16. feladat. Kommutativ; asszociativ; nem kancellativ; 2 zéruselem; 3 egységelem; 2-nek nincs inverze; a inverze
20=3 (minden a € R\ {2} esetén).
5.17. feladat.

(a) Félesoport (és igy grupoid is).

(b) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
(¢) Monoid (és igy félesoport, grupoid is).
(d) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).
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e
f

g

) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
)
)
h) Nem is grupoid.
)
)
)

—_

Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).

—~ o~
—~

i) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).

—

j) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

k
(1) Csoport (és igy monoid, félcsoport, grupoid is).

—

Nem is grupoid.

5.18. feladat.
(a) Nem is grupoid.
) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
(c¢) Félcsoport (és igy grupoid is).
(d) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félesoport, grupoid is).
) Félcsoport (és igy grupoid is).
) Nem is grupoid.
(g) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).
5.19. feladat.
(a) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
(b) Grupoid.
(¢) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).
(d)
)

(e) Grupoid.

Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).

(f) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
5.20. feladat.
(a) Grupoid.
(b) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
(¢) Grupoid.
(d) Félesoport (és igy grupoid is).
(e) Monoid (és igy félcsoport, grupoid is).
(f) Abel-csoport (és igy csoport, monoid, félcsoport, grupoid is).
5.21. feladat.
(a) Test (és igy gytrd is).
Test (és igy gyfr is).
Test (és igy gytrt is).
Gytird, de nem test.

Nem is gytir.

)
)
)
)
) Mindegyik gytrd, Zs, Z3 és Zs még test is.
) Gytrd, de nem test.

) Test (és igy gytr is).

) Gyftird, de nem test.

) Test (és igy gytrd is).

) Gyfird, de nem test.

(1) Nem is gytrt.

(a) ¢: A — B, igaz — 0, hamis — 1

(b) ¢: A — B, igaz+> 1, hamis — 0

() p: A—=B, 10, ~1—2, i1, —i+3(dejoazis, hogy 10, =12 i3 —i 1)
(d) p:A—B, 1—0, —1—1

() p: A—=B, a—~1,b—3, c—0, d—2



5.23. feladat.
(a) A2 Cés A>B (a kovetkezs izomorfizmus mellett: ¢: A — B, igaz — 1, hamis — 0).
(b) A2 C és A =B (a kovetkezd izomorfizmus mellett: p: A - B, 1+—1, 2+— 2, 3~ 0).
(c) A2 Bés A=C (pl. akovetkezs izomorfizmus mellett: p: A — C, @ — 2, {1} — 0, {2} — 3, {1,2} — 1).
(d) A2 Bés A=C (akovetkezs izomorfizmus mellett: ¢: A — C, igaz +— 1, hamis — 0).
(e) A2 Cés A=B (akovetkezd izomorfizmus mellett: ¢: A - B, —1—1, 0— 2, 1+ 0).
(f) A2 Cés A~B (pl. a kivetkezs izomorfizmus mellett: ¢: A - B, 10, 21, 3 3, 4 2).

5.24. feladat.
(a) [e,d] ={a,b,c,d}
(b) [a,b] = {a, b}
(¢) [a] = {a}
(d) [avd] = {a>b7 d}
(e) [d] = {a,b,d}
5.25. feladat.
(a) [a] = {a}
(b) [b] = {a,b,c}
() [b.c] = {a.b,c}
(d) [a7d] = {CL?d}
(e) [e,d] ={a,b,c,d}
5.26. feladat.
(a) [2,9] ={2,4,6,8,9,10,...} =N\ {1,3,5,7}
(b) [2,5] ={2,4,5,6,...} =N\ {1,3}
(c) [3,5] ={3,5,6,8,9,10,...} =N\ {1,2,4,7}
(d) [4,10] = {4,8,10,12,...} = {2k : k € N} \ {2,6}
5.27. feladat.
(a) [2,9] ={2%-3% ke Ny, k+£>1}
(b) [2,5] ={2F -5k, 0 €Ny, k+¢>1}
(c) [3,5] = {3k -5°: k, 0 € Ng, k+£>1}
(d) [4,10] = {2* .5° : k,l € Ny, k> ¢, k ={ (mod 2), k+£> 1}
5.28. feladat.
(a) nem kompatibilis
(b) kompatibilis
(
(

)

c)

d) nem kompatibilis
)
)

kompatibilis

(e) kompatibilis
(f

(g) kompatibilis
5.29. feladat.

(a) kompatibilis

(b) kompatibilis

nem kompatibilis

)
(c) nem kompatibilis
(d) kompatibilis
(e)
(f)
(g) kompatibilis
5.30. feladat.
(a) nem kompatibilis
(b) kompatibilis
5.31. feladat.

nem kompatibilis

kompatibilis
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(a) nem kompatibilis
(b) kompatibilis
5.32. feladat.



6. CSOPORTOK

6.1. feladat.

—
=5

o
S|

N~
Sy

@
S

sy

—_

D
Sejilss|

Sy

—
.

) [B]
) [B]
) [B]
) [B]
) [B]
) [B]
) [B]
) [B]
) [B]
(k) [B] =10,3,6,9,12,15,18}
(1) [B] ={0,2,4,6,8,10,12}
(m) [B] = Zs5
(n) [B] = {0,5,10}
(0) [B] = Zs6
(p) [B] =Z14
(q) [B] =1{0,3,6,9,12,15,18}
() [B]={§ kez}
(s) [B] ={2*3" .k, 0 € Z}
(t) [B]=2Z[i] ={a+bi:a,beZ} (Gauss-egészek)
(u) [B] = E4 ={1,—1,i,—1} (negyedik egységgyokok)
(v) [B] = {Tv 2, Z}
(w) [B]=1{1,2,3,4,5,6} = Z*
(x) [B] = {Tv 2,4, g}
() [B] = {13}
() [B] = {1,5,13,20}
6.3. feladat.
(a) o(a) =4
(b) o(a) =10

(¢) o(a) =20

13
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