ALKALMAZOTT ALGEBRA FELADATOK (2016 tavaszi félév)

Ismétlés

0. feladat® Adjunk meg olyan ¢ linedris transzformaciéjat a siknak, amelyre
(a) ¢-nek 1-dimenzids a képtere; (b) -nek nincsen sajatértéke; (c) p+¢?=—id.

1. feladat® Legyen ¢ a sik 3z — 4y = 0 egyenletii egyenesére valé tengelyes tiikrozés. Adjuk meg ¢ matrixat a standard
bézisban és egy masik bazisban is.

2. feladat® Legyen V a legfeljebb mésodfoki valés polinomok vektortere, és legyen o: V=V, f — f(z +1) — f ().
Ellenérizziik, hogy ¢ linearis transzformécid, és adjuk meg a magterét és a képterét.

3. feladat®
(a) Adjunk meg valédi kétdimenziés alteret R?-ben.
) Soroljuk fel a Z3 vektortér osszes alterét.
(c) Adjunk meg kételemii alteret a Z% vektortérben.
) Adjunk meg R3-ben olyan linedrisan fiiggé vektorrendszert, amelyben egyik vektor sem konstansszorosa valamely
miésik vektornak.
(e) Keressiink olyan haromelemti vektorrendszert R3-ben, amelynek egyik vektora sem 4ll el a tobbi linedris kombin4-
ciéjaként.
4. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokoljuk is a valaszunkat!)
) Minden 3-dimenzids vektortérben megadhaté 4 linedrisan fiiggetlen vektor.
) Egész szamokbdl 4ll6 nemelfajulé matrix inverze is egész szamokbol 4ll.
) A Z3 vektortér {(1,2,1),(0,0,0)} részhalmaza altér.
) Ha egy V vektortér valamelyik vektordanak koordindtasora egy bdzisban (0,0, 0), akkor barmely mds bézisban is ez
a koordinatasor.
) A sikon, azaz az R? vektortéren az (1,0) vektorral torténd eltolds (vagyis a v — v+(1,0) leképezés) linedris leképezés.
) Barmely két, ugyanazon test feletti vektortér kozott megadhato linearis leképezés.
) Ha egy linedris transzformdcié métrixa nemelfajuld, akkor a transzformécié injektiv.
) Legyen ¢ az R? vektortér linedris transzformacidja, és legyen A valés 3 x 3-as métrix. Ekkor van olyan bézisa R3-nek,
melyben ¢ matrixa éppen A.
(i) Legyen e, eq,e3 a V valds vektortér bazisa, és legyen v, illetve w az a V-beli vektor, amelynek koordindtasora ebben
a bézisban (1, —1,0), illetve (2, —2,0). Ekkor v és w linedrisan fiiggetlenek.
(j) Barmely valés 3 x 3-as métrixnak van valds sajatértéke.

. feladat® Oldjuk meg a 92 = 7 (mod 1153) linedris kongruenciat.
. feladat® Oldjuk meg a 2z = 3 (mod 9), 4z = 6 (mod 11), 3z = 9 (mod 13) linesris kongruenciarendszert.
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7. feladat® Hatérozzuk meg az 011 (3) és o5 (17) multiplikativ rendeket.
8. feladat® Adjunk meg primitiv gyokot modulo 5,6, 7,8,9,10, 11.
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. feladat® Hatérozzuk meg az f = 26+ 2° + 22 + 1,9 = 2° + 2* + 1 € T [x] polinomok legnagyobb kozos osztéjat, és
adjuk meg az fu + gv = (f, g) egyenlet egy megolddsit a T = Q, Zs és Zs testek felett.

10. feladat® Adjuk meg az f; = 2% — 322 + 4o — 12, fo = 22% + 250 és f3 = 22° — 62* + 182 — 122 + 30 polinomok
irreducibilis felbontdsat a Q, R és C testek felett.

11. feladat® Adjuk meg az f; =22+ 1, fo = 2%+ + 1 és f3 = 2* + 22 + 1 polinomok irreducibilis felbontésat a Zsy és
Z3 testek felett.

12. feladat Hatérozzuk meg a Zj vektortér 3-dimenzids altereinek szdmat.

13. feladat Igazoljuk, hogy egy V vektortér ¢ linedris transzformécidja pontosan akkor idempotens (vagyis ¢? = ¢) ha
Im ¢ NKer ¢ = {0} és vp = v barmely v € Im ¢ esetén.

14. feladat Legyen n > 2 természetes szam. Hatérozzuk meg az n-hez relativ prim, n-nél kisebb természetes szamok
Osszegét.

15. feladat Mutassuk meg, hogy ha a L 100 = 1, akkor a?* =1 (mod 100).

n—1

16. feladat Legyen n olyan természetes szam, amelyre teljesiil, hogy barmely a L n esetén a = 1 (mod n). Igazoljuk,

hogy n négyzetmentes szam.



A csoport fogalma, nevezetes példak

17. feladat® Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre nézve?
(@) @i+) () @w) (@ @uH) @ (Zs) () R\G+)
(f) (R\{-1};0), aholaob=a+b+ab (g) (R;o0),aholzoy=xz+2y
(h) ({e € C: létezik olyan n € N, amelyre " = 1};-)
(i) (P(H);U), ahol H nemiires halmaz (j) (P(H);A ), ahol H nemiires halmaz
(

k) G = ({a,b,e,1,2,3};-), ahol a (jelen esetben asszociativ) szorzdst az aldbbi miivelettdbldzat adja meg:

a b ¢ 1 2 3
all 2 3 a b c
b2 3 1 b ¢ a
c|3 1 2 ¢ a b
lla b ¢ 1 2 3
2|/b ¢c a 2 3 1
3lec a b 3 1 2

18. feladat® Az aldbbi kivetkeztetések koziil melyek érvényesek minden csoportban tetszéleges a, b, ¢, d, g, z, y elemekre?
A helyes kovetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldét.

(a) azb=ayb = x=y (b) axb=bya = x =y () az=1 = z=a"!

(d) abz=1 = z=a"tb"! (e) wab=c = z=cbta™! (f) 22=9y? = 2=y

19. feladat® A D,, (n € N,n > 3) n-edfoki diédercsoportban jelélje a a kozéppont koriili 27” szogll forgatast, t pedig az

egyik tengelyes tiikrozést.
(a) Vézolja fel D,, miivelettablazatét.
(b) Adja meg a kovetkezd elemeket a¥t (0 < k < n — 1) alakban.

ta, ta®, ... ,ta" "', ta™?, (a7 ta™ ), (ta7 )23, (atat TP 1) 100
20. feladat® Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek el6allnak az a elem pozitiv egész kitevés hatvanyaiként, illetve
egész kitevls hatvanyaiként.
(a) G=(Z;+), a=1 (b) G=(Z;+), a=3 () G=(P({1,2,31;4), a={1,2}

0
0
-2

O o O

1
(d) G = Dg, a pedig a kozéppont koriili g szoggel val6 forgatdas (e) G=(GL(R,3),), a=1{0
0

(f) G=(Zis,), a=T7 (g) G=(Z3,"), a=5
21. feladat Milyen a,b,c € R paraméterek esetén lesz (R; o) csoport, ahol x oy = ax + by + ¢?

22. feladat Tetszéleges R kommutativ egységelemes gylir(i esetén legyen Lr = {z — ax +b:a € R*,b € R} az R feletti
bijektiv ,linearis” fiiggvények halmaza. Mutassa meg, hogy Lr csoportot alkot a leképezésszorzas miiveletével.

23. feladat Egészitse ki az alabbi miivelettablazatot gy, hogy csoport miivelettdbldzatat kapjuk.
e a b x y =z
e

Y

e 8 a9 0

z

24. feladat Az aldbbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek minden csoportban tetszoleges a, b, ¢, x,y elemekre? A
helyes kovetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldat.

(b) @120 =120, 4273 — 278 — 5y

(a) 2’ =9, 2’ =y = z=y
25. feladat Hany eleme van a GL(Z,,2) csoportnak?

26. feladat Adja meg olyan elemet a GL(R,2) csoportban, amelyben nem szerepel nulla, azonban csak véges sok kiilon-
b6z6 hatvanya van.

27. feladat Héany eleme van a szabalyos tetraéder mozgas-, illetve szimmetriacsoportjanak?
28. feladat Hény eleme van a kocka mozgds-, illetve szimmetriacsoportjanak?

29. feladat frja le a kor mozgés-, illetve szimmetriacsoportjat.



30. feladat Tekintsiik a kovetkezd négyelemtl csoportokat: (Zas;+), (Z%;-) (Z%;-), (Z3;+), (Es-), (P({1,2});4),
(Sym (H) ; 0), ahol E; a negyedik komplex egységgyckok halmaza, Sym (H) pedig a H beti{i szimmetriacsoportja. Irja
fel a miivelettabldzataikat, és dontse el, hogy melyek izomorfak egymadssal (azaz mikor lehet két csoport elemeit alkalmas
médon a, b, ¢, d betiikkel jelslni ugy, hogy a két miivelettabldzat egyforma legyen).

31. feladat Mutassa meg, hogy a Q = {1,—1,4,—i,7, —j, k, —k} halmazon egyetlen olyan asszociativ szorzas létezik,
amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:

e az {1,—1,i,—i} részhalmazban ugyanigy szorzunk, mintha a felsorolt elemek komplex szdmok lennének;

o az {1,—1,5,—5} és {1, —1, k, —k} részhalmazban ugyanigy szdmolunk, csak ¢ helyett j-vel és k-val;

o ij =k jk=1iki=j.

Igazolja, hogy @ csoportot alkot erre a szorzasra nézve (ezt a csoportot kvaternidcsoportnak nevezik).

Permutaciok

32. feladat® Szamitsa ki So-ben az aldbbi permutécickat. A végeredményt adja meg idegen ciklusok szorzataként és
kétsoros alakban is (minden elem ald a képét irva).

(1356) (2463) (342) , (4732)" ' (15423), 7p, p*m, ((123)7) ", (123) ' =L, 72, #%, #*, %, #'%3,

(123456 789 (1 23456 789
™\3 459818627 P~ 3816 9 7 5 4)°

33. feladat® Hatarozza meg a fenti permutacidk paritasat.

ahol

[\

34. feladat® Oldja meg az Sy csoportban az alabbi egyenleteket. A végeredményt adja meg idegen ciklusok szorzataként
és kétsoros alakban is.
(a) x-(134)(246) = (12) (b) (234)_1 -z = (1452) (359) (c) (25)(234)-x-(678)(789) = (4276) (934)

35. feladat Milyen lehet a szerkezete szerkezete egy 2 és egy m > 2 hosszisdgu ciklus szorzatdnak (ebben, illetve a
forditott sorrendben)?

36. feladat Oldja meg Sg-ban az alabbi egyenleteket.
(a) 7 =(12) (b) 7% =(123) (c) ™ =(12345) (d) 7 =(123)(456)

37. feladat A paronként idegen ciklusokra bontott alak segitségével adjon meg sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy
egy permutdcié eldélljon valamely permutdcié négyzeteként (azaz masodik hatvanyaként).

38. feladat Milyen a ciklusszerkezete — azaz a paronként idegen ciklusokra bontott alakjaban milyen hosszisdgu ciklusok
szerepelnek, és melyikbol mennyi — egy n hosszusagu ciklus k-adik hatvanyanak?

39. feladat Igazolja, hogy barmely n € N esetén

(a) Vr € S,3keN: 7" =id; (b) k€ NVr € S, : 7% =id (melyik a legkisebb ilyen k?).
40. feladat Bizonyitsa be, hogy S,, minden permutécidja felirhaté legfeljebb n — 1 transzpozicié szorzataként.
41. feladat Igazolja, hogy egy n hosszisagu ciklus nem irhaté fel n — 1-nél kevesebb transzpozicié szorzataként.

42. feladat Legyen n € N, n > 2. Igazolja, hogy az S,, csoportot generaljak az aldbbi halmazok (azaz S, minden eleme
megkaphaté a megadott permutdciokbol szorzas segitségével).

(a) {(12), (13),...,(1n)} (b) {(12), (23),...,(n—1n)} () {12), (12...n)}

43. feladat Legyen n € N, n > 3. Igazolja, hogy az A,, csoportot generdljik az aldbbi halmazok (azaz A, minden eleme
megkaphaté a megadott permutdciokbél szorzas segitségével).

(a) az Osszes 3 hosszusdgu ciklusok (b) {(123), (234),...,(n—2n—1n)}
44. feladat Legyen n € N, n > 4. Igazolja, hogy minden S,-beli permutaci6 el6all o3 alakban, ahol a? = 42 = id.

45. feladat Igaz-e, hogy ha m € S,, nem mozgatja az 1-et és m = 71 - - - 7, ahol 7q,..., 7 transzpozicidk, akkor paros sok
7; transzpozicié mozgatja az 1-et?



Alterek direkt Osszege, sajatértékek és diagonalizalhatésag

46. feladat® Direkt Osszege-e a V vektortér az Uy és U, altereknek?
(a) V= RS, Uy = [(13 171)7 <*172a0)]7 Uy = [(17170)}

(b) V= R?’, Uy = [(17 _172)7 (_1707 1)]7 Uy = [(_17 _174)7 (1’37 1)]

(¢) V=124 Uy =[(1,1,0,1),(—1,0,1,-1),(0,1,1,0)], Up = [(1,0,1,-1),(1,1,1,1),(—1,1,~1,0)]

(d) V =R3, U; az origén atmend, (—1,2,3) irdnyvektori egyenes, Us pedig az 5z — 2y + 3z = 0 egyenletii stk

47. feladat® Tudjuk, hogy az R3 vektortér az U, és U, altereinek direkt Gsszege. Adja meg a v vektort egy U; és egy
Us-beli vektor sszegeként.

(a) Uy =1(1,-1,2),(1,1,1),(2,0,3)], Uz =[(0,0,1)], v = (0,-2,2)
(b) Uy az x +y — 2z = 0 egyenletii sik, Us az origdn dtmend, (1,1, —2) irdnyvektori egyenes, v = (2,2, —1)

48. feladat® Szamitsa ki a V vektortér ¢ linedris transzformaciéjanak sajatértékeit, és dontse el, hogy diagonalizalhaté-e.
V =R? ¢ az x — 2y = 0 egyenesre val6 tengelyes tiikrozés

, @ az origéra val6 centralis tiikkrozés

2 o az origé koriili, 7/3 szoggel valé forgatds

3. ¢ az origdn dtmend, (1,—1,2) irdnyvektort egyenes koriili 7/4 szoggel valé forgatds

3, paz x+y— 2 =0 egyenletli sikra val6 tiikrozés

3.0: V=V (2,y,2) = (2,2 — 32,y + 32)

<< <<<<
I
TR

49, feladat® Dontse el az alabbi méatrixokrdl, hogy diagonalizalhatéak-e az R, C, Zs, illetve Zs testek felett.
-1 0 0 -2 -3 1202
0 -3 0 -2
0 -4 6 2 0
0 -3 5 1 -1 —2 6 1
0 -4 0 3

50. feladat®
(a) Irja fel az R? vektorteret harom nemtrividlis altere direkt dsszegeként.

(b) Irja fel az R? vektorteret harom nemtrivialis altere dsszegeként.
(¢) Adjon meg olyan 3 x 3-as valés matrixot, melynek a sajdtértékei 1, —1, 2.
51. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)
a) Béarmely hdromdimenzids vektortér el6éllithaté ketté darab kétdimenzids altere direkt dsszegeként.
b) Ha a sik két origén dtmené egyenesének direkt 6sszege, akkor a két egyenes meréleges egymasra.
c) Ha a sik két origén dtmend egyenese merdleges, akkor a sik ezen két egyenes direkt dsszege.
d) Ha a tér két origén dtmend egyenese meréleges, akkor a tér ezen két egyenes direkt dsszege.
e) Ha egy 2 x 2-es valds métrixnak 1 és —1 a sajatértékei, akkor a matrix diagonalizdlhato.
f) Ha egy 2 x 2-es valés matrixnak nincs valds sajatértéke, akkor a métrix diagonalizdlhaté a komplex szdmtest felett.
g) Egész szdmokbdl 4llé matrix minden raciondlis sajétértéke egész.
h) Ha egy 3 x 3-as valés métrix karakterisztikus polinomja —(x — 2)(2? + x + 1), akkor nem diagonalizalhaté.
)

52. feladat Adjon meg olyan valés matrixot, melynek karakterisztikus polinomja —(z + 1), azonban nem diagonalizal-
haté.

53. feladat Igazolja, hogy egy V vektortér barmely U altere esetén megadhaté olyan linedris transzformécié V-n, melynek
magja épp U.

54. feladat Adjon meg az R* vektortérben olyan U, U, és Us altereket, melyekre R* = Uy + Uy + Us és az Uy, Us, Us
alterek koziil barmely kettd metszete trivilis, de ennek ellenére R* nem direkt osszege az Uy, Uy, Us altereknek.

55. feladat Legyen V,, a legfeljebb n-edfoki valds egyiitthatés polinomok vektortere a valés szamtest felett. Igaz-e, hogy
V., = Ker D@ Im D, ahol D a differencidlés, azaz D: V;, = V,,, f+— D(f) = f'?

56. feladat Legyen V vektortér, és rogzitsiink egy v € V' vektort, valamint egy A skaldrt. Dontse el, hogy az alabbi két
halmaz altér-e a linedris transzformacick Hom(V, V') vektorterében.

A ={¢ e Hom(V,V) | v sajétvektora ¢-nek } B ={¢ € Hom(V,V) | A sajatértéke p-nek }
57. feladat Igazolja, hogy ha A és B azonos méretii valds matrixok, akkor AB és BA valds sajatértékei ugyanazok.
58. feladat Igaz-e, hogy diagonalizdlhaté métrixok szorzata is diagonalizdlhat$?

59. feladat Az f,, Fibonacci-sorozathoz keressen olyan A valds matrixot, amelyre (f, fnt+1)A = (fn+1 fnt2). Diagona-
lizélja a matrixot, és ennek segitségével adjon zart képletet f,-re.



Elemek rendje

60. feladat® Hatdrozza meg a megadott elemek rendjét a G csoportban.

(0 G=Z1:5 0,11 (b) G=Z57 () G=0Q -1, g (d) G = Das; @, ta®, tat
(©) G=Se (123)d5), 1254)(236) (146 () G=C cis%, cis%’r, cis ", cis V3
61. feladat® Adjon meg a G csoportban k rendii elemet.

(a) G=25Sg; k=8,1521 (b)) G=Dis; k=2,4,6,7 (¢c) G=C; k=5 —178 (d G=C* k=5

62. feladat Hatdrozza meg az aldbbi csoportok véges rendii elemeit.
(a) Q (b) Q* (c) C* (d) a kor szimmetriacsoportja

63. feladat Bizonyitsa be az aldbbi, véges fokii permutacidkra vonatkozd allitasokat, vagy adjon rajuk ellenpéldat.
(a) Minden péaros rendii permutécié paros.
inden paros permutécié rendje péros.
b) Minden péros p tcié rendje pé
(¢) Minden pératlan rendii permutécié péros.
inden pératlan permutdcié paros rendfi.
d) Mind iratl técid pé di

64. feladat Igazolja, hogy barmely csoport tetszbleges a, b véges rendii elemeire teljesiilnek a kovetkezdk.
(a) o(a) = o(b~'ab) (b) o(ab) = o(ba) (¢) ab=ba = o(ab) | Ikkt(o(a),o(b))
65. feladat Hatdrozza meg az Ly csoport véges rendii elemeit (ldsd a 22. feladatot).

66. feladat Adjon meg olyan végtelen csoportot, amelynek minden eleme véges rendii, valamint olyan végtelen csoportot,
melyben csak véges sok véges rendli elem van. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok végtelen rendli eleme van?

67. feladat Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtdl kiillonb6z6 Gsszes elem rendje ugyanaz, akkor az végtelen
vagy primszam.

68. feladat Igazolja, hogy ha egy csoport minden elemének rendje legfeljebb 2, akkor a csoport kommutativ.
69. feladat Mutassa meg, hogy ha egy véges csoport elemszama péros, akkor a csoportban van méasodrendii elem.

70. feladat Mutassa meg, hogy tetszSleges k € NU {oo} esetén van olyan csoport és abban két olyan méasodrendii elem,
amelyek szorzatanak rendje k.

71. feladat Igazolja, hogy ha n-nek van két kiilonbozé paratlan primosztéja, akkor a Z;, csoport minden elemének rendje
kisebb ¢(n)-nél.

72. feladat Tetszéleges k € NU {oco} esetén adjon meg az SL(R,2) csoportban k rendii elemet.



Részcsoportok

73. feladat® Dontse el, hogy részcsoportot alkotnak-e az aldbbi H halmazok a megadott G csoportban.
(a) G=Z, H={keZ: 6|k} (b) G=Z, H={ke€Z:2|kvagy 3|k}
(¢) G =S4, H az sszes transzpozicidk halmaza (d) G=12Zs, H=1Z3 (e) G = Dg, H={id,a* a3t a"t}

74. feladat® Bizonyitsa be az alabbi éllitédsokat, vagy adjon rajuk ellenpéldat.
(a) Tetsz6leges G csoport minden H, K részcsoportjara H U K < G.
(b) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjara H N K < G.
(c) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjara H A K < G.

75. feladat® Hatdrozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt részcsoportjat.
(a) G=127, A={6,10,15} (b) G=Q, A={3%3 (c) G=Q, A={23 (d) G=7Zs, A= {1}
(€) G=12Zs, A={0,15} (f) G=C, A= {—%+%i} (@) G=C*, A= {—%Jr%i}
(h) G=Ds5, A={a*,at} (i) G=Ds, A= {d* at} (G) G=54, A={(1234),(13)}
76. feladat® Dontse el, hogy ciklikusak-e az aldbbi csoportok.
(a) 53 (b) As  (¢) Zyz  (d) Ziy  (e) Zis () Dis
77. feladat Adjon meg 1,2, illetve 3 elemii minimdlis generatorrendszert a Zg, illetve az Ss csoportban (ha létezik).

78. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd
hatarozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

(a) Z12 (b) D3 (C) 5’3 (d) Vv
79. feladat Mutassa meg, hogy tetsz6leges p primszdm esetén a C* csoportban részcsoportot alkot a kovetkezd halmaz:
Ep ={u € C*:van olyan k € Ny, amelyre W =1 1.

80. feladat Igazolja, hogy S, minden részcsoportjaban vagy minden permutacié péaros, vagy a permutaciéknak pontosan
a fele paros.

81. feladat Mutassa meg, hogy minden Abel-csoport

(a) véges rendii elemeinek halmaza,

(b) legfeljebb masodrendii elemeinek halmaza
részcsoportot alkot. Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a legfeljebb harmadrendii elemek nem alkotnak részcso-
portot.

82. feladat Adjon példat olyan G csoportra és annak olyan H, K részcsoportjira, amelyekre HK nem részcsoportja
G-nek.

83. feladat Igazolja, hogy ha H egy G csoport véges részhalmaza és H? = H, akkor H részcsoport G-ben.
84. feladat Mely n > 3 természetes szdmok esetén generatorrendszere az {(1 2 3), (1 2 ...n)} halmaz az S,, csoportnak?

85. feladat Mutassa meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de minden valédi részcsoportja Abel-féle, akkor G-nek
van kételemii generatorrendszere.

86. feladat Igazolja, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok részcsoportja van.

87. feladat Bizonyitsa be, hogy a Q csoport minden végesen generalt részcsoportja ciklikus, és adjon meg olyan valédi
részcsoportjat, amely nem ciklikus.

88. feladat Bizonyitsa be, hogy az Ep~ csoport minden valédi részcsoportja ciklikus (ldsd a 79. feladatot).

89. feladat Bizonyitsa be, hogy a Q csoportnak, valamint az Ep~ csoportoknak nincs minimélis generdtorrendszeriik
(lasd a 79. feladatot).



Homomorfizmusok

90. feladat® Dontse el, hogy az aldbbi leképezések koziil melyek homomorfizmusok, illetve izomorfizmusok.
(a) ¢: C* =R, 2+ |2 (b) p: C—>R, z—Imz (¢) ¢: GL(n,R) - R*, A+ det(A)
(d) ¢: Zio = Zis, k= 6k (&) ¢:Z1o—Zio, k—=k+2  (f) ¢:Z12— Dg, k>t
(2) ¢:Q— Q, x> 2? (h) ¢: S, — Zs, ahol me = 0 akkor és csak akkor, ha 7 paros

91. feladat® Dontse el, hogy létezik-e olyan ¢ homomorfizmus, amely teljesiti a megadott feltételt.
(a) p:Z— S3, 5p=(123) (b) @:Zg — Zy, 20 =2 () @:Zya— Zg, 3p=2
(d) @: Dy —Zy, to=3 (e) p:Q—V, ip=(13)(24)

92. feladat® Dontse el, hogy létezik-e nemtrividlis, sziirjektiv, illetve injektiv homomorfizmus a megadott csoportok
kozott.

(a) ¢: 24— Z12 (b) ¢:Zo — Zr () ¢:Zy5 = Zs (d) ¢: V=124 (e) w: Dy — Sy
93. feladat® Dontse el, hogy izomorfak-e egyméssal az aldbbi csoportok.
(a) Zg és Z; (b) Zi5 és Zs (c) D4és@Q (d) a kor szimmetriacsoportja és C*
94. feladat® Adja meg az aldbbi G csoportok g elemének képét a csoport Cayley-féle dbrazoldsanal.
(a) G=Zs, g=4 (b)) G=S53,9=(12) (c) G=Dg, g=0a*t (d) G=2Z,g=-2 () G=Q,g=]
95. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Ha ¢: G — H homomorfizmus, és g € G, akkor gy rendje nem lehet nagyobb, mint g rendje.

(b) Ha ¢: G — H homomorfizmus, és G kommutativ, akkor H is kommutativ.

(¢) Ha ¢: G — H homomorfizmus, és H kommutativ, akkor G is kommutativ.

(d) Végtelen rendii elem homomorf képe is végtelen rendii.

(e) Ha ¢: G — H injektiv homomorfizmus, akkor barmely g € G esetén o(g) = o(gp).

(f) Legyen ¢: G — Sg a G csoport Cayley-féle dbrazoldsa, és legyen g € G. Ha gy-nek van fixpontja, akkor g az

egységelem.
(g) Legyen ¢: G — S¢ a G csoport Cayley-féle dbrazolédsa, és legyen g € G. Ha gy ciklus, akkor G ciklikus csoport.

96. feladat Adja meg az Osszes Z,, — Z, homomorfizmust. Mi a sziikséges és elegendé feltétele annak, hogy létezzen
nemtrivialis, injektiv, illetve sziirjektiv Z,, — Z, homomorfizmus?

97. feladat Hatdrozza meg az Gsszes S3 — Sy injektiv homomorfizmust.

98. feladat Jelolje D, az alabbi alakzat szimmetriacsoportjat:
-« TTTTTTTTTTTTT ---

Tetszoleges n > 3 egész esetén adjon meg sziirjektiv Do, — D,, homomorfizmust.

99. feladat Mutassa meg, hogy Do, = Lz, tovdbba ez a csoport izomorf az (8 ]f) alakd matrixok csoportjaval, ahol
e€{l,-1} és k € Z (l4sd a 22. és 98. feladatokat).

100. feladat Hogyan lehetne a fenti példdhoz hasonléan ,matrixosan” leirni a szabdlyos n-szog, illetve a kor szimmetria-
csoportjat?

101. feladat Adjon meg végtelen sok olyan Epe — Epe homomorfizmust, amely sziirjektiv, de nem injektiv (ldsd a
79. feladatot).

102. feladat Adjon meg két kiilénb6z6 n pozitiv egészre olyan részcsoportot Sy,-ben, amely izomorf Dy-gyel, és amelyben
tetsz6leges k,l € {1,...,n}-hez van olyan permutécid, amely k-t I-be viszi.

103. feladat Dontse el, hogy izomorfak-e egymassal az alabbi csoportok.
(a) Q& Zlal+) (b)) QésQF
104. feladat Milyen m,n > 3 egészekre tartalmaz S, a Z, csoporttal izomorf részcsoportot?

105. feladat Adjon meg olyan részcsoportot a GL(RR, 2) csoportban, mely izomorf az aldbbi csoporttal.
(@) Zi ) Z () S (@) Di (o) C°



Euklideszi terek

106. feladat® Igazolja, hogy tetszSleges euklideszi tér minden u és v vektordra teljesiilnek az alabbiak.
(@) lu—v*+lutv]*=2(ul®+]v?)  (b) 2(u,0) = futol®=[ul*~lv]* () llull =] = u—vLutv
107. feladat® Hajtson végre Gram-Scmidt-ortogonalizaciét az alabbi linedrisan fiiggetlen vektorrendszereken.
(a) (1,0,0),(2,3,0),(1,6,1)  (b) (1,6,1),(1,0,0),(2,3,0)  (c) (1,—1,1),(1,3,2),(4,4,—1)
(d) (1,1,-1,1),(2,1,-1,0),(2,-1,3,2) (e) (1,1,-1,1),(0,3,0,1),(0,-3,0,7)
108. feladat® Adjon meg ortonorméalt bézist az alabbi alterek ortogonalis kiegészit6jében.
(a) [(1,1,-1),(1,2, D] <R*  (b) [(1,-1,1,1),(1,2,-1,1),(2,1,0,2)] <R*
(¢) [(1,-1,0,1),(1,2,—1,1)] <R* (d) {(z1,20,23,24) : 21 4+ 20 + T3 — T4 = 1 — Tp + 13 — 24 = 0} < R?

109. feladat® Legyen A az R3 euklideszi tér ¢ linearis transzforméciéjanak matrixa a standard béazisban. Hatdrozza meg
a vp™* vektort.

1 -1 2 -1 1 0
() A=[-1 0 2], v=(1,22 () A=|1 -1 2|, v=(-1,1,1)
11 2 2 1 2

110. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Minden ortogondlis vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

(b) Ha két altér ortogondlis, akkor az dsszegiik direkt dsszeg.

(c) Onadjungalt linedris transzformacié matrixa szimmetrikus.

(d) Ortogondlis transzformécié valés sajétértékei 1 abszolut értékiiek.
(e) Az ortogonélis transzformécidk éppen a bijektiv linedris transzformécidk.
(f) Ortogonalis transzformdcié métrixdnak determindnsa egy.

111. feladat® Legyen a ¢;: R? — R? linedris transzformécié matrixa a standard béazisban A; (i = 1,2). Adja meg az R?
euklideszi térnek egy, a ¢; sajatvektoraibdl a1l ortonormalt bazisat.

2 1 0 2 -1 1
A=|1 2 0o, A=[-1 2 -1
00 1 1 -1 2

112. feladat® Az el6z6 feladatban szerepls A; € R™*™ szimmetrikus méatrixokhoz keressen olyan B; ortogonalis métrixokat,
melyekre B, 1 A; B; diagonalis.

113. feladat® Hajtson végre fétengelytranszformaciét az aldbbi kvadratikus alakokon.

(a) —dzixo + 2z123 + 330% —4xo1s (b) —2z129 + 22123 + x% + 2xox3 + 430%
114. feladat Egészitse ki az (1,—1,1, 1) vektorrendszert olyan ortogonélis rendszerré, melyben minden koordinédta egész.
115. feladat Bizonyitsa be, hogy minden, legalabb kétdimenziés euklideszi térben végtelen sok ortonormélt bazis van.

116. feladat Legyen V egy n-dimenzids euklideszi tér. Adjon meg V-ben végtelen sok olyan vektort, amelyek koziil
barmely n linearisan fiiggetlen, de semelyik ketté sem ortogondlis.

117. feladat Legyen V euklideszi tér, U < V és v € V. Mutassa meg, hogy U +v = {u+ v : u € U} pontosan egy U-ra
meroOleges elemet tartalmaz, és ez az elem éppen U + v legrovidebb eleme.

118. feladat Hatdrozza meg a sikon az y = x egyenesre valé merdSleges vetités, illetve tiikrozés adjungéltjat.

119. feladat Legyen o € L(V) linedris transzforméci6. Igazolja, hogy ekkor Ker p* = (Im )+ és Tm ¢* = (Ker ¢)=.

120. feladat Mutassa meg, hogy euklideszi tér ¢ linedris transzformécijara az aldbbi feltételek barmelyike kovetkezik a
maésik kettébdl. (Mely ¢ transzformdciok teljesitik mindhdrom feltételt?)

(a)  6nadjungalt (b) ¢ ortogondlis (¢) ¢*=id

121. feladat Bizonyitsa be, hogy barmely A € R3*3 ortogondlis matrixhoz léteznek olyan P € R3*3 és B € R2?x?
1 0

0 B>' A lehetséges B matrixok meghatdrozdsa utan fogalmazza meg a

ortogondlis métrixok, amelyekre P~1AP = (
fenti 4llitas geometriai jelentését.
122. feladat Hany egész szamokbdl allé 3 x 3-as ortogonalis matrix van?

123. feladat Legyenek ¢, ¥ linedris transzformécidk. Déntse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak-e. (Amennyiben igazak,
igazolja 6ket, amennyiben nem, adjon rdjuk ellenpéldat.)

(a) Ha ¢ és 9 ortogondlis, akkor ¢ + 1 is az.

(b) Ha ¢ és v ortogondlis, akkor i) is az.

(¢) Ha ¢ ortogonalis, de 1) nem, akkor ¢t sem ortogonalis.



Normaloszté, faktorcsoport

124. feladat® Hatérozza meg a H < G részcsoporthoz tartozé bal, illetve jobb oldali mellékosztalyokat.
(a) G=2Z2, H=[3] (b) G=123, H=[4] (¢c) G=C, H=R (d) G=R*, H=R"
() G=D4, H=d? (f) G=D4, H = [ta?] () G =Dy, H=[d? td] (hy G=Ay, H=V

125. feladat® Dontse el az elézé feladatbeli H < G részcsoportokrdl, hogy norméloszték-e G-ben. Ha igen, akkor
hatérozza meg a G/H faktorcsoportot (irja fel a miivelettdbldzatat és/vagy éllapitsa meg, hogy melyik ismert csoporttal
izomorf a faktorcsoport). Ha H nem normadloszt6, akkor szamitsa ki az dltala generdlt N normélosztét, és hatdrozza meg
a G/N faktorcsoportot.

126. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Ciklikus csoport minden részcsoportja normaloszté.

(b) Ha egy csoport minden részcsoportja normélosztd, akkor a csoport ciklikus.
(¢) Ha egy részcsoport indexe prim, akkor az norméloszto.

(d) Az Ss3 csoportban ha két elemnek azonos a rendje, akkor konjugdltak.

(e) Bérmely csoportban az azonos rendii elemek konjugaltak.

(f) A Q csoport egyszerti.

127. feladat Hatdrozza meg a megadott G csoport H részcsoportja szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztdlyozast, és
déntse el, hogy H normaéloszté-e. Ha igen, akkor hatdrozza meg a G/H faktorcsoportot.
(a) G=8Sy,, H=V (b) G =S4, H az {1,2} halmazt énmagdba képez6 permutédcidk részcsoportja

128. feladat Bizonyitsa be, hogy ha H, K < G olyan véges részcsoportok, amelyek rendje egymashoz relativ prim, akkor
HnNK=/{1}.
129. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus részesoportokat), majd
hatarozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

(a) Zy  (b) A4
130. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdatumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd
hatarozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

(a) Ds (b)) Q
131. feladat Hatdrozza meg a G csoport A részhalmaza altal generalt normalosztéjat.

(a) G=25, A={(13)24)} (b) G=Q, A={i}
132. feladat Hatarozza meg a Dg csoportban a konjugdltsagi osztalyokat. Ennek segitségével keresse meg az Osszes
normalosztéjat, majd rajzolja fel a normalosztéhalé Hasse-diagramjat.
133. feladat Hatdrozza meg az Gsszes homomorfizmust a megadott csoportok kozott.
(a) Zas — L (b) Q — Sy

134. feladat Igazolja, hogy ha a G csoport K részhalmaza valamely részcsoport szerinti bal oldali mellékosztély, akkor
G-nek van olyan részcsoportja is, amely szerint K jobb oldali mellékosztély.

|H|| K]

135. feladat Igazolja, hogy ha H, K részcsoportja a G véges csoportnak, akkor |HK| = R

136. feladat Bizonyitsa be, hogy minden 4k + 2 rend{i Abel-csoport pontosan egy méasodrendii elemet tartalmaz.
137. feladat Izomorfia erejéig hatdrozza meg az Gsszes legfeljebb hatodrendii csoportot.
138. feladat Adjon példat annak igazolasara, hogy egy G csoport Abel-féle részcsoportja nem feltétleniil normaloszto.

139. feladat Legyen G csoport, N pedig olyan normélosztéja, amelyre G/N kommutativ. Mutassa meg, hogy ekkor G
barmely, N-nél bévebb részcsoportja egyben normaloszté is G-ben.

140. feladat Igazolja, hogy tetszéleges G csoport esetén Inn G < Aut G.

141. feladat Keressen (minél kisebb elemszdmi) olyan G csoportot, amelyben vannak olyan M, N részcsoportok, ame-
lyekre M <« N <G, de M nem norméloszté G-ben.

142. feladat Bizonyitsa be, hogy ha a H részcsoport indexe a G csoportban 2, akkor G\ H minden eleme pédros rendi.
143. feladat Igazolja, hogy véges csoportban minden konjugaltsdgi osztaly elemszama osztja a csoport rendjét.

144. feladat Igazolja, hogy a G csoportban megadott N részcsoport normaéloszté. Milyen ,ismert” csoporttal izomorf
G/N?
(a) G=GL(R,n), N=SL(R,n) (b) G=R, N=Z



Gyiiriik

145. feladat® Mutassa meg, hogy tetsz6leges A halmaz esetén (P(A); A\, N) gytirt.

146. feladat® Igazolja, hogy tetszdleges A Abel-csoport esetén A endomorfizmusainak (azaz énmagéba mend homomor-
fizmusainak) halmaza gytiriit alkot a szokdsos leképezésszorzasra és a pontonkénti sszeaddsra nézve: a(o+1) = ap+ap.
Ez az A Abel-csoport endomorfizmusgyirige.

147. feladat® Dontse el, hogy a megadott R gyfirtiben az I halmaz részgytirtit, illetve ideélt alkot-e. Ha idealt alkot, akkor
vizsgalja meg, hogy az idedl f6idedl-e, valamint adja meg az R/I faktorgylirii elemeit és miiveleteit (miivelettdblazattal
vagy més moédon).

(a) R=1Z, I aparatlan egész szdmok halmaza (b) R=1Z, I apozitiv egész szamok halmaza
(¢) R=2Zi], I=Z (d) R=2Z[i], I ={a+bi:a,bec2Z}

() R=2Zx|, I ={feZx]: f(1)=0} () R=2Zz], I={f€Zlx]: f(0)=1}

(6) R=2Z[z], I={fezlz]:2][(0)} (h) R=Z[x], I={f¢cZlz]: f(0) # 1}

148. feladat® Dontse el az alabbi leképezésekrdl, hogy gytirtthomomorfizmusok-e. Ha igen, hatdrozza meg a magjukat,
és fogalmazza meg, mi adédik a homomorfiatétel alkalmazasaval.

(a) Z — Z,k — 4k (b) Ze — Za,k — k (c) Qlz] = Q, f+ f(0)

(d) Z[z] = Zn, f = f(1) (e) R?*2 R, M + det (M)
149. feladat Mutassa meg, hogy az alabbi gytiriik nem izomorfak egyméssal.
(a) Z[V2]ésZ[V3] (b)) RésC
150. feladat Bizonyitsa be az alabbi izomorfidkat.
(a) Zn/(d)=Zg,ahold|n  (b) Zlz]/(n) = Zalz]  (c) Rlz,y]/(z —y) = R[]

151. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Zérogylirii minden, az dsszeaddsra és kivondsra nézve zart nemiires részhalmaza idedl.
(b) A legfeljebb 5-6dfokid polinomok halmaza részgyfirti Z[x]-ben.

(c) A Z[i] gylirinek Z ideélja.

(d) Ha ¢: R — T homomorfizmus az R és T gyliriik kozott, akkor Im ¢ idedl T-ben.

(e) Bérmely ¢: Z — R homomorfizmust egyértelmiien meghatdrozza 1ep.

152. feladat Megadhaté-e a Z gyfiriiben olyan részhalmaz, amely zart az Gsszeaddsra és a kivondsra, de a szorzdsra nem?

153. feladat Hatédrozza meg a Z[x] gyliriiben

(a) az x — 1 polinom &ltal generdlt részgyfiriit

(b) az x és x — 1 polinom altal generdlt részgytiriit;

(¢) az  — 1 polinom altal generdlt idedlt (azaz a legsziikebb olyan idealt, amely tartalmazza (xz — 1)-et).

154. feladat Adjon meg két kiilonbozé valédi nemtrividlis bal-, illetve jobbidedlt az R2*? gyfirtiben.

155. feladat Egy (R;+,-) egységelemes gyfir(i alaphalmazén definidljuk a kovetkez6 miiveleteket: a @b =a+b—1 és
aob=a+b—ab (a,b € R). Bizonyitsa be, hogy (R;®,0) is gylir(i, és izomorf az (R;+,-) gylriivel.

156. feladat Legyen A az R (nem feltétleniil kommutativ, nem feltétleniil egységelemes) gytirli tetszéleges részhalmaza.
Hogyan ,néznek ki” az A halmaz éltal generdlt idedl (azaz az A-t tartalmazo legsziikebb idedl) elemei?

157. feladat Adjon meg olyan R gytriit és abban olyan nemtrividlis S részgyturit, ahol R és S is egységelemes, de ez a
két egységelem kiilonbo6zo.

158. feladat Milyen ,ismert” gytlirivel izomorf a Z, Z,, illetve Zy X Zs csoportok endomorfizmusgytirtije?

159. feladat TetszOleges p primszam esetén igazolja, hogy

(a) barmely két p-elemii zérégyfirli izomorf egyméssal, és
(b) minden p-elemi gyfiri vagy zérégylirt, vagy izomortf Z,-vel.

160. feladat Legyen R olyan végtelen gyf{irii, amelynek additiv csoportja ciklikus. Igazolja, hogy ha R nem zérégytiri,
akkor R a dZ (d € N) gyliriik koziil pontosan eggyel izomorf.

161. feladat Legyen R az n X m-es felsé trianguldris valds matrixok halmaza, T pedig az alsé triangularisoké.

(a) Bizonyitsa be, hogy R és T részgyfirtije R"*"-nek, és ez a két részgylir(i anti-izomorf egymédssal, azaz 1étezik olyan
¢: R — T bijekcid, amelyre barmely A, B € R esetén (A + B)y = Ap + By, valamint (AB)p = By - Agp.

(b) Izomorf-e R és T

162. feladat Izomorf-e egymdssal a Q[z]/(z? — 1), Q[z]/(z? — 2), illetve Q[z]/(x? — 4) gyfir{?

163. feladat Igazolja, hogy tetszéleges p primszam esetén a ZPZP gytlirli (azaz az dsszes Z, — Z, leképezésb6l 4ll6 halmaz
a pontonkénti dsszeaddssal és szorzassal) izomorf a Z,[z] polinomgytir{i valamely faktorgytiriijével.



Jordan-normalalak

164. feladat® Legyen a ¢: R® — R™ linedris transzformacié métrixa a standard bazisban A. Adjon meg bazist a v
vektort tartalmazé legszitkebb invaridns altérben, valamint szdmitsa ki a v vektor rendjét (a ¢ linedris transzformaciéra
vonatkozdan).

3 5 -1 -1 1 0
@) A=|-1 —2 o |,v=12-1) ® A=|1 0 1|.0=(110
0 0 -1 -1 2 1
Lo 31 52 32 ;4
(c) A= _11 (1) 1 ,v=1(0,1,1) (d) A= 0 0 ) 3 ,v=(1,2,0,-1)

0o 0 -1 1
165. feladat® Hatarozza meg az dsszes olyan Q feletti Jordan-matrixot, amely

(a) 4 x 4-es és minimalpolinomja (x + 1)

(b) 6 x 6-0s és minimalpolinomja (x + 2)%(z — 1);

(c) 7 x T-es és minimélpolinomja (z + 1)%(z — 3);

(d) 6 x 6-o0s és karakterisztikus polinomja (z* — 1)(z% — 1).

166. feladat® Hatarozza meg az aldbbi matrixok Q, R és C feletti Jordan-normalalakjat.

0 1 0 -2 -1 1
A:(O 1) B:(O 1) C=[-4 40 D=0 -1 0

20 4 =2 -2 1 2 -1 -1 0
21 540 0100

E=|-6 4 -3 F=[-6 5 0 G =
-3 2 -2 -2 2 -1 0001
00 1 0

167. feladat® Lehetnek-e egy valés matrix invaridns faktorai a kovetkezOk? Ha igen, adja meg a métrix Jordan-
normalalakjat.
(a) 1,1,1,(z—2)% (x —1)(2* +z+1) (b) 1,1,(z —2),(x —2)(x — 1) (¢) 1,1,(z—1),(z —1)(2® + 22 — 2)
(d) 1,(z—3),(z—3)> (x—3)30*+2+1) (e) 1,1,1,1,(z —V2), (x — V2)2, (x — V2)*(2® — x + 10)
168. feladat® Igazak-e alabbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)
(a) Ha egy métrix minimélpolinomja 3, akkor determindnsa 0.
(b) Ha egy matrix minimalpolinomja a® — 1, akkor sajatértéke az 1.
(c) Ha egy matrixnak invaridns faktora az (z — 1)® polinom, akkor nem diagonalizalhaté semilyen test felett sem.
)

(d) Ha egy matrixnak elemi osztéja az 22 polinom, akkor nem diagonalizdlhaté semilyen test felett sem.
1 1 0

() A {0 —1 0| métrix Jordan-normélalaki Q felett.
0 0 1

(f) Barmely komplex métrix Jordan-normélalakjidban csak a f64tléban, illetve kozvetleniil a f64t16 felett lehetnek nullatdl
kiilonb6z6 elemek.
(g) Raciondlis matrix Jordan-normélalakjaban a f64tl6t6] tetszolegesen messze lehetnek nullatdl kiilonbozd elemek.

169. feladat Adjon meg olyan ¢: R* — R? linedris transzformaciét (hatdrozza meg métrixat a standard bazisban),
amelyre a v = (1,—1,1,0) vektort tartalmazé legsziikebb invaridns altér 3-dimenzids.

170. feladat Igazolja, hogy minden négyzetes matrix hasonlé a transzponaltjdhoz.

171. feladat L&ssa be, hogy tetszéleges A, B € Q™*™ matrixokra ekvivalens az alabbi két feltétel.
(a) Létezik olyan Q € Q métrix, amelyre Q~*AQ = B.
(b) Létezik olyan C' € C métrix, amelyre C~*AC = B.

172. feladat Legyen K tetszlleges test és A € K™*" pedig olyan métrix, amelyre

(a) A% = A4;

(b) A2=F.

Hatarozza meg A Jordan-normélalakjat. Ez alapjan adja meg az A-hoz tartozé linearis transzforméciok ,, geometriai”
jelentését.

173. feladat Legyen K tetszOleges test és A € K™*™ pedig olyan matrix, amelynek valamely hatvédnya a nullmétrix.
(a) Igazolja, hogy ekkor A™ = 0.
(b) Hatarozza meg A Jordan-normalalakjét.

174. feladat Mutassa meg, hogy ha az A € C™*"™ métrix valamely hatvdnya az egységmaétrix, akkor A hasonlé egy
diagonalis matrixhoz, melynek féatldjaban egységgyckok allnak.



Testek

175. feladat® Dontse el, hogy az aldbbi faktorgyfiriik testek-e vagy sem.
Ry = Zs[z]/(2* + 1) Ry = Za[z]/{x® + 2® + 1) R3 = Zolx]/(z* + x + 1) Ry = Zolx]/(x* + 22 + 1)
Rs = Zs[x]/(x®> + 1) Re = Zslx] /(2 + 22 + 1) Ry = Zs[x]/(x® — 2% + 1) Rg = Zs[z]/{x* + 1)
Rg = Z5[$]/<1‘2 + 2> Ry = Z5[1‘]/<1‘4 + 1>

Adja meg a megadott faktorgytri r elemét g alakban, ahol g fokszama a lehetd legkisebb a sajat osztalydban.

[x

- 1 -1
Rysr=(x+1)" R29T2($2+$> R39r2<x3+1-x3+x+1>

R597“:(m—1)_3 R797°:(x2—1)71-x2+m—1 Rgarz(—Qx—2)_1

176. feladat® Allitsa el6 a raciondlis szdmtest aldbbi egyszeru algebrai bovitéseiben megadott elemek multiplikativ in-
verzét az adjungalt elem ,kis kitevés” hatvanyainak raciondlis egyiitthatds linedris kombinacidjaként.

(a) Q(V3); V3,2+3V3 (b)) Q(V2); V16, 4+3V2+ V4  (¢) Q(i); i3 1+

177. feladat® Legyen u a p € K[z] n-edfoki irreducibilis polinom gycke. Adja meg az alabbi a € K(u) elemeket az
1,u,u?,...,u"" " elemek K-beli egyiitthatékkal képezett linearis kombindciéjaként.

(@) K=Zo, p=a2?+2+1; (1+u)! «*(1+u)?!

(b) K=123, p=2"+1; (1+u)(1—u)™" (14+u)~?

() K=Zs, p=2+z+1; v 2, (u2+u)3

178. feladat® Keresse meg az iv/5, 3 — V4, 4 — /3 és i\/2 — /2 szamok minimalpolinomjat C, R, valamint Q folott.

179. feladat® Igazak-e aldbbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)
(a) A Zs[x]/(x? + 2) test T elemének a minimalpolinomja 22 + 2.
(b) A 27-elemii test additiv csoportja ciklikus.

(¢) A 27-elemi test karakterisztikdja 3.

180. feladat Adjon meg olyan g € Zs[r] nemzérus polinomot, amelynek a Zs[x]/(z* + = + T) test aldbbi eleme gycke.
(a) x+1 (b) 22 +x (¢) 22+1

181. feladat Legyen K = Z,(u), ahol u az f € Z,[x] irreducibilis polinom gyoke. Keresse meg a megadott K-beli elemek
Z,, folotti minimalpolinomjat.

(a) p=2, f=a4+24+1; v+u+1, ’+u M) p=3, f=a*+22+2+1; v®’+1, > —u+1

182. feladat Algebrai-e a megadott a szdm a K test folott (ismert, hogy 7 transzcendens szam)?

(a) K=Q, a=\/V5+V2+iVT b) K=Q, a=7n*+3r—1 (c) K=Q(n?), a=2r
183. feladat Hény n-edrendii elem van a K test multiplikativ csoportjdban (GF(q) a g-elemii testet jeloli)?
(a) n=3, K =GF(9) (b) n=15 K = GF(16) (¢) n=11, K = GF(23) (d n=12, K=C
184. feladat Hatdrozza meg a /2 + /4 szam minimalpolinomjat Q folott.

185. feladat Legyen a,b € C olyan, hogy b algebrai Q(a) folstt, de transzcendens Q f6lott. Bizonyitsa be, hogy a algebrai
Q(b) folstt.

186. feladat Dontse el, hogy van-e gyoke a 312 — 2z — 3 € Z1;[z] polinomnak a 121-elemfi testben.
187. feladat Igazolja, hogy barmely 2-nél nagyobb elemszamu véges test elemeinek Gsszege 0.

188. feladat Legyen a és 3 rendre az 23 +2%+1 és 23 +x+1 € Zy[x] polinom egy-egy gyoke. Adjon meg egy izomorfizmust
a Zo(a) és Zo(f) testek kozott.

189. feladat Bizonyitsa be, hogy minden p”-elemi testnek pontosan egy p™-elemi részteste van n minden m osztdjara.

190. feladat Bizonyitsa be, hogy a valds szamok testének csak trividlis automorfizmusa van.



