ABSZTRAKT ALGEBRA GYAKORLO FELADATOK

2018 tavaszi félév, levelez6 tagozat

(a csillaggal jelolt feladatok az Alkalmazott algebra kurzus anyagdban nem szerepelnek)

1. feladat Vizsgdlja meg, hogy grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot alkotnak-e az aldbbi hal-
mazok az Osszeadds, illetve a szorzds miiveletével.

(1) {&:a€Z, keNy} (2) {&:a€eNy, keNog} (3) {£€C|ImeN:2"=1}
4) Z[V2]={a+bvV2:a,b€Z} (5) Z[V2]\{0} (6) {A e R AT = A}
(7) Q(vV2) ={a+bv2:a,0€Q} (8) Q(v2)\{0} (9) R

(10) Zaoo (11) Zaoo \ {0} (12) Zig

(13) Zaox (14)  Zao1 \ {0} (15) Zio,

2. feladat Vizsgdlja meg, hogy grupoidot, félcsoportot, monoidot, csoportot, Abel-csoportot alkot-e az
A halmaz a * miivelettel.

(1) A=R, zxy=x+y+23 (2) A=1Z, THRY=x—Yy
3) A=Q, zxy=x+2y—3 (4) A=P(0), rxy=xAy
(5) A=Z, xxy=y+2 6) A=P({1,2}), zxy=aUy
1) A=Z way={TTH RIS ) A-R £xy = ~Or — 0y + 5y + 18,

3. feladat Szamitsa ki Dis-ben az aldbbi elemeket. A végeredményt f* vagy tf* (k = 0,...,14)
alakban adja meg. (A jelolések ugyanazok, mint az el6addson.)

(1) f2-tf7, (70" (2) tf7- £, (25"
(3) tfS.tf10, f-2013 (4) £f10.¢f3, f2013
4. feladat Oldja meg a D5 csoportban az aldbbi egyenleteket. A végeredményt f* vagy tf* (k =
0,...,14) alakban adja meg. (A jelslések ugyanazok, mint az el6addson.)
(1) =-tf* =, (2) fit-z=tf (3) tff -z fit=f"t

5. feladat Szamitsa ki Sg-ben az aldbbi permutacickat. A végeredményt adja meg idegen ciklusok
szorzataként és 2 x 9-es mdtrixként is (minden elem ald a képét frva).

(1356) (2463) (342), (4732)7" (15423), 7mp, p?m, ((123)7)~", (123) ' 7Y, #2, =%, o, o°, o'%,

ahol
8 9 (123456789
o 7] P={2 3816975 4)

6. feladat Oldja meg az Sy csoportban az aldbbi egyenleteket. A végeredményt adja meg idegen cik-
lusok szorzataként és 2 x 9-es matrixként is (minden elem ald a képét irva).

(1) z-(134) (246) = (12), (2) (234) 'z = (1452)(359), (3) (25)(234)-2-(678) (789) = (4276) (934) .
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7. feladat Hatdrozza meg a GG csoportban a B részhalmaz dltal generdlt részcsoportot.

1) ¢=0Q ={33 (2) G=Q B={}3}

(3) G=C, B:@NQ (W) 6=, B={-L+Li}
(5) G=2, B={30,42,105} (6) G=7s, B=1{610}

(7) G=1Zs, B={F} (8) G=1z;, B={F}

(9) G=Di, B={ftf*} (10) G =Du, B={f"1f%}
(11) G =Dy, B={f%} (12) G=5, B={(1234),(13)}

(1) a=1+2, G=Cr (2) a=0, G =7y,
(3) a= 75+, G=C (4) a=10, G =7
(5) a=+3—1, G=C 6) a=11, G=7Zp
(7) a=cost¥Z +isinix, ~ G=C* (8) a=2, G=17:
9) a=31+ Y4, G=Cr (10) a=2, G=17;
(11) a = (123)(234), G =S5, (12) a=2, G=173
(13) a = (12) (427), G =S5, (14) a=f° G =Dy
(15) a = (342) (25763) (37), G =S, (16) a=tf° G=Dy
(17) a = (123)(456789), G =S, (18) a=1tf% G = Dy

9. feladat Hany mésodrendii elem van az alabbi csoportokban? Es hany hatodrendii elem van?
(1) C, (2) €, (3) Zw, (4) Zip, (5) Ziz, (6) Zip, (7) Ss, (8) Dio, (9) Du

10. feladat Hatdrozza meg a H < G részcsoporthoz tartozé bal-, illetve jobboldali mellékosztalyokat.

G_D47 H:[fz]
G—D4, H:[f27tf]

11. feladat Dontse el a 10. feladatbeli H < G részcsoportokrol, hogy norméloszték-e a G csoportban.
Ha igen, akkor hatdrozza meg a G/H faktorcsoportot (irja fel a miivelettdbldzatat és/vagy dllapitsa
meg, hogy melyik ismert csoporttal izomorf a faktorcsoport). Ha H nem normaloszté, akkor szdmitsa
ki az &ltala generalt N normélosztét, és hatérozza meg a G/N faktorcsoportot.



12. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus rész-
csoportokat), majd hatdrozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-
diagramjat.

(1) Zas, (2) Zay (3) Zis, (4) Ziy, (5) Zsys (6) D5, (7) S5 (8) V., (9) @

13. feladat Hatdrozza meg az aldbbi csoportokban a konjugdltosztdlyokat. Ennek segitségével keresse
meg az 6sszes normalosztéjukat, majd rajzolja fel a normalosztohdlot.

(1) D, (2) D7, (3) Q

14. feladat Homomorfizmusok-e az aldbbi leképezések? Amelyik igen, annak hatdrozza meg a magjat
és az értékkészletét, majd irja fel a homomorfiatételbdl ad6dé izomorfizmust a mag szerinti faktorcsoport
és a homomorf kép kozott.

(1) C*—=R* =z~ |z (2) Zyy — Dg, kit
(3) C—R, z+—Imz (4) Zio — Dg, ks fOk
(5) Zio— Zro, k—k+2 6) Q—Q, 1z a?
(7) Zyo — Zns, k> 6k (8) Ziy — Ziy, x> 22

15. feladat Létezik-e injektiv/sziirjektiv/nemtrividlis homomorfizmus a megadott csoportok kozott?
(Ha van, akkor adjon is meg egyet, ha nincs, akkor igazolja, hogy nincs.)

(1) Ly — Q, (2) Zg — D, (3) Dy — Sy, (4) Ly — @, (5) Dy —V, (6) Q — Ds

16. feladat Irja fel az aldbbi csoportok Cayley-féle abrazoldsét. A csoport minden g elemére adja meg
a pg permutéciot métrixos formaban és idegen ciklusok szorzataként is.

(1) V, (2) Zs, (3) Ds, (4) Zj

17. feladat Hatdrozza meg az aldbbi Sg-beli permutdcidk paritdsat:

o = (143) (79) (86), b— (é A G g) ¢ — (25) (38) (167) (49),

_ 2013 _ 72014 _ 2013
d=a""", e=b""  f=c"".

18. feladat* Sorolja fel (izomorfia erejéig) az tsszes 896, 897, 898, 899 és 900 n-elemil Abel-csoportot.

19. feladat* Melyek izomorfak egymassal az aldbbi csoportok koziil?
Lzoo, ZLa X Ls X Lns, Lo X Loy X Lz, Ly X Lg X Lo, ZLs X Leo, Lo X Lso,

Z4 X Z75, Zg X Z5 X Zgo, Zg X ZG X Z25, ZQ X Z5 X Zgo

20. feladat Melyek testek az aldbbi faktorgytiriik koziil?

(1) Zy[2] / (2% + 22 + 1), (2) Q[z]/ (a* + 422 + 4), (3) Q[z]/ (2 + 2 — 322 + 22 — 1),
(4) Rlz]/ (2? — 32 +2), (5) Zs 2]/ (&® + 2% +1), (6) Q[z]/ (z* + 422 +6),

(7) Qlz]/ (2 + 42> + 52 +2), (8) Rla]/ (2% +3z—2), (9) Zs 2]/ (2® + 22 + 1),

(10) Rlz]/ (a* + 422 +6),  (11) Rlz]/(e® +4a? + 50 +2), (12) Cla]/ (2% + 2 +2)



21. feladat Hény elemiiek az aldbbi testek?
Zolz) ) (2" +2*+1), Zs[z]/(a*+22+2), Zs[z]/ (2 +x+2), Z7[z]/(2®+2)

22. feladat Hatérozza meg a v/2 + /3 és a v/5 + /3 szémok minimélpolinomjat a racionslis szamok
teste felett.

23. feladat Szamitsa ki az aldbbi szdmok reciprokét a Q (v/2) testben. (A végeredményt a + bv/2 +
cv/4 (a,b,c € Q) alakban kell megadni.)
(1) 1—2v24+ V4  (2) 4+3V2+V4

24. feladat Szémitsa ki az aldbbi szdmok reciprokdt a Q («) testben, ahol « gyoke az z® — z + 1
polinomnak. (A végeredményt aa? + ba + ¢ (a,b, c € Q) alakban kell megadni.)

(1) o> —a—3 2) @®+a—1

25. feladat Szamitsa ki az aldbbi elemek multiplikativ inverzét a Zs («) testben, ahol « gytke az
z* + 3 € Zs [z] polinomnak. (A végeredményt ac® + ba? +ca+d (a,b,c,d € {0,1,2,3,4}) alakban kell
megadni.)

(1) o*—1 2) ®+a*—2a+1

26. feladat Hatédrozza meg az aldbbi testbovitések fokszamat.
(1) ROA+¥2):R] (2) RO1+i¥2):R] (3) [R(Z
4) [Q(1+Vv2): Q] (5) [Q(1+iv2): Q] (6) [Q(

27. feladat Igazak-e az aldbbi dllitdsok? (Indokolja is a vdlaszt!)
1. Tetszodleges G csoport és a,b, x,y € G esetén arb = ayb — x =y.
2. Tetszbleges G csoport és a,b,z,y € G esetén abr =1 = o =a b1
3. Tetszbleges G csoport és x,y € G esetén 22 = > — z =y.
4. Létezik 2017-elemii csoport.
5. Tetszoleges G csoport és H, K < G részcsoportok esetén H A K < G.
6. A Z csoportnak van 4-elemii részcsoportja.
7. Az S4 csoportnak van 4-elemii részcsoportja.
8. Az S5 csoportban pontosan tiz transzpozicié van.
9. Az S3 csoportban minden permutécio ciklus vagy identitéas.
10. Van olyan transzpozicié, aminek pontosan 3 fixpontja van.
11. Tetszbleges 7, p € S5 permutdcidk esetén (mwp)? = 72p2.
12. Minden 7 € Sy permutéciéra 7% = id teljestil.
13. Minden hdrom hosszuiségu ciklus el6dllithaté négy transzpozicié szorzataként.
14. Az S4 csoportban pontosan 6 mésodrend{i elem van.
15. A Djsg csoportban minden elem rendje péros.
16. Van olyan Abel-csoport, amely nem ciklikus.
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Minden ciklikus csoport véges.

Léteznek Dg-ban olyan mésodrendii elemek, amelyek szorzata harmadrendii.

A Z}, csoport minden 4-elemfi részcsoportja ciklikus.

A Zsg ciklikus csoportnak 12 kiilonb6z6 generdtoreleme van.

A Zj csoport ciklikus.

A komplex egységgyokok multiplikativ csoportjanak pontosan egy 6-elemii részcsoportja van.
A Z%,; csoportnak van 4-elemfi részcsoportja.

Ciklikus csoport minden részcsoportja normaloszto.

Ha egy csoport minden részcsoportja norméloszto, akkor a csoport ciklikus.

A @ csoport egyszerti.

Az S5 csoportban ha két elemnek azonos a rendje, akkor konjugéltak.

A D, csoportban ha két elemnek azonos a rendje, akkor konjugéltak.

Ha ¢: G — H homomorfizmus, és g € GG, akkor gy rendje nem lehet nagyobb, mint g rendje.
Ha ¢: G — H homomorfizmus, és G kommutativ, akkor H is kommutativ.

Ha ¢: G — H sziirjektiv homomorfizmus, és H kommutativ, akkor G is kommutativ.
Péaratlan permutécié inverze is paratlan.

Minden péros rendii permutdcié paros.

Minden pdros permutéacié rendje paros.

Legyen ¢: G — S a G csoport Cayley-féle dabrazolédsa, és legyen g € GG. Ha gp-nek van fixpontja,
akkor g az egységelem.

.* A Klein-csoport direkt felbonthato.

* Minden m,n € N esetén Z,,,, = Z,, X L,.

Létezik olyan gytir{i, ami kommutativ és egységelemes, de nem integritdstartomany.
Létezik olyan gyfir{i, ami egységelemes, de nem kommutativ és nem zérusosztémentes.
Az egységek minden gyfiriiben csoportot alkotnak az dsszeadds miiveletével.

Létezik olyan integritdstartomény, amelyben végtelen sok egység van.

Létezik olyan integritdstartomdny, amelyben pontosan négy egység van.

A legfeljebb 5-6dfoki polinomok halmaza részgy{iri Z[x]-ben.

A Z[i] gytirtinek Z ide4lja.

A Zs[z]/(2? + x + 1) gylir{iben vannak zérusosztok.

Létezik 9-elemti test.

Létezik 10-elemi test.

A /7 szdm algebrai.

Ha az L | K testb6vités foka végtelen, akkor létezik olyan eleme L-nek, ami transzcendens K felett.
Ha az L | K testbovités foka véges, akkor L minden eleme transzcendens K felett.

Ha az L | K testb6vités foka 3, akkor minden o € L\ K elem harmadfoki K felett.
Ha az L | K testbovités foka 4, akkor minden o € L\ K elem negyedfoki K felett.



