Testek

175. feladat® Déntse el, hogy az alabbi faktorgytiriik testek-e vagy sem.
Ry = Zo[z]/(x? + 1) Ry = Zolx]/{x® + 2% + 1) Ry = Zo[z]/(z* +x + 1) Ry = Zo[2]/{z* + 22 + 1)
Rs = Zs[x]/(x?* + 1) R = Zs[x]/ (2 + 22 + 1) Ry = Zs[x)/(2® — 2% + 1) Rg = Zs[z]/(z* + 1)
Ry = Zs[z]/(«® +2)  Ruio = Zs[a]/{z* +1)
Adja meg a megadott faktorgytirt r elemét g alakban, ahol g fokszdma a lehet6 legkisebb a sajit osztalydaban.
Risr=(z+1D) Ryor= (m)’l

S |
R39T:(m3+1»x3+1‘+1)
S s L
1%5,37’:(171)73 R797’:(x271) ca?tar—1 RQBT:(72172)71

176. feladat® Allitsa el8 a raciondlis szdmtest aldbbi egyszeril algebrai bovitéseiben megadott elemek multiplikativ in-
verzét az adjungalt elem , kis kitev6s” hatvanyainak raciondlis egyiitthatds linearis kombinacidjaként.

(a) Q(V3); V3, 2+3V3  (b) Q(V2); V16, 4+3V2+ V4 (c) QG); % 1+i
177. feladat® Legyen u a p € K|[z] n-edfoki irreducibilis polinom gydke. Adja meg az aldbbi a € K(u) elemeket

1,u,u?, ..., u" ! elemek K-beli egyiitthatékkal képezett linedris kombindciGjaként.
(a) K=Zs, p=a®+ax+1; (1+u)™t v3(1+u)!

(b) K=7Z3, p=2+1; (14+u)(l—u)"t 1+u)2

() K=Zs, p=a®+a+1 u? (u+u)?

I
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178. feladat® Keresse meg az iv/5, 3 — V4, 4 — /3 és iy/2 — /2 szamok minimélpolinomjat C, R, valamint Q folott.

179. feladat® Igazak-e aldbbi allitasok? (Indokolja is a valaszt!)
(a) A Zs[z]/(x? +2) test T elemének a minimalpolinomja 22 + 2.
(b) A 27-elemfl test additiv csoportja ciklikus.

(¢) A 27-elemfi test karakterisztikdja 3.

180. feladat Adjon meg olyan g € Zs[z] nemzérus polinomot, amelynek a Zs[2]/(z? + x + T) test alabbi eleme gyoke.
(a) z+1 (b) 22+ (¢) a2+T1

181. feladat Legyen K = Zy(u), ahol u az f € Z,[x] irreducibilis polinom gyoke. Keresse meg a megadott K-beli elemek
Zy, f6l6tti miniméalpolinomjat.

(a) p=2, f=a+a+1; +u+l, ®+u b) p=3, f=a' 4+’ +a+1; W +1, «* —u+1
182. feladat Algebrai-e a megadott a szdm a K test f6lott (ismert, hogy 7 transzcendens szdm)?
(a) K=Q, a= mHﬁ (b) K=Q, a=m*+3r-1 (c) K=Q(n?), a=2n
183. feladat Hény n-edrendii elem van a K test multiplikativ csoportjdban (GF(q) a g-elemti testet jeloli)?
(a) n=3, K=GF(9) (b) n=15, K = GF(16) (¢) n=11, K = GF(23) (d) n=12, K=C
184. feladat Hatdrozza meg a ¥/2 + /4 szdm minimalpolinomjat Q folott.

185. feladat Legyen a,b € C olyan, hogy b algebrai Q(a) f616tt, de transzcendens Q f6l6tt. Bizonyitsa be, hogy a algebrai
Q(b) folstt.

186. feladat Dontse el, hogy van-e gydke a 322 — 2z — 3 € Z;[z] polinomnak a 121-elemii testben.
187. feladat Igazolja, hogy barmely 2-nél nagyobb elemszamu véges test elemeinek dsszege 0.

188. feladat Legyen o és B rendre az 2®+22+1 és 2% +a+1 € Zs[z] polinom egy-egy gycke. Adjon meg egy izomorfizmust
a Zs () és Zo(p) testek kozdtt.

189. feladat Bizonyitsa be, hogy minden p™-elemfi testnek pontosan egy p™-elemfi részteste van n minden m osztéjara.

190. feladat Bizonyitsa be, hogy a valds szamok testének csak trividlis automorfizmusa van.

ALKALMAZOTT ALGEBRA FELADATOK (2016 tavaszi félév)

Ismétlés

(a) ¢-nek 1-dimenzids a képtere; (b) ¢-nek nincsen sajatértéke; (¢) ¢+¢*=—id.

1. feladat® Legyen ¢ a sik 3z — 4y = 0 egyenletii egyenesére valé tengelyes tiikrozés. Adjuk meg ¢ matrixat a standard
bézisban és egy masik bazisban is.

2. feladat® Legyen V a legfeljebb mésodfoki valés polinomok vektortere, és legyen ¢: V — V, f = f(x+1) — f(2).
Ellendrizziik, hogy ¢ linedris transzformdcid, és adjuk meg a magterét és a képterét.

3. feladat®

Adjunk meg valédi kétdimenzids alteret R2-ben.

Soroljuk fel a Z3 vektortér osszes alterét.

Adjunk meg kételemii alteret a Z2 vektortérben.

Adjunk meg R3-ben olyan linedrisan fiiggé vektorrendszert, amelyben egyik vektor sem konstansszorosa valamely

masik vektornak.

(e) Keressiink olyan haromelemfi vektorrendszert R3-ben, amelynek egyik vektora sem &ll el§ a tobbi linedris kombing-
cidjaként.

(a
(b
(c
(d

4. feladat® Igazak-e aldbbi 4llitdsok? (Indokoljuk is a valaszunkat!)
(a) Minden 3-dimenzids vektortérben megadhaté 4 linedrisan fiiggetlen vektor.
(b) Egész szamokbdl 4116 nemelfajulé matrix inverze is egész szdmokbol 4ll.
(c) A Z3 vektortér {(1,2,1),(0,0,0)} részhalmaza altér.
) Ha egy V vektortér valamelyik vektordanak koordindtasora egy bazisban (0,0,0), akkor barmely mds bdzisban is ez
a koordinatasor.
) A sikon, azaz az R? vektortéren az (1, 0) vektorral torténé eltolds (vagyis a v — v+(1,0) leképezés) linedris leképezés.
) Barmely két, ugyanazon test feletti vektortér kozott megadhaté linedris leképezés.
(g) Ha egy linedris transzformacié matrixa nemelfajulé, akkor a transzformécié injektiv.
(h) Legyen ¢ az R? vektortér linedris transzformdcidja, és legyen A valés 3 x 3-as matrix. Ekkor van olyan bézisa R3-nek,
melyben ¢ métrixa éppen A.
(i) Legyen e1, e, e3 a V valds vektortér bazisa, és legyen v, illetve w az a V-beli vektor, amelynek koordindtasora ebben
a bazisban (1, —1,0), illetve (2,—2,0). Ekkor v és w linedrisan fiiggetlenek.
(j) Bérmely valds 3 x 3-as matrixnak van valés sajatértéke.

. feladat® Oldjuk meg a 92 = 7 (mod 1153) linedris kongruenciat.
. feladat® Oldjuk meg a 22 = 3 (mod 9), 4z = 6 (mod 11), 3z = 9 (mod 13) linedris kongruenciarendszert.
. feladat® Hatérozzuk meg az o1; (3) és 05 (17) multiplikativ rendeket.

. feladat® Adjunk meg primitiv gyskst modulo 5,6,7,8,9,10,11.

© 0 N O O

. feladat® Hatarozzuk meg az f = 2% + 2% + 22 + 1,9 = 2° + 2* + 1 € T [z] polinomok legnagyobb kizds osztéjdt, és
adjuk meg az fu+ gv = (f,g) egyenlet egy megoldaséit a T' = Q, Zy és Zs testek felett.

10. feladat® Adjuk meg az f; = 2 — 322 + 4o — 12, fo = 2% + 250 és f3 = 22° — 621 + 182% — 12z + 30 polinomok
irreducibilis felbontasat a Q, R és C testek felett.

11. feladat® Adjuk meg az f1 = 2%+ 1, fo = 2% + &+ 1 és f3 = 2* + 2% + 1 polinomok irreducibilis felbontasat a Z, és
Z3 testek felett.

12. feladat Hatdrozzuk meg a Z3 vektortér 3-dimenzids altereinek szamat.

13. feladat Igazoljuk, hogy egy V vektortér ¢ linedris transzformaciéja pontosan akkor idempotens (vagyis p? = ¢) ha
Im ¢ NKer ¢ = {0} és vy = v barmely v € Im ¢ esetén.

14. feladat Legyen n > 2 természetes szam. Hatérozzuk meg az n-hez relativ prim, n-nél kisebb természetes szamok
Osszeglét.

15. feladat Mutassuk meg, hogy ha a 1 100 = 1, akkor a** =1 (mod 100).

1

16. feladat Legyen n olyan természetes szdm, amelyre teljesiil, hogy barmely a L n esetén ™~
hogy n négyzetmentes szam.

=1 (mod n). Igazoljuk,



A csoport fogalma, nevezetes példak

17. feladat® Csoportot alkotnak-e az alabbi halmazok a megadott miiveletre nézve?

(@) Zni+) () Zn;)) (o) Zi+) (D) (Z) (o) R\Q:H)

(f) (R\{—1};0),aholaob=a+b+ab (g) (R;o0),ahol woy =ax+2y
(h) ({e € C: létezik olyan n € N, amelyre " = 1};-)
(i) (P(H);V), ahol H nemiires halmaz (j) (P(H);A), ahol H nemiires halmaz
(k) G=({a,b,c,1,2,3};-), ahol a (jelen esetben asszociativ) szorzédst az aldbbi miivelettdbldzat adja meg:
a c
all 2 3 a b ¢
b2 3 1 b ¢ a
c|3 1 2 ¢ a b
lla b ¢ 1 2 3
2(b ¢ a 2 3 1
3¢ a b 3 1 2

18. feladat® Az alibbi kivetkeztetések koziil melyek érvényesek minden csoportban tetszéleges a, b, ¢, d, g, , y elemekre?
A helyes kovetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldat.

(a) arb=ayb = z=y (b) azb=bya = xz=y (c) ax=1= x=0a""

(d) abr=1 = z=0a"%"! (¢) zab=c = z=cb"la™? (f) 2?=9y? = z=y
19. feladat® A D, (n € N,n > 3) n-edfoki diédercsoportban jellje a a kizéppont koriili 2% szogii forgatést, ¢ pedig az
Jeloly n g g g
egyik tengelyes tiikrozést.
(a) Vézolja fel D,, miivelettablazatat.
(b) Adja meg a kivetkez$ elemeket a¥t (0 < k < n — 1) alakban.
ta, ta®, ... 4", ta2, (ata= V)20, (ta10)2" 2, (atatBq 1) 1On 50
20. feladat® Adja meg a G csoport azon elemeit, amelyek eléallnak az a elem pozitiv egész kitevés hatvanyaiként, illetve
egész kitevOs hatvanyaiként.

(a) G=(Z;+), a=1 (b) G=(Z:+), a=3 (¢) G=(P({1,2,3};4), a={1,2}

10 0
(d) G = De, a pedig a kézéppont koriili g szoggel valé forgatds () G=(GL(R,3),), a=|0 2 0
00 -2

O G=(Z) a=T () G=(Z), a=5
21. feladat Milyen a,b,c € R paraméterek esetén lesz (R; o) csoport, ahol z oy = az + by + ¢?

22. feladat Tetszoleges R kommutativ egységelemes gyfirii esetén legyen Lr = {z + az+b:a € R*,b € R} az R feletti
bijektiv ,linedris” fiiggvények halmaza. Mutassa meg, hogy Lg csoportot alkot a leképezésszorzds miiveletével.

23. feladat Egészitse ki az alabbi miivelettablazatot gy, hogy csoport miivelettdbldzatat kapjuk.

24. feladat Az alabbi kovetkeztetések koziil melyek érvényesek minden csoportban tetszéleges a,b, ¢, .y elemekre? A
helyes kovetkeztetéseket igazolja, a hamisakra adjon ellenpéldét.

() =42 P =y = 2=y (b) @120 =120, 22T — 2Ty
25. feladat Hany eleme van a GL(Z,,2) csoportnak?

26. feladat Adja meg olyan elemet a GL(R, 2) csoportban, amelyben nem szerepel nulla, azonban csak véges sok kiilon-
boz6 hatvénya van.

27. feladat Hany eleme van a szabélyos tetraéder mozgas-, illetve szimmetriacsoportjanak?
28. feladat Hény eleme van a kocka mozgds-, illetve szimmetriacsoportjanak?

29. feladat Irja le a kér mozgés-, illetve szimmetriacsoportjat.

Jordan-normalalak

164. feladat® Legyen a ¢: R" — R™ linedris transzformécié matrixa a standard bazisban A. Adjon meg bézist a v
vektort tartalmazé legsziikebb invaridns altérben, valamint szamitsa ki a v vektor rendjét (a ¢ linedris transzformdciéra
vonatkozdan).

3 5 -1 -1 1 0
(a) A=-1 -2 0 |,v=(1,2,-1) (b) A= 1 0 1[|,v=(1,1,0)
0 0o -1 -1 2 1
o 31 52 32 ;4
(¢) A= jl (1) i ,o=1(0,1,1) (d) A= 0 o L3 ,o=1(1,2,0,-1)

o 0 -1 1

165. feladat® Hatdrozza meg az sszes olyan Q feletti Jordan-métrixot, amely
(a) 4 x 4-es és minimalpolinomja (z + 1)%;

(b) 6 x 6-0s és minimalpolinomja (z 4+ 2)(z — 1);

(¢) 7 x T-es és minimélpolinomja (z + 1)%(x — 3);

(d) 6 x 6-0s és karakterisztikus polinomja (z? — 1)(2? — 1).

166. feladat® Hatdrozza meg az aldbbi métrixok Q, R és C feletti Jordan-normalalakjét.

010 2 -1 1

A:(S é) B:<_U4 _12> c=|-4 40| D=0 -1 0

-2 1 2 -1 -1 0

21 0 5 4 0 ?3‘1}8
E=|-64 3| F=|-65 0] G=

-3 2 -2 -2 2 -1 00 vl

0010

167. feladat® Lehetnek-e egy valés matrix invaridns faktorai a kovetkezék? Ha igen, adja meg a métrix Jordan-
normalalakjat.

(a) 1L,1,1,(z—2)>% (x—1) (=2 +2x+1) (b) L1, (z—2),(z—2)(x—1) (¢) 1,1,(x—1),(z —1)(2* + 2z —2)
(A) 1, =3),z-3)7% -3 +e+1)  (¢) L,1,1,1,(z—V2),(x—v2)? (& - v2)?*(2® — 2 +10)

168. feladat® Igazak-e alibbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Ha egy matrix minimalpolinomja 2%, akkor determindnsa 0.
(b) Ha egy méatrix minimélpolinomja x* — 1, akkor sajitértéke az 1.
(c) Ha egy métrixnak invaridns faktora az (z — 1)® polinom, akkor nem diagonalizilhaté semilyen test felett sem.
(d) Ha egy métrixnak elemi osztéja az 2% polinom, akkor nem diagonalizalhaté semilyen test felett sem.
1 1 0
() A {0 —1 0| matrix Jordan-normélalaki Q felett.
0 0 1

(f) Bérmely komplex métrix Jordan-normélalakjaban csak a f84tléban, illetve kozvetleniil a f64t16 felett lehetnek nullat6l
kiilonboz6 elemek.
(g) Raciondlis matrix Jordan-normélalakjaban a f64tl6tdl tetsz6legesen messze lehetnek nullatol kiilonbozd elemek.

169. feladat Adjon meg olyan ¢: R* — R* linedris transzforméci6t (hatdrozza meg matrixit a standard bézisban),
amelyre a v = (1, —1,1,0) vektort tartalmazé legsziikebb invaridns altér 3-dimenzids.

170. feladat Igazolja, hogy minden négyzetes matrix hasonlé a transzponaltjihoz.

171. feladat Lassa be, hogy tetszbleges A, B € Q"*™ maétrixokra ekvivalens az aldbbi két feltétel.
(a) Létezik olyan Q € Q métrix, amelyre Q1 AQ = B.
(b) Létezik olyan C € C métrix, amelyre C~1AC = B.

172. feladat Legyen K tetszOleges test és A € K™*™ pedig olyan matrix, amelyre

(a) A2 =4

(b) A2=E.

Hatdrozza meg A Jordan-normadlalakjit. Ez alapjin adja meg az A-hoz tartozé linedris transzformécick ,,geometriai”
jelentését.

173. feladat Legyen K tetszbleges test és A € K™*" pedig olyan métrix, amelynek valamely hatvdnya a nullmétrix.

(a) Igazolja, hogy ekkor A™ = 0.

(b) Hatérozza meg A Jordan-normalalakjat.

174. feladat Mutassa meg, hogy ha az A € C"*" madtrix valamely hatvénya az egységmatrix, akkor A hasonld egy
diagonalis métrixhoz, melynek f8atlojaban egységgyokok allnak.



Gyiiritk

145. feladat® Mutassa meg, hogy tetszoleges A halmaz esetén (P(A); A,N) gyfirti.

146. feladat® Igazolja, hogy tetszoleges A Abel-csoport esetén A endomorfizmusainak (azaz énmagédba mené homomor-
fizmusainak) halmaza gyfiriit alkot a szokdsos leképezésszorzasra és a pontonkénti dsszeaddsra nézve: a(p+1) = ap+ai.
Ez az A Abel-csoport endomorfizmusgyirije.

147. feladat® Déntse el, hogy a megadott R gytiriiben az I halmaz részgytiriit, illetve idedlt alkot-e. Ha idealt alkot, akkor
vizsgdlja meg, hogy az idedl féidedl-e, valamint adja meg az R/I faktorgyir(i elemeit és miiveleteit (miivelettablazattal
vagy més médon).

(a) R=2Z, I apératlan egész szdmok halmaza (b) R=1Z, I a pozitiv egész szdmok halmaza
(¢) R=Z}l), I=2Z (d) R=1Z[i], I ={a+bi:a,bec 2L}
(¢) R=2Z[z], I={f€Zlz]: [(1) =0} () R=2Z[z], I ={f€Z[a]: f(0) =1}
(8) R=2Z], I ={feZz]:2]f(0)} (h) R=2Z[xl, I ={f €Zlx]: f(0) # 1}
148. feladat® Dontse el az alabbi leképezésekrdl, hogy gyfirthomomorfizmusok-e. Ha igen, hatdrozza meg a magjukat,
és fogalmazza meg, mi adédik a homomorfiatétel alkalmazasdval.
(a) Z—Z,kw— 4k (b) Ze — Zo ks k

(d) Z[x] = Z, f > F(1)  (¢) R2¥2 5 R, M v det (M)

(¢) Qlz] = Q, [+ f(0)

149. feladat Mutassa meg, hogy az alabbi gytiriik nem izomorfak egyméssal.
(a) ZV2] 6 Z[V3]  (b) RésC
150. feladat Bizonyitsa be az alabbi izomorfidkat.
(a) Zn/(d) = Zq, ahold |n  (b) Z[z]/{n) = Zu[z]  (c) Rlz,y)/ (@ —y)=R[z]

151. feladat® Igazak-e aldbbi allitasok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Zérégylirti minden, az Ssszeadésra és kivondsra nézve zart nemiires részhalmaza ide4l.
(b) A legfeljebb 5-6dfoki polinomok halmaza részgytirti Z[z]-ben.

(c) A Zli] gytiriinek Z idedlja.

(d) Ha ¢: R — T homomorfizmus az R és T gytiriik kozott, akkor Im ¢ idedl T-ben.

(e) Bérmely ¢: Z — R homomorfizmust egyértelmiien meghatdrozza 1.

152. feladat Megadhaté-e a Z gyfiriiben olyan részhalmaz, amely zart az sszeaddsra és a kivondsra, de a szorzédsra nem?

153. feladat Hatdrozza meg a Z[z| gyfir{iben

(a) az x — 1 polinom &ltal generalt részgyfirtit

(b) az x és x — 1 polinom &ltal generdlt részgyfiriit;

(¢) az x — 1 polinom &ltal generalt idedlt (azaz a legsziikebb olyan idedlt, amely tartalmazza (x — 1)-et).

154. feladat Adjon meg két kiilonboz6 valédi nemtrividlis bal-, illetve jobbidedlt az R2*? gytiriiben.

155. feladat Egy (R;+,-) egységelemes gytir(i alaphalmazan definidljuk a kdvetkezd miiveleteket: a b =a+b—1 és
aob=a+b—ab (a,be R). Bizonyitsa be, hogy (R;®,0) is gylirti, és izomorf az (R;+,-) gyliriivel.

156. feladat Legyen A az R (nem feltétleniil kommutativ, nem feltétleniil egységelemes) gylirti tetsz6leges részhalmaza.
Hogyan ,néznek ki” az A halmaz 4ltal generalt idedl (azaz az A-t tartalmazé legsziikebb idedl) elemei?

157. feladat Adjon meg olyan R gyliriit és abban olyan nemtrivialis S részgytiriit, ahol R és S is egységelemes, de ez a
két egységelem kiilonbozo.

158. feladat Milyen ,ismert” gyfirtivel izomort a Z, Z,,, illetve Zs x Zy csoportok endomorfizmusgytiriije?

159. feladat Tetszéleges p primszam esetén igazolja, hogy

(a) barmely két p-elemfi zérégyfirii izomorf egyméssal, és

(b) minden p-elemfi gytirti vagy zérégytirti, vagy izomorf Z,-vel.

160. feladat Legyen R olyan végtelen gyfirti, amelynek additiv csoportja ciklikus. Igazolja, hogy ha R nem zérégyfirti,
akkor R a dZ (d € N) gytiriik koziil pontosan eggyel izomorf.

161. feladat Legyen R az n x n-es felsd trianguldris valés métrixok halmaza, T pedig az alsé trianguldrisoké.

(a) Bizonyitsa be, hogy R és T részgyfirlije R"*"-nek, és ez a két részgylir(i anti-izomorf egymédssal, azaz létezik olyan
¢: R — T bijekcié, amelyre barmely A, B € R esetén (A + B)y = Ap + By, valamint (AB)y = By - Ap.

(b) Izomorf-e R és T?

162. feladat Izomorf-e egyméssal a Q[z]/(z? — 1), Q[z]/(x? — 2), illetve Q[z]/(z? — 4) gyfirii?

163. feladat Igazolja, hogy tetszdleges p primszém esetén a Z],Z” gylirli (azaz az Osszes Z, — Z;, leképezésbodl 4ll6 halmaz
a pontonkénti dsszeadassal és szorzdssal) izomorf a Z,[x] polinomgytirii valamely faktorgyfiriijével.

30. feladat Tekintsiik a kévetkez8 négyelemil csoportokat: (Za;+), (Z%;-) (Zg:-). (Z3:+), (Eai-), (P({1,2}):4),
(Sym (H); 0), ahol E4 a negyedik komplex egységgyokok halmaza, Sym (H) pedig a H betii szimmetriacsoportja. Irja
fel a miivelettdblazataikat, és dontse el, hogy melyek izomorfak egymdssal (azaz mikor lehet két csoport elemeit alkalmas
moédon a, b, ¢, d betiikkel jeldlni ugy, hogy a két miivelettdbldzat egyforma legyen).
31. feladat Mutassa meg, hogy a @ = {1,—1,i,—1,7, —j, k, —k} halmazon egyetlen olyan asszociativ szorzds létezik,
amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

e az {1,—1,i, —i} részhalmazban ugyanigy szorzunk, mintha a felsorolt elemek komplex szdmok lennének;

e az {1,—1,j,—j} és {1, -1, k, —k} részhalmazban ugyanigy szdmolunk, csak ¢ helyett j-vel és k-val;

o ij =k jk=1iki=j.

Igazolja, hogy @ csoportot alkot erre a szorzdsra nézve (ezt a csoportot kvaternidcsoportnak nevezik).

Permutéciok
32. feladat® Szdmitsa ki Sg-ben az aldbbi permutdcidkat. A végeredményt adja meg idegen ciklusok szorzataként és

kétsoros alakban is (minden elem ald a képét frva).

(1356) (2463) (342), (4732)"" (15423), mp, p°m, ((123)m) "', (123) ' =1, =2,

(1 2 3 45 6 7 8 9 (1 23 45 6 7 8 9
™Bas598 1627 PT\23816975 4)

33. feladat® Hatarozza meg a fenti permutécick paritasat.

ahol

34. feladat® Oldja meg az Sy csoportban az alabbi egyenleteket. A végeredményt adja meg idegen ciklusok szorzataként

és kétsoros alakban is.
(a) x-(134)(246) = (12) (b) (234)71 -z = (1452) (359) (c) (25)(234) -z (678) (789) = (4276) (934)

35. feladat Milyen lehet a szerkezete szerkezete egy 2 és egy n > 2 hosszliségu ciklus szorzatdnak (ebben, illetve a
forditott sorrendben)?

36. feladat Oldja meg Sg-ban az aldbbi egyenleteket.
(a) 72 =(12) (b) 2 =(123) (¢) m2=(12345) (d) 72 =(123)(4506)

37. feladat A péronként idegen ciklusokra bontott alak segitségével adjon meg sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy
egy permutdcié elédlljon valamely permutdcié négyzeteként (azaz mésodik hatvdnyaként).

38. feladat Milyen a ciklusszerkezete — azaz a paronként idegen ciklusokra bontott alakjiban milyen hossziségu ciklusok
szerepelnek, és melyikbél mennyi — egy n hosszusagu ciklus k-adik hatvéanydnak?

39. feladat Igazolja, hogy barmely n € N esetén

(a) Vre S,k eN: 7k =id; (b) FkeNVreS,: 7" =id (melyik a legkisebb ilyen k?).
40. feladat Bizonyitsa be, hogy S, minden permutécidja felirhaté legfeljebb n — 1 transzpozicié szorzataként.
41. feladat Igazolja, hogy egy n hosszusagu ciklus nem frhaté fel n — 1-nél kevesebb transzpozicié szorzataként.

42. feladat Legyen n € N, n > 2. Igazolja, hogy az S, csoportot generaljak az aldbbi halmazok (azaz S,, minden eleme
megkaphat6 a megadott permutéciékbol szorzas segitségével).

() {12), 13),....0n)} ® {12), 23)....c0—1n)}  (¢) {(12), 12 ... n)}

43. feladat Legyen n € N, n > 3. Igazolja, hogy az A,, csoportot generdljik az aldbbi halmazok (azaz A, minden eleme
megkaphat6 a megadott permutéciokbol szorzds segitségével).

(a) az sszes 3 hossziségu ciklusok (b) {(123), (234),...,(n—=2n—-1n)}
44. feladat Legyen n € N, n > 4. Igazolja, hogy minden S,,-beli permuticié elé4ll a3 alakban, ahol a? = 32 = id.

45. feladat Igaz-e, hogy ha 7 € S, nem mozgatja az l-et és m = 79 - - - 73, ahol 71,..., 7} transzpozicidk, akkor paros sok
T; transzpozicié mozgatja az 1-et?



Alterek direkt Gsszege, sajatértékek és diagonalizalhatdésag

46. feladat® Direkt 6sszege-e a V vektortér az U, és Uy altereknek?

(@) V=R, Uy = [(1,1,1),(~1,2,0)], Uz = [(1,1,0)]

(b) V =R, Uy = [(1,~1,2), (~1,0,1)], Uz = [(~1,~1,4),(1,3,1)

(¢) V=24 Uy =[(1,1,0,1),(~1,0,1,-1),(0,1,1,0)], Us = [(1,0,1, 1), (1,1,1,1),(=1,1,~1,0)]

(d) V =R®, Uj az origén dtmend, (—1,2,3) irdnyvektori egyenes, Us pedig az 5z — 2y + 32 = 0 egyenletii stk

47. feladat® Tudjuk, hogy az R? vektortér az Uy és Us altereinek direkt osszege. Adja meg a v vektort egy Uy és egy
Us-beli vektor Gsszegeként.

(a) Uy =1(1,-1,2),(1,1,1),(2,0,3)], U> = [(0,0,1)], v=(0,-2,2)

(b) Uy az & +y — 2z = 0 egyenletii sik, Uy az origén dtmend, (1,1, —2) irdnyvektori egyenes, v = (2,2, —1)

48. feladat® Szamitsa ki a V vektortér ¢ linearis transzforméac
(a) V =R?, ¢ az x — 2y = 0 egyenesre val6 tengelyes tiikrozés

janak sajatértékeit, és dontse el, hogy diagonalizalhaté-e.

(b) V =R2, ¢ az origéra valé centralis tiikrozés

(c) V =R?, p az origé koriili, 7/3 szoggel valé forgatds

d) V =R3, ¢ az origén dtmend, (1, —1,2) irdnyvektori egyenes koriili 7/4 szoggel valé forgatas
@

(e) V=R3 pazaz+y—z=0 egyenletii sikra valé titkrozés

() V=R3 ¢: V> V. (z,y.2)— (2, — 32,y + 32)
(g) V=R3 o: V=V, (z,y,2) — 22,2+ 2,y — 22)

49. feladat® Dontse el az aldbbi matrixokrél, hogy diagonalizalhatéak-e az R, C, Zy, illetve Z3 testek felett.

-1 0 0 -2 -3 3 ’01 _238:2

0 —4 6 2 0 2 A

0 -3 5 1 -1 3 2 6 1
0 -4 0 3

50. feladat®

(a) frja fel az R? vektorteret hdrom nemtrivialis altere direkt Gsszegeként.
(b) frja fel az R? vektorteret harom nemtrivialis altere dsszegeként.

(¢) Adjon meg olyan 3 x 3-as valés matrixot, melynek a sajatértékei 1, —1,2.

51. feladat® Igazak-e aldbbi dllitasok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Bérmely haromdimenziés vektortér eldallithaté kettd darab kétdimenzids altere direkt sszegeként.

(b) Ha a sik két origén dtmend egyenesének direkt sszege, akkor a két egyenes meréleges egymasra.

(c) Ha a sik két origén dtmend egyenese merdleges, akkor a sik ezen két egyenes direkt dsszege.

(d) Ha a tér két origén dtmend egyenese merdleges, akkor a tér ezen két egyenes direkt dsszege.

(e) Ha egy 2 x 2-es valés mdtrixnak 1 és —1 a sajatértékei, akkor a matrix diagonalizdlhato.

(f) Ha egy 2 x 2-es val6s matrixnak nincs valds sajatértéke, akkor a métrix diagonalizdlhaté a komplex szdmtest felett.
(g) Egész szamokbdl 4116 matrix minden raciondlis sajétértéke egész.

(h) Ha egy 3 x 3-as valés matrix karakterisztikus polinomja —(z — 2)(2? + x + 1), akkor nem diagonalizalhaté.

(i) Ha egy 3 x 3-as valés métrix karakterisztikus polinomja —(z — 2)2(z + 1), akkor diagonalizalhaté.

52. feladat Adjon meg olyan valés matrixot, melynek karakterisztikus polinomja —(x + 1)?, azonban nem diagonaliz4l-
haté.

53. feladat Igazolja, hogy egy V vektortér barmely U altere esetén megadhato olyan linedris transzformécié V-n, melynek
magja épp U.
54. feladat Adjon meg az R* vektortérben olyan Uy, Us és Us altereket, melyekre R* = Uy + Us + Us és az Uy,Us,Us

alterek koziil barmely ketts metszete trividlis, de ennek ellenére R* nem direkt 6sszege az Uy, U, Us altereknek.

55. feladat Legyen V,, a legfeljebb n-edfoku valés egyiitthatds polinomok vektortere a valés szdmtest felett. Igaz-e, hogy
V, =Ker D @ Im D, ahol D a differencidlds, azaz D: V,, = V,,, f+ D(f) = f'?

56. feladat Legyen V vektortér, és rogzitsiink egy v € V vektort, valamint egy A skalart. Dontse el, hogy az aldbbi két
halmaz altér-e a linedris transzformdciock Hom(V, V') vektorterében.

A={¢peHom(V,V) | v sajitvektora p-nek } B = {¢ € Hom(V,V) | X sajatértéke p-nek }
57. feladat Igazolja, hogy ha A és B azonos méretii valds matrixok, akkor AB és BA valds sajatértékei ugyanazok.
58. feladat Igaz-e, hogy diagonalizalhaté matrixok szorzata is diagonalizdlhaté?

59. feladat Az f,, Fibonacci-sorozathoz keressen olyan A valés mdtrixot, amelyre (f,, fon+1)A = (fns1 fat2). Diagona-
lizélja a métrixot, és ennek segitségével adjon zart képletet f,-re.

Normalosztd, faktorcsoport

124. feladat® Hatérozza meg a H < G részcsoporthoz tartozé bal, illetve jobb oldali mellékosztélyokat.

(a) G =17, H=3 (b) G=173, H=[4] (¢) G=C, H=R (d) G=R*, H=R"

() G=D4, H=[d? (f) G=Dy, H=ta?] (8) G= D4, H=[d? ta] (h) G=A4, H=V
125. feladat® Dontse el az elézé feladatbeli H < (G részcsoportokrdl, hogy norméloszték-e G-ben. Ha igen, akkor
hatdrozza meg a G/H faktorcsoportot (irja fel a miivelettabldzatat és/vagy allapitsa meg, hogy melyik ismert csoporttal

izomorf a faktorcsoport). Ha H nem normaloszté, akkor szamitsa ki az dltala generdlt N normélosztét, és hatdrozza meg
a G/N faktorcsoportot.

126. feladat® Igazak-e aldbbi allitasok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Ciklikus csoport minden részcsoportja normaloszto.

(b) Ha egy csoport minden részcsoportja normalosztd, akkor a csoport ciklikus.
(c) Ha egy részcsoport indexe prim, akkor az normaloszto.

(d) Az S5 csoportban ha két elemnek azonos a rendje, akkor konjugdaltak.

(e) Bérmely csoportban az azonos rendii elemek konjugaltak.

(f) A @ csoport egyszerfi.

127. feladat Hatdrozza meg a megadott G csoport H részcsoportja szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztalyozdst, és
dontse el, hogy H normdloszté-e. Ha igen, akkor hatdrozza meg a G/H faktorcsoportot.

(a) G=85y, H=V (b) G =S4, H az {1,2} halmazt sSnmagdba képez8 permutaciok részcsoportja

128. feladat Bizonyitsa be, hogy ha H, K < G olyan véges részcsoportok, amelyek rendje egymdshoz relativ prim, akkor
HNK={1}.

129. feladat Szdmitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generatumait (azaz a ciklikus részesoportokat), majd
hatdrozza meg az osszes részesoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthdlé Hasse-diagramjat.

(@) Z3 () A

130. feladat Szdamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generatumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd
hatdrozza meg az 0sszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

(@) Da (b) @
131. feladat Hatdrozza meg a G csoport A részhalmaza dltal generalt normélosztéjat.
(a) G=251, A={(13)24} (b)) G=Q, A={i}

132. feladat Hatdrozza meg a Dg csoportban a konjugaltsagi osztalyokat. Ennek segitségével keresse meg az Osszes
normalosztéjat, majd rajzolja fel a normalosztéhalé Hasse-diagramjat.

133. feladat Hatdrozza meg az dsszes homomorfizmust a megadott csoportok kozott.
(a) Zis — Zs (b) Q— Sy

134. feladat Igazolja, hogy ha a G csoport K részhalmaza valamely részesoport szerinti bal oldali mellékosztaly, akkor
G-nek van olyan részcsoportja is, amely szerint K jobb oldali mellékosztély.

135. feladat Igazolja, hogy ha H, K részcsoportja a G véges csoportnak, akkor |HK| = %
136. feladat Bizonyitsa be, hogy minden 4k + 2 rendii Abel-csoport pontosan egy masodrendii elemet tartalmaz.
137. feladat Izomorfia erejéig hatdrozza meg az osszes legfeljebb hatodrendii csoportot.

138. feladat Adjon példat annak igazoldsara, hogy egy G csoport Abel-féle részcsoportja nem feltétleniil normaloszto.

139. feladat Legyen G csoport, N pedig olyan normdlosztdja, amelyre G/N kommutativ. Mutassa meg, hogy ekkor G
barmely, N-nél bévebb részcsoportja egyben norméloszté is G-ben.

140. feladat Igazolja, hogy tetszéleges G csoport esetén Inn G < Aut G.

141. feladat Keressen (minél kisebb elemszdmu) olyan G csoportot, amelyben vannak olyan M, N részcsoportok, ame-
lyekre M <« N <« G, de M nem normaéloszté G-ben.

142. feladat Bizonyitsa be, hogy ha a H részcsoport indexe a G csoportban 2, akkor G\ H minden eleme pdros rendii.
143. feladat Igazolja, hogy véges csoportban minden konjugdltsdgi osztdly elemszdma osztja a csoport rendjét.

144. feladat Igazolja, hogy a G csoportban megadott N részcsoport normaloszté. Milyen ,ismert” csoporttal izomorf
G/N?
(a) G=GL(R,n), N=SL(R,n) (b) G=R, N=7



Euklideszi terek

106. feladat® Igazolja, hogy tetszoleges euklideszi tér minden u és v vektordra teljesiilnek az alabbiak.
(@) Ju=ol®+llutol® =2(lul®+[ol?) () 2(uw,0) = [lutol®~[ul®~ol* () |ull=

v| = u—v Lu+tv
107. feladat® Hajtson végre Gram-Semidt-ortogonalizdciét az alabbi linedrisan fiiggetlen vektorrendszereken.
(a) (1,0,0),(2,3,0),(1,6,1)  (b) (1,6,1),(1,0,0),(2,3,0)  (c) (1,—-1,1),(1,3,2),(4,4,-1)
(d) (1,1,-1,1),(2,1,-1,0),(2,-1,3,2) (e) (1,1,-1,1),(0,3,0,1),(0,-3,0,7)
108. feladat® Adjon meg ortonormalt bézist az aldbbi alterek ortogonalis kiegészitéjében.
(a) [(1,1,-1),(1,2,1)] <R? (b) [(1,-1,1,1),(1,2,-1,1),(2,1,0,2)] < R*
(¢) [(1,-1,0,1),(1,2,-1,1)] < R* (d) {(z1,22,25,24) : @1 + 222 + 3 — 24 = 21 — T2 + 75 — 14 = 0} <R?*
109. feladat® Legyen A az R? euklideszi tér ¢ linedris transzformaciéjanak métrixa a standard bézisban. Hatdrozza meg
a vp* vektort.

1 -1 2 -1 1 0
(@) A=[-1 0 2],v=(1,2,2) () A=[1 -1 2|, v=(=1,1,1)
11 2 2 1 2

110. feladat® Igazak-e alibbi allitdsok? (Indokolja is a valaszt!)

(a) Minden ortogonalis vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

(b) Ha két altér ortogonalis, akkor az dsszegiik direkt dsszeg.

(¢) Onadjungélt linedris transzformacié matrixa szimmetrikus.

(d) Ortogondlis transzformaci6 valés sajétértékei 1 abszolit értékiiek.

(e) Az ortogonélis transzformdciok éppen a bijektiv linedris transzforméaciok.
(f) Ortogonalis transzformécié métrixdnak determindnsa egy.

111. feladat® Legyen a ;: R® — R? linedris transzformacié matrixa a standard béazisban A; (i = 1,2). Adja meg az R?
euklideszi térnek egy, a ¢; sajatvektoraibdl all6 ortonormalt bazisat.

2 10 2 -1 1
Ar=[1 2 0], A=[-1 2 -1
00 1 1 -1 2

112. feladat® Az eléz6 feladatban szerepld A; € R™*" szimmetrikus matrixokhoz keressen olyan B; ortogondlis matrixokat,
melyekre B, L A; B; diagonalis.
113. feladat® Hajtson végre fétengelytranszformaciot az alabbi kvadratikus alakokon.

(a) —dzyzo + 23123 + 323 — dasay (b) — 2z + 27123 + 25 + 2w023 + 472
114. feladat Egészitse ki az (1, —1,1, 1) vektorrendszert olyan ortogonalis rendszerré, melyben minden koordindta egész.
115. feladat Bizonyitsa be, hogy minden, legalabb kétdimenziés euklideszi térben végtelen sok ortonormalt bazis van.

116. feladat Legyen V egy n-dimenzids euklideszi tér. Adjon meg V-ben végtelen sok olyan vektort, amelyek koziil
barmely n linedrisan fiiggetlen, de semelyik kett6 sem ortogonalis.

117. feladat Legyen V euklideszi tér, U < V és v € V. Mutassa meg, hogy U + v = {u+ v : u € U} pontosan egy U-ra
merdleges elemet tartalmaz, és ez az elem éppen U + v legrovidebb eleme.

118. feladat Hatdrozza meg a sikon az y = x egyenesre valé merdleges vetités, illetve titkrozés adjungaltjat.
119. feladat Legyen ¢ € L(V) linedris transzformécié. Igazolja, hogy ekkor Ker o* = (Im )+ és Im ¢* = (Ker ¢)*.
120. feladat Mutassa meg, hogy euklideszi tér ¢ linearis transzforméaciéjara az aldbbi feltételek barmelyike kovetkezik a
masik kettdbdl. (Mely ¢ transzformaciok teljesitik mindharom feltételt?)

(a) ¢ onadjungélt (b) ¢ ortogonélis (¢) ¢*=id

121. feladat Bizonyitsa be, hogy barmely A € R3*% ortogonalis matrixhoz léteznek olyan P € R3*3 és B € R?*?
ortogonalis métrixok, amelyekre P~'AP = (1) g) A lehetséges B métrixok meghatarozasa utdan fogalmazza meg a

fenti allitds geometriai jelentését.

122. feladat Hany egész szamokbdl all6 3 x 3-as ortogonalis métrix van?

123. feladat Legyenek ¢, linedris transzformécick. Dontse el az aldbbi dllitdsokrol, hogy igazak-e. (Amennyiben igazak,
igazolja 6ket, amennyiben nem, adjon réjuk ellenpéldat.)

(a) Ha ¢ és 1 ortogondlis, akkor ¢ + ¢ is az.

(b) Ha ¢ és v ortogonalis, akkor ¢ is az.

(¢) Ha ¢ ortogonalis, de ¢ nem, akkor ¢ sem ortogondlis.

Elemek rendje

60. feladat® Hatdrozza meg a megadott elemek rendjét a G csoportban.

() G=215,0,T1 (b) G=Zi 57 () G=0Q; -1, g (d) G = Das; a°, ta®, tat

(e) G =386 (123)(45), (1254)(236)(146)°" (f) G=C; cis 5%, cis 3?7( cis %ﬂ, cis V2

61. feladat® Adjon meg a G csoportban k rendfi elemet.

(a) G=Sp; k=8,1521  (b) G=Dis; k=24,6,7 () G:C;sz—l,g (d G=C k=5

62. feladat Hatdrozza meg az aldbbi csoportok véges rendii elemeit.
(a) Q (b) Q* (c) C* (d) a kor szimmetriacsoportja

63. feladat Bizonyitsa be az aldbbi, véges foki permutdcickra vonatkozé éllitdsokat, vagy adjon réjuk ellenpéldét.
(a) Minden péros rend{i permutdcié paros.

(b) Minden pédros permutici6 rendje paros.

(¢) Minden pédratlan rend{i permutdcié paros.

(d) Minden pdratlan permutécié paros rendii.

64. feladat Igazolja, hogy barmely csoport tetszéleges a, b véges rendii elemeire teljesiilnek a kévetkezok.
(a) o(a) = o(b~'ab) (b) o(ab) = o(ba) (c) ab=ba = o(ab) | Ikkt(o(a),o(b))
65. feladat Hatdrozza meg az Ly csoport véges rendii elemeit (Idsd a 22. feladatot).

66. feladat Adjon meg olyan végtelen csoportot, amelynek minden eleme véges rendi, valamint olyan végtelen csoportot,
melyben csak véges sok véges rendii elem van. Van-e olyan csoport, amelynek véges sok végtelen rendii eleme van?

67. feladat Igazolja, hogy ha egy csoportban az egységelemtdl kiilénbozo sszes elem rendje ugyanaz, akkor az végtelen
vagy primszam.

68. feladat Igazolja, hogy ha egy csoport minden elemének rendje legfeljebb 2, akkor a csoport kommutativ.
69. feladat Mutassa meg, hogy ha egy véges csoport elemszdma paros, akkor a csoportban van masodrendfi elem.

70. feladat Mutassa meg, hogy tetsz6leges k € NU {oo} esetén van olyan csoport és abban két olyan médsodrendii elem,
amelyek szorzatanak rendje k.

71. feladat Igazolja, hogy ha n-nek van két kiilonbozé paratlan primosztdja, akkor a Z7 csoport minden elemének rendje
kisebb ¢(n)-nél.

72. feladat Tetszéleges k € NU {oo} esetén adjon meg az SL(R, 2) csoportban k rendii elemet.



Részcsoportok

73. feladat® Déntse el, hogy részesoportot alkotnak-e az aldbbi H halmazok a megadott G csoportban.
(a) G=Z, H={keZ:6|k} (b) G=7Z, H={keZ:2|kvagy 3|k}
(¢) G =S4, H az dsszes transzpozicick halmaza (d) G=17Zs, H=17} (e) G =Dg, H={id,a* a’t,a"t}
74. feladat® Bizonyitsa be az aldbbi allitdasokat, vagy adjon rajuk ellenpéldat.
(a) Tetsz6leges G csoport minden H, K részcsoportjara H U K < G.
(b) Tetszdleges G csoport minden H, K részcsoportjara H N K < G.
(c) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjira H A K < G.

75. feladat® Hatdrozza meg a G csoport A részhalmaza dltal generalt részcsoportjat.
(a) G=12, A={6,10,15}  (b) G=Q, A={3,3 (¢) G=Q*, A={3,3 (d) G=17Zg, A={1}
() G=1Zs, A={3,T5} (f) G=C, A= {—% + %L} (8 G=C*, A= {—% + %1}
(h) G = D5, A= {a*at} (i) G=Ds, A={a’,at}  (j) G=S1, A={(1234),(13)}
76. feladat® Dontse el, hogy ciklikusak-c az alabbi csoportok.
(@) S5 (b) A (¢) Ziy  (d) Ziy  (e) Zi; (D) Dis
77. feladat Adjon meg 1,2, illetve 3 elemii minimdlis generatorrendszert a Zig, illetve az S3 csoportban (ha 1étezik).

78. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd
hatdrozza meg az Gsszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthalé Hasse-diagramjat.

(a) Z1o (b) Ds (c) S (d v
79. feladat Mutassa meg, hogy tetszéleges p primszam esetén a C* csoportban részcesoportot alkot a kovetkez6 halmaz:
Ey~ ={ue C":van olyan k € Ny, amelyre W =1 }

80. feladat Igazolja, hogy S, minden részcsoportjaban vagy minden permutacié paros, vagy a permutacidknak pontosan
a fele péros.

81. feladat Mutassa meg, hogy minden Abel-csoport

(a) véges rendii elemeinek halmaza,

(b) legfeljebb masodrendfi elemeinek halmaza

részcsoportot alkot. Adjon példat olyan Abel-csoportra, melyben a legfeljebb harmadrendii elemek nem alkotnak részcso-
portot.

82. feladat Adjon példat olyan G csoportra és annak olyan H, K részcsoportjara, amelyekre HK nem részcsoportja
G-nek.

83. feladat Igazolja, hogy ha H egy G csoport véges részhalmaza és H? = H, akkor H részcsoport G-ben.
84. feladat Mely n > 3 természetes szamok esetén generatorrendszere az {(1 2 3),(1 2 ...n)} halmaz az S, csoportnak?

85. feladat Mutassa meg, hogy ha egy G csoport nem Abel-féle, de minden valédi részcsoportja Abel-féle, akkor G-nek
van kételemii generatorrendszere.

86. feladat Igazolja, hogy egy csoport akkor és csak akkor véges, ha véges sok részcsoportja van.

87. feladat Bizonyitsa be, hogy a Q csoport minden végesen generalt részcsoportja ciklikus, és adjon meg olyan valédi
részesoportjat, amely nem ciklikus.

88. feladat Bizonyitsa be, hogy az Ep~ csoport minden val6di részesoportja ciklikus (ldsd a 79. feladatot).

89. feladat Bizonyitsa be, hogy a Q csoportnak, valamint az E,~ csoportoknak nincs minimélis generdtorrendszeriik
(lasd a 79. feladatot).

Homomorfizmusok

90. feladat® Déntse el, hogy az alabbi leképezések koziil melyek homomorfizmusok, illetve izomorfizmusok.

(a) ¢: C* - RY, 2 |2 (b) ¢:C—>R,z—Imz (¢) ¢: GL(n,R) = R*, A det (4)

(d) @: Zyo = Zis, k — 6k (€) @:Z1o—Zno, ks E+2 (f) @:Z1g — Dg, kst

(8) ¢:Q—Q, x> a? (h) ¢: S, — Zs, ahol mp = 0 akkor és csak akkor, ha 7 paros
91. feladat® Dontse el, hogy létezik-e olyan ¢ homomorfizmus, amely teljesiti a megadott feltételt.

(a) ¢:Z— S3, bp=(123) (b) ¢: Ze — Za, 20 =2 (¢) ¢:Z12 = Zs, 3p=2

(d) @: Dy — 7, to=3 (€) ¢:Q—V, ip=(13)(24)
92. feladat® Dontse el, hogy létezik-¢ nemtrividlis, sziirjektiv, illetve injektiv homomorfizmus a megadott csoportok
kozott.

(a) @i Za— Lo (b) @ Zoy = Z7 (¢) @1 Z15 — L (d) o1V =24 (e) w:Dy— Sy
93. feladat® Dontse cl, hogy izomorfak-¢ egymassal az alibbi csoportok.
(a) Zi és Z; (b) Zis és Zs (c) DyésQ (d) a kor szimmetriacsoportja és C*
94. feladat® Adja meg az aldbbi G csoportok g elemének képét a csoport Cayley-féle dbrazolasanél.
(a) G=2Zs,9=1 (b) G=53,9=(12) (c) G=Ds,g=a’t (d) G=Z g=-2 (e) G=Q. g=j
95. feladat® Igazak-e aldbbi dllitdsok? (Indokolja is a vélaszt!)
(a) Ha ¢: G — H homomorfizmus, és g € G, akkor gy rendje nem lehet nagyobb, mint g rendje.
(b) Ha ¢: G — H homomorfizmus, és G kommutativ, akkor H is kommutativ.
(c) Ha ¢: G — H homomorfizmus, és H kommutativ, akkor G is kommutativ.
(d) Végtelen rendii elem homomorf képe is végtelen rendii.
(e) Ha ¢: G — H injektiv homomorfizmus, akkor barmely g € G esetén o(g) = o(gyp).
(f) Legyen ¢: G — Si a G csoport Cayley-féle dbrazoldsa, és legyen g € G. Ha go-nek van fixpontja, akkor g az
egységelem.

(g) Legyen ¢: G — Si a G csoport Cayley-féle abrdzoldsa, és legyen g € G. Ha gy ciklus, akkor G ciklikus csoport.

96. feladat Adja meg az osszes Zy, — Z, homomorfizmust. Mi a sziikséges és elegendé feltétele annak, hogy létezzen
nemtrividlis, injektiv, illetve sziirjektiv Z,, — Z, homomorfizmus?

97. feladat Hatdrozza meg az Gsszes Sz — Sy injektiv homomorfizmust.
98. feladat Jelolje Do az aldbbi alakzat szimmetriacsoportjat:
<o TTTTTTTTTTTTT ---

Tetszbleges n > 3 egész esetén adjon meg sziirjektiv Do — D,, homomorfizmust.

99. feladat Mutassa meg, hogy Do, = Lyz, tovabbd ez a csoport izomorf az <g ]1C> alaku matrixok csoportjaval, ahol
ee{l,—1} és ke Z (ldsd a 22. és 98. feladatokat).

100. feladat Hogyan lehetne a fenti példdhoz hasonléan ,mdtrixosan” lefrni a szabalyos n-szog, illetve a kor szimmetria-
csoportjat?

101. feladat Adjon meg végtelen sok olyan Ep~ — E,~ homomorfizmust, amely sziirjektiv, de nem injektiv (ldsd a
79. feladatot).

102. feladat Adjon meg két kiilonboz6 n pozitiv egészre olyan részcsoportot S,,-ben, amely izomorf Ds-gyel, és amelyben
tetsz6leges k,l € {1,...,n}-hez van olyan permutécid, amely k-t [-be viszi.

103. feladat Dontse el, hogy izomorfak-e egymassal az aldbbi csoportok.
(@ Q6 @li+) () QésQF
104. feladat Milyen m,n > 3 egészekre tartalmaz S, a Z, csoporttal izomorf részcsoportot?

105. feladat Adjon meg olyan részcsoportot a GL(R, 2) csoportban, mely izomorf az alibbi csoporttal.
(a) Za (b) Z (c) Ss (d) Dy (e) C*



