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17. feladat Legyen ¢ € C\ Q megoldédsa az 2 + px + g = 0 egyenletnek, ahol p és q egész szamok. Mutassa meg, hogy
ekkor a Z [¢] = {a + b€ : a,b € Z} halmaz integritdstartomanyt alkot a szokdsos Osszeaddssal és szorzassal.

18. feladat* Hatdrozza meg a 8 4+ i és 4 — 2i Gauss-egészek legnagyobb kozos osztéjat.

19. feladat A dudlis szamokat a komplex szimokhoz hasonléan definidljuk, de itt a ,képzetes egység” négyzete nem —1,
hanem 0. Tehat D = {a + be: a,b € R}, ahol ¢ olyan szimbélum, amelyre e = 0. (Mi lehet ennek az értelme? Miért
pont e-t haszndlunk?) Mutassa meg, hogy a dudlis szdmok (a természetes médon definidlt dsszeaddssal és szorzassal)
kommutativ egységelemes gytrit alkotnak. Hatdrozza meg a D gytir( zérusosztéit és egységeit.

20. feladat* Keressen egy +1-t6l kiilonboz6 egységet a Z [\/ﬂ gytriiben, majd ennek segitségével konstrualjon meg
végtelen sok egységet.

21. feladat™ Hatdrozza meg a véges tizedestortek gyliriijének egységeit.

22. feladat Definidljunk egy ujfajta tsszeadast és egy ujfajta szorzast a valds szamok halmazéan: legyen a ®b=a+b—1
és a ®b=a+b— ab. Igazolja, hogy az (R; ®, ®) struktira test.

23. feladat™ Definidljunk egy ujfajta ,,0sszeadast” a pozitiv valés szamok halmazan: legyen a b = a-b. Adjon meg olyan
O ,szorzast”, amelyre (RT; @, ®) test.

24. feladat* Bizonyitsa be, hogy minden véges integritdstartomany test.
25. feladat* Mennyi lehet egy véges test Osszes elemének Gsszege?

26. feladat Szamitsa ki az (ac — T) (:E — §) e (:v —p— 1) € Zy [x] polinomban aP~1, xP~2 2P~3 és 20 egyiitthatsjit, ahol
p > 5 primszam.

27. feladat Oldja meg az (x?’ + 332) u+ (:103 + 224 33) v+ (x?’ + T) w = 1 egyenletet a Zs [x] polinomgytiriiben.

28. feladat* Mely n pozitiv egészekre oszthat6 az 22" +x" 41 polinom az x? 4z + 1 polinommal? (Utmutatés: hasznaljuk
Bézout tételét.)

29. feladat Legyen f a (F, (—1)k)7 k=0,...,9 pontokra illesztett interpoldciés polinom. Mennyi f (10) értéke?

30. feladat* Legyenek €g,¢e1,...,e,—1 az n-edik egységgyokok, és legyen f € Clx] az (€0,%0), (€1, 41) s+, (En—1,Yn—1)
pontokra illesztett Lagrange-féle interpoldciés polinom. Igazolja, hogy f (0) éppen az yo, ..., y,—1 szémok dtlaga.

31. feladat* A gyakorlé feladatsor 36. feladatdnak dltaldnositdsaként bizonyitsa be, hogy a (0,a¢), (1,a1),...,(n 4+ 1,an41)
pontok akkor és csak akkor illeszkednek egy legfeljebb n-edfoku polinomfiiggvény grafikonjara, ha
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32. feladat* Mutassa meg, hogy egy f € R [z] polinom akkor és csak akkor vesz fel egész értéket minden egész helyen,
ha el6all (Z) = w alakd polinomok egész egyiitthatds linedris kombinaciéjaként.

33. feladat* Adja meg az zP — x € Zy[z] polinom irreducibilis felbontését tetszéleges p primszam esetén.

34. feladat* Adja meg az x° + 2% + ax? + a € T [z] polinom irreducibilis felbontésdt, ahol T' = {0, 1, a,b} a négyelemfi
test.

35. feladat Hatdrozza meg az Osszes olyan p primszdmot, amelyre a2 + 1 | 22008 — 2321922 4 132500 4+ § teljesiil a
Zy [x] polinomgytriiben. (Utmutatds: hasznédljuk Bézout tételét vagy magéban a Z, testben, vagy annak egy alkalmas
bévitésében.)

36. feladat* Hatdrozza meg az egységkorbe irt szabdlyos n-szog egy cstcsabdl kiindulé &tléi hosszénak szorzatdt. (Itt
most &tlénak tekintjiik az oldalakat is, tehdt egy csicsbdl n — 1 4tlé indul ki.)

37. feladat Adja meg az 2P — 1 € Qz] polinom irreducibilis felbontdsét, ahol p tetszdleges primszém. (Utmutatés:
térjiink 4t az y = x — 1 hatdrozatlanra.)

38. feladat* Bizonyitsa be, hogy tetszdleges T test és tetszéleges ag,...,an, € T, ag,a, # 0 elemek esetén az a,x™ +
an_ 12" 1+ + a1z + ag € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha apz™ + a1z~ + -+ + ay,_17 + a, is az.

39. feladat* Mutassa meg, hogy a {a +by/2:a,be Q} halmaz nem zért a szorzésra.

40. feladat™ Legyen f € Z [x] olyan 101-edfoki polinom, amely legaldbb 101 egész szdmra +1 értéket vesz fel. Bizonyitsa

,

be, hogy f irreducibilis Q felett. (Utmutatds: hasznéljuk Kronecker médszerét.)



41. feladat™ Bizonyitsa be, hogy az f = 2™ + ax + p polinom irreducibilis Q felett barmely n € N, a € Z,p primszdm,
p > |a| + 1 esetén. (Utmutatds: Elészor azt mutassuk meg, hogy f minden a gyokére |a| > 1.)

42. feladat™ Legyen f € Z[x] olyan f6polinom, melynek konstans tagja nem nulla (azaz f(0) # 0). Tegyiik fel, hogy
f-nek egyetlen komplex gyoke van az egységkoron kiviil, az dsszes tobbi gycke pedig az egységkor belsejében helyezkedik
el (a kérvonalon nincs egy gyok se). Bizonyitsa be, hogy f irreducibilis Q felett.

43. feladat Mikor oszthat6 egy polinom a sajat derivéltjaval?

44. feladat* Legyenek az f € C [z] polinom komplex gydkei aq, ..., a,. Tegyiik fel, hogy a gyskok paronként kiilonbozok,
és egy konvex n-szoget alkotnak a komplex szdmsikon. Bizonyitsa be, hogy f’ gyokei csak ennek a sokszognek a belsejében
vagy a hatdran helyezkedhetnek el.



