ALGEBRA ES SZAMELMELET

feladatok a gyakorlatra (polinomok)
2019 6szi félév, BSc

17. feladat Dontse el, hogy gylrit, integritastartomanyt, illetve testet alkotnak-e az aldbbi szdmhalmazok a szokdsos
Osszeadds és szorzas miveletével.

(a) Q(i)={a+bi:a,beQ} (b) {a+1bi:a,beZés apéros} () Z[V2]={a+bV2:a,beZ}

(d) {a+bi:a,beZésaisésbis piros} (e) {a+0bi:a,beZésbpéros} (f) Q(2)={a+bvV2:a,beQ}
18. feladat Gyfir(it, integritdstartoményt, illetve testet alkot-e a Z [w] = {a + bw : a,b € Z} halmaz (a szokésos Osszeaddssal
és szorzéssal), ahol w = —1 + @i?

19. feladat Hatdrozza meg az aldbbi gyfiriik egységesoportjat, és dontse el, hogy testet alkotnak-e. (Azt nem kell ellendrizni,
hogy ezek valéban gyftiriik.)

(a) Zays a maradékosztélyok szokdsos Osszeaddsdval és szorzdsdaval
(b

(c) R? a komponensenkénti Gsszeaddssal és szorzdssal

(d (\f) = {a +bV/3:a,be @} a szokasos Osszeaddassal és szorzassal

(e) U = {a, b} részhalmazai a szimmetrikus differencia (6sszeadds) és a metszés (szorzés) miiveletével

) R?*2 a métrixok szokdsos dsszeaddsaval és szorzaséval

20. feladat Jelolje P (U) az U halmaz hatvanyhalmazdt, azaz U sszes részhalmazainak halmazat. Gyfrtit, integritdstartomdnyt,
illetve testet alkot-e a P (U) halmaz a szimmetrikus differencia és a metszés miiveletével? (A vélasz fiigg U elemszam&tol!)

21. feladat Hatdrozza meg a Z [w] gytirli egységeit (lasd a 18. feladatot).
22. feladat Bizonyitsa be, hogy az (‘g _ab) alaki valés matrixok testet alkotnak a szokdsos matrixmiiveletekkel.
23. feladat Adjon meg olyan Gsszeaddst és szorzast a T = {0, 1, a, b} halmazon, amellyel (T';+,-) test.

24. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitdsok. A vélaszt minden esetben indokolni kell!
(a) Létezik olyan gyfir(l, ami egységelemes, de nem kommutativ és nem zérusosztémentes.
(b) Létezik olyan integritdstartomdny, amelyben pontosan tizenhat egység van.
(¢) Az egységek minden gylir{iben csoportot alkotnak az Gsszeadds miiveletével.
(d) Létezik olyan gy, ami kommutativ és egységelemes, de nem integritdstartomdny.
)

(e
25. feladat Szamitsa ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztéjat.
(a) f=a"420° +42* + 2043, g=2*+ 2>+ 2 -3 eR[z]

(b) f=a'+2*+a, g=a'+2? + 1 € L[]
(¢) f=a*+22% —2? —da -2, g=a' +2° — 22 — 22 -2 c R[1]

)

)

Létezik olyan integritastartomany, amelyben csak véges sok egység van.

(d) f=a*+23+222+32 -3, g=2* +23 +22+32 -6 € Q[x]
(e) f=a*+a¥+22+1, g=12%+1€Zy[a]

26. feladat Hatirozza meg az 1% —1 és 24 — 1 valés polinomok legnagyobb kozds osztéjat. (Hogyan lehetne dltalanositani
a feladatot?)

27. feladat Oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet.

28. feladat Oldja meg az f-u =1 (modm) kongruenciat.
(a) f=a?+3x+1, m=a23+22%+42+2 € Zs [7]
(b) f=224+1, m=a%+22+1¢€ Zy[1]

() f=322+2, m=2>+x+1€Z;|7]

(d) f=222+4 m=2>+22+2+1€Z;|x]

(e) f m =%+ 22+ 1 € Zy [7]



29. feladat Mely p primszdmok esetén létezik multiplikat{v inverze az x —1 € Z, [z] polinomnak modulo z3+xz+1? Szdmitsa
is ki a multiplikativ inverzet, amikor létezik.

30. feladat Bézout tételének segitségével vizsgdlja meg, hogy teljesiil-e a g | f oszthatésdg a g = 22 — 1 és
f=a'" — 216 421 — 2™ 4+ 27 — 23 + £ — 1 polinomokra a Q, Zs, illetve Z7 testek folott.

31. feladat Milyen n pozitiv egészek esetén oszthaté ™ + 1 az 22 + 1 polinommal a C [x] polinomgytiriiben?
32. feladat A Horner-mddszer segitségével hatdrozza meg az f € C [x] polinom ¢ gy6kének multiplicitdsét.
(a) f=a2%—42®2+52x -2, c=1

(b) f=a%+42° + T2t + 823 + Ta? + 4z + 1, c = -1

(¢) f=a%—bat + 723 — 222 + 42 -8, c =2

(d) f —x5+7m + 1623 + 822 — 162 — 16, ¢ = —2

() f=al+a?+ax+1, c=i

33. feladat Az a val6s paraméter mely értékeire lesz az 1 kétszeres gycke az 2° + 3az* — 4a2® — 5z + 1 € R [z] polinomnak?
34. feladat Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok. A véalaszt minden esetben indokolni kell!

(a) Minden f,g € Zs3 [x] esetén, ha f | g és g | f, akkor f = g.

(b) Létezik olyan f € Zs [z] polinom, amelynek végtelen sok osztéja van.

(¢) Minden f,g € Zo [z] esetén, ha f | g és g | f, akkor f = g.

(d) Léteznek olyan f # g € Zs [x] polinomok, melyekre minden ¢ € Z3 esetén f (¢) = g (c).

(e) Létezik olyan f € R [z] polinom, amelyre Inko(f,z3 — 1) =z + 1.

35. feladat Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmu f € C[z] polinomot, amely a megadott helyeken a megadott
értékeket veszi fel.

(@) F0)=1, f(1) =2, f(2)=4, f(3) =8

(b) f(=1) =6, f(0)=5, f(1)=0, f(2)=3, f(3) =2
() f(1) =2, (l)=

d) fF()=2F2)=1, fB) =4 f(4) =3
(e)f()—O,f(Q)Z f3)=3 f(4)=6

36. feladat A (0,a0),(1,a1),(2,a2) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd egyenes, ha ag —2a; +as = 0 (ugye?). Mutassa
meg, hogy a (0,a9),(1,a1),(2,a2),(3,a3) pontokra akkor és csak akkor illeszthetd parabola (amely elfajulé esetben lehet
egyenes is), ha ag — 3a; + 3az — az = 0.

37. feladat Bontsa irreducibilis tényez6k szorzatara a polinomokat a megadott polinomgytriikben.

(a) 2%+ 32* — 2% + 222 + 2 — 1 € Z5 [1]
(b) 2 + 2% + 223 + 22 +1 € Z3 [2]

(c) 2° + 2t + 223 + 22 +1 € Z3 7]

(d) 2%+ 2% + 223 +1 € Z5 [7]

(e) 2° + 23 +42% + 4 € Zs [7]

38. feladat Adja meg az 2° + 62* + 2° + 622 + 22 + 5 € Z; [z] polinom irreducibilis felbontasat.
39. feladat Hany mésodfoki irreducibilis polinom van Z,[z]-ben?

40. feladat Dontse el, hogy testek-e a megadott faktorgytriik, és hatdrozza meg elemeik szamat.

a) Zolx)/ (23 + 2 +1)-benz ' =, 2 =2

3 — x4 1)- ben 222 +1 =7, T/x+1=
2%+ x + 2)-ben 22 + 1 =7, 4z + 3/22 =7
2% + x4+ 1)-ben 2z ' =7, 7/qr 12 ="

—~~ I~

2%+ 22 + 2)-ben z + it =7, 22/3x + 4 =7



42. feladat Hatarozza meg a 121-elemi test Gsszes elemének Gsszegét.

43. feladat Hatdrozza meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontasat C és R felett.

z* + 22 -30

44. feladat Képzelje el (de ne irja fel!) az 197 —

szemeivel), és hanyadfokiak ezek?

1997 polinom irreducibilis felbontdsat R felett. Hany tényezot 14t (a lelki

45. feladat Irjafelaz f = (z — 1) (22 =1) (2 = 1) (a* = 1) ésg = (x + 1) (2 + 1) (z® + 1) (z* + 1) polinomok irreducibilis
felbontasat a kedvenc szamteste felett, majd szamitsa ki ennek segitségével f és g legnagyobb kozos osztdjat.

46. feladat Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg a 3z° + 62* + 923 +22% + 42+ 1 € C [z] polinom gydkeinek
négyzetosszegét.

47. feladat Hatdrozza meg a A komplex paraméter értékét tigy, hogy az 2 — 7x + X polinom egyik gyoke valamelyik masik
gyok kétszerese legyen.

48. feladat Keresse meg az aldbbi polinomok &sszes raciondlis gyokét.

(a) 22 + 32 — T3 — 322 + 8x — 12

(b) 28 + 25 + 22* 4 42® — 42? + 42— 8

(c) %+ 323 — 322 — 11z -6

(d) 2% — 25 — 223 — 322 —x -2

(e) 2° + 2 — 62% — 1422 — 112 — 3

49. feladat Mely p primszdmok esetén van raciondlis gydke az x* 4+ 223 — 1622 + 2z + p polinomnak?
50. feladat Hatarozza meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontdsat Q felett.
(a) 227 + 525 + 425 + 132 + 5423 + 842% + Hdx + 12

(b) 32190 — 10259 + 1002 — 50

(c) 32 + 225 — 7ot 42

(d) 5a® — 52" + 422 — 22 — 2

(e) x7 — 42 + 42 + 92t — 362 + 3922 — 122 + 12

51. feladat Adjon meg végtelen sok olyan n egész szamot, melyre az 22+ 100x +n polinom irreducibilis Q felett, és végtelen
sok olyat is, amelyre nem irreducibilis.

52. feladat A derivélt vizsgdlatdval hatdrozza meg az aldbbi C[z]-beli polinomok tobbszords gyokeit, majd az Osszes
gyOkiiket a komplex szdmtestben (multiplicitdssal egyiitt). Az lnko (f, f) és f/lnko (f,f’) polinomok kiszdmitdsdhoz
hasznalhat szamitogépet.

(a) 2° +2* — 523 — 22 + 8z — 4

(b) 32t — 423 +1

x® — 102% — 2022 — 152 — 4

27 — 328 +52° — 7ot + 72® — 52?2 + 32— 1

2% — 15z* + 823 + 51a? — 72z 4 27

53. feladat Hatdrozza meg az a,b paraméterek értékét tigy, hogy legyen haromszoros gycke a 3x5 — 1023 + ax + b € C [x]
polinomnak.

54. feladat Mutassa meg, hogy az 1 + = + ””2—? + -+ %7: polinomnak nincs tobbszoros gyoke a komplex szamok testében.

55. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitdsok. A vélaszt minden esetben indokolni kell!
(a) Ha egy legaldbb elséfokt polinom irreducibilis T [z]-ben, akkor nincsen gyoke T-ben (T tetszdleges test).
(b) Tetszéleges p primszam esetén minden f : Z, — Z, leképezéshez létezik olyan Zy[z]-beli polinom, amelynek éppen f a
polinomfiiggvénye.
(¢) Barmely a,b,c € R szdmokra létezik olyan f € R[z] masodfoki polinom, melyre f(0) = a, f(1) =b és f(2) =c.
(d) Ha egy C feletti polinom irreducibilis, akkor van gyoke.
(e) Ha egy polinom relativ prim a derivéltjahoz, akkor nincsen t&bbszorss gyoke.



