Véges testek




Egy véges test

Azm=x3+x+1€2Z, [x] polinom irreducibilis (mert nincs gydke, és csak
harmadfokd), ezért a K := Z, [x] / (x3 4+ x 4+ 1) maradékosztly-gyiirii test.
Ennek a testnek
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Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+14+x2+x



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+14+x24+x= x2+2x+1



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

Xx+1+x24+x= x242x+1 = x2+1



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

x+1-x24x



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

Xx+1-x24x =x34+2x2+x



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

Xx+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

x+1-x24x =x342x24+x=x3+x=1



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba...



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:
0,1, % x+1, x2, x2+1, x2+x, x2+x+1,
és modulo x3 4 x + 1 kell szamolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)
Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.

A szamolasi szabaly:

Bra+1=0



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)
Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.

A szamolasi szabaly:

zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)
Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.

A szamolasi szabaly:

zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.

(x+1)+ (a® +a)



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)
Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.

A szamolasi szabaly:

zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.

(a+1)+ (a®+a) = a> +20 +1



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.
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és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.
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Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.
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Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)
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Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)
Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0, 1, a, a+1, 1x2, rx2—|—1, ocz—i—zx, a’+a+1.

A szamolasi szabaly:

zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.

(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a®+1 (s.v.)
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Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1, a a+1 a2 a®+1, a®+a, a®>+a+1.
A szamolasi szabaly:
zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.
(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a®+1 (s.v.)

(a+1)-(a®+a) =a+2a2+a=0>+u
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Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1, a a+1 a2 a®+1, a®+a, a®>+a+1.
A szamolasi szabaly:
zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.
(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a®+1 (s.v.)

(a+1)-(a®+a) =a®+202+a=>+a=(a+1)+ua



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1, a a+1 a2 a®+1, a®+a, a®>+a+1.
A szamolasi szabaly:
zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.
(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a®+1 (s.v.)

(a+1)-(a®+a) =a+202+a=>+a=(a+1)+a=1



Egy véges test

Szamoljunk a Z5 [x] / (x> + x + 1) testben! A test elemei:

0,1, X x+1, x2, x24+1, x2+x, x2+x+1,

és modulo x3 + x + 1 kell szdmolni.

x+1+x24+x= x2+2x+1 = x2+1 (semmi vész)

X+1-x24+x =x34+2x2+x=x3+x=1 (redukcié mod x3 + x +1)

Menjiink le alfdba... A 8 elem:

0,1, a a+1 a2 a®+1, a®+a, a®>+a+1.
A szamolasi szabaly:
zx3+0c+1:O, azaz a3 =a+1.
(a+1)+ (> +a) = a®?+20+1 =a®+1 (s.v.)

(a+1)-(a®+a) =a+202+a=a3+a=(a+1)+a=1 (szsz.)



A nyolcelemi test miivelettablazatai
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Polinomgytirli faktorteste

3.39. Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jeldlje n az m polinom
fokszamat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirli olyan test, amelyben az m
polinomnak van gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

an_1x" 14+ aix+ ag

(an—1,---, ap€eT)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
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A maradékos osztds tétele (3.5. Tétel) szerint

VfeT[x] AreT[x]: f=r (modm) és degr < n—1.
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3.39. Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jeldlje n az m polinom
fokszamat. Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirli olyan test, amelyben az m
polinomnak van gyoke. A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Bizonyitas.
A maradékos osztds tétele (3.5. Tétel) szerint
VfeT[x] AreT[x]: f=r (modm) és degr < n—1.

Ezért T [x] / (m) minden eleme egyértelmiien felirhaté

an—1x" 14 ...+ aix+ag (an,1 ..... ag € T)
alakban.

Ha T = Z,, akkor p vdlasztasi lehetéségiink van minden a;-re ezért dsszesen
p"-féleképp tudjuk az a,_1,..., a1, ap (n db) egyiitthatdkat megvélasztani.
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Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).
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Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap1x" 14+ - +aix+ao



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap1x" 1+ +ax+a

= W FAX+ - FIIx"



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap1x" 14 +ax+ag
= W FAX+ - FIIx"

= ag+aa+---+a,_a"?!



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja'™

f = ap1x" 14 +ax+ag
= W FAX+ - FIIx"

= a+aa+---+ a,,,ltx”_l =f (uc) (ao, ai, ..., an—1 € T) .



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi
a+tb=3+b é a-b=73-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor
T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja'™

f = ap1x" 14+ +ax+ag
= ap+tax+ - +arx"!
= a+aa+---+ a,,,ltx”_l =f (uc) (ao, ai, ..., an—1 € T) .

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m («)



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi

at+b=3a+b é a-b=3-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor

T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja'™

f = ap1x" 14+ +ax+a
= W+ax+ - +3x" !
= atau+-+a_1a" =1 (a)
Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m(a) = m(X)

.....



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi

at+b=3a+b é a-b=3-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor

T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja'™

f = ap1x" 14+ +ax+a
= W+ax+ - +3x" !
= atau+-+a_1a" =1 (a)
Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m(x) = m(x) = m(x)

.....



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi

at+b=3a+b é a-b=3-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor

T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja'™

f = ap1x" 1+ +ax+a
= @+axX+- 3 x" !
= atau+-+a_1a" =1 (a)

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

Il
ol

m(x) = m(x) = m(x)

.....



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi

at+b=3a+b é a-b=3-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor

T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja'™

f = ap1x" 1+ +ax+a
= @+axX+- 3 x" !
= atau+-+a_1a" =1 (a)

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

Il
ol

m(x) = m(x) = m(x)

hiszen m =0 (mod m).

.....



Polinomgytirli faktorteste

Bizonyitas (folyt.)
Tetszbleges a, b € T esetén a = b <= a= b, tovabbi

at+b=3a+b é a-b=3-b.

Ez azt jelenti, hogy az {3: a € T} egy T-vel izomorf résztest K-ban. Ha ezt
azonositjuk magdval T-vel (azaz 3-t azonositjuk a-val minden a € T-re), akkor

T részteste lesz K-nak (azaz K egy kibévitése T-nek).

Legyen & = X, igy egy f € K elem ,kanonikus alakja™

f = ap_1x" 1+ +a;x+ag
= @+axX+- 3 x" !
= atau+-+a_1a" =1 (a)

Hasonlé szamolds mutatja, hogy

m(a) =m(x) =m(x) =0,

hiszen m =0 (mod m). Tehdt & € K valdban gycke m-nek.

.....
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akarunk , gyokét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.
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a+aa+---+ap 10"t (a,a,....a01€T).
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Haazm=x"4+by,_1x" 14+ 4+ bhix+b €T [x] irreducibilis fépolinomnak
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OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"4+by,_1x" 14+ 4+ bhix+b €T [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk , gyokét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

a+an+-+ap—1a”™ ' (ag,a1,.... a1 €T).

Az o szimbdélumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0, azaz
a" 4 bp_1a" 1 4. 4 by + by = 0. Tehét a szémolasi szabaly:

n 1

a" = —by_1a" " — - — biax — by.



OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haazm=x"4+by,_1x" 14+ 4+ bhix+b €T [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk , gyokét csindlni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

a+an+-+ap—1a”™ ' (ag,a1,.... a1 €T).

Az o szimbdélumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0, azaz
a" 4 bp_1a" 1 4. 4 by + by = 0. Tehét a szémolasi szabaly:

n 1

a" = —by_1a" " — - — biax — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)



Egyszerli algebrai bovités

3.40. Kovetkezmény.

Tetszéleges T test és m € T [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan K test,
amelyre

1. K bovitése T-nek, azaz K 2 T;
2. létezik olyan o € K elem, amely gyoke m-nek;

3. K minden eleme egyértelmiien eléall
ap_1a" 14+ tawt a0 (an-1,--., ag € T) alakban, ahol n = deg m.

Bizonyitas.
Legyen K = T [x] / (m), és alkalmazzuk az eléz& tételt.

3.41. Definicié.
Azt mondjuk, hogy a K test T-bdl az a elem adjungdldsdval keletkezik (jeldlés:

K = T («)), és az ilyen médon el83ll6 testeket T egyszerii algebrai bévitéseinek
nevezziik.



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és m = x° + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.
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Menjiink le alfdba. ..
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3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és m = x° + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K ={a+aix | ap,a1 € R}.

Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:

ao + a1 (ao, a; € ]R) .



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és m = x° + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K ={a+aix | ap,a1 € R}.
Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:
ap+ax (a0, a1 €R).
Az & szimbdlumra vonatkozé szdmoldsi szabély: m (a) = a® +1 = 0, vagyis

a? =1



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és m = x° + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K ={a+aix | ap,a1 € R}.

Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:

ap + aix (ao, a; € ]R) .
Az & szimbdlumra vonatkozé szdmoldsi szabély: m (a) = a® +1 = 0, vagyis
w? = —1.

Ezzel éppen a



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és m = x° + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K ={a+aix | ap,a1 € R}.

Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:

ap + aix (ao, a; € ]R) .
Az & szimbdlumra vonatkozé szdmoldsi szabély: m (a) = a® +1 = 0, vagyis

a? =1

Ezzel éppen a komplex szdmok testét kaptuk (csak a helyett i a szokdsos jel6lés).



A komplex szdmtest Gjratoltve

3.42. Megjegyzés.

Ha a K testet a T = R és m = x° + 1 esetre felirjuk, éppen a komplex szamok
testét kapjuk.

Most n = 2, tehat
K ={a+aix | ap,a1 € R}.

Menjiink le alfdba. ..

A K test elemeinek kanonikus alakja:
ap + aix (ao, a; € ]R) .
Az & szimbdlumra vonatkozé szdmoldsi szabély: m (a) = a® +1 = 0, vagyis
w? = —1.
Ezzel éppen a komplex szdmok testét kaptuk (csak a helyett i a szokdsos jel6lés).

Tehdt C = R [x] / (x> + 1), és ezt tekinthetnénk akar a komplex szdmok
definiciéjanak is.



Egy végtelen faktortest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.
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Egy végtelen faktortest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
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Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
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Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.
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Egy végtelen faktortest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.
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Egy végtelen faktortest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

2—x = 0 <= 2—x-u=1

!

(2—=x)u=1 (modx®—7)
veQx]:2—-x)u=1+(3-T7)v

<
— u=x>+2x+4 (modx377)
<~



Egy végtelen faktortest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

2-x ' =0+ 2-xu=1

<~ (2-x)u=1 (modx®—7)
— IeQX:R-x)u=1+(3-7)v
= u=x>+2x+4 (modx377)

= T=x2+2x+4



Egy végtelen faktortest

Hatérozzuk meg a K = Q [x] / (x> — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax?2+ bx+c (a,b,c € Q) alaktak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

2—x = 0 <= 2—x-u=1

!

(2—=x)u=1 (modx®—7)

— IeQX:R-x)u=1+(3-7)v
= u=x>+2x+4 (modx377)

= T=x2+2x+4

1

Tehdt 2 —x ~ = x24+2x+4.
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Menjiink le alfaba:
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ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.
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Menjiink le alfaba:
K= {aa2+ba+c: a b ceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csinalni, mert mar van neki: & = /7!
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Menjiink le alfaba:
K= {aa2+ba+c: a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.
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K= {aD(2+th+C: a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.
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Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {aD(2+th+C: a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = V/7cis ﬁ".) Tehat K tekinthetd szdmtestnek is:

:{af/Eer\aﬁJrc:a,b,ceQ}.

Az el6bb kiszamoltuk, hogy 2 — X71 = x2+2x+ 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a?+20+4, azaz

= V49 +2V/7 + 4.

—_
%
~

2 —



Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {aD(2+th+CZ a,bceQ},

ahol « gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = V/7cis ﬁ".) Tehat K tekinthetd szdmtestnek is:

:{af/Eer\aﬁJrc:a,b,ceQ}.

Az el6bb kiszamoltuk, hogy 2 — X71 = x2+2x+ 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a?+20+4, azaz

2_\f—f+2\f+4

Ezzel a médszerrel (lényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gyokteleniteni.
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3.43. Tétel.
Akkor és csak akkor létezik g-elem( test, ha g primhatvany.
Bizonyitas helyett.

Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.
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Barmely p primszam és n pozitiv egész szam esetén |étezik n-edfoku irreducibilis
polinom Z,, felett (messze nem trividlis!).

Ha f € Z, [x] egy ilyen polinom, akkor T [x] / (f) egy p"-elemii test.

Ha K egy g-elemii test, akkor tartalmaz prim elemszami résztestet (kdzel sem
trivilis!).
Ha T egy p-elemii részteste K-nak, akkor K vektorteret alkot T felett.

Ha ez a vektortér n-dimenzids, akkor K = T", ezért |K| = p".

A g-elemii testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).
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