Nevezetes csoportok




lzomiaurfizmus

<> | igaz hamis

igaz | igaz hamis

hamis igaz

hamis

izomorf csoportok

N
(S
.
o — o
N———
= o o = o =
= - o = o
" ~— | ~——
AN N
S Lot

—_ o o o
~—— —— |~

® "’.} '

%8

T

4.




lzomiaurfizmus

Az A= ({%%, -} ®) ésaB = ({0,1};+) csoportok szerkezete ugyanaz:
ha A mivelettablazataban

minden =% -t 4tneveziink O-ra , és minden -—t dtneveziink 1-re,
akkor éppen BB miivelettablazatat kapjuk:
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lzomiaurfizmus

Az A= ({%%, -} ®) ésaB = ({0,1};+) csoportok szerkezete ugyanaz:
ha A mivelettablazataban

. » 7 . ~ 7’ - )V . =
minden -} -t atneveziink O-ra , és minden -—t atneveziink 1-re,

akkor éppen BB miivelettablazatat kapjuk:
»
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> > & - atnevezés
Mo
Ezt az ,atnevezést” a

p:{=5. M) - (01}, -0 -1

leképezéssel irhatjuk le.




lzomiaurfizmus

Az A= ({%%, -} ®) ésaB = ({0,1};+) csoportok szerkezete ugyanaz:
ha A mivelettablazataban

. » 7 . ~ 7’ - )V . =
minden -} -t atneveziink O-ra , és minden -—t atneveziink 1-re,

akkor éppen BB miivelettablazatat kapjuk:
o | M
s Es dtnevegés
- . s
Ezt az ,atnevezést” a
o {5 - {01}, “E—~0 -1

leképezéssel irhatjuk le. Az dtnevezés , jogossdga” pedig a kdvetkezdképpen
fogalmazhaté meg:

Vo, {%5 M) @@a)e = (a9) +(29).
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4.8. Definicid.

Legyen A = (A; ) és B = (B; @) két csoport (vagy csak grupoid).
Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bdél B-be, ha
> ¢ bijektiv leképezés, és

> @ felcserélhet a miiveletekkel, azaz

Vaj,ap € A: (a1*xap) @ = a1p & axg.
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> ¢ bijektiv leképezés, és
> @ felcserélhet a miiveletekkel, azaz
Vaj,ap € A: (a1*xap) @ = a1p & axg.

Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf (jelélés: A = B).
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4.8. Definicid.

Legyen A = (A; ) és B = (B; @) két csoport (vagy csak grupoid).
Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bdél B-be, ha

> ¢ bijektiv leképezés, és
> @ felcserélhet a miiveletekkel, azaz
Vaj,ap € A: (a1*xap) @ = a1p & axg.

Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf (jelélés: A = B).

Példa.
» ¢ (CH+) = (CH), z—Z
»¢: (C)—=(C;), z—2Z
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4.8. Definicié.
Legyen A = (A; ) és B = (B; @) két csoport (vagy csak grupoid).
Azt mondjuk, hogy a ¢: A — B leképezés izomorfizmus A-bdél B-be, ha

> ¢ bijektiv leképezés, és

> @ felcserélhet a miiveletekkel, azaz
Vaj,ap € A: (a1*xap) @ = a1p & axg.

Ha létezik ¢: A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
A és B izomorf (jelélés: A = B).

Példa.
» ¢ (CH+) = (CH), z—Z
»¢: (C)—=(C;), z—2Z

» ¢: (RT;) = (R;+), x> logx



Gylribdl csoport

4.9. Példa.

Tetszoleges gytiri Abel-csoportot alkot az Gsszeadas miiveletével, és tetszoleges

egységelemes gylir(i egységei csoportot alkotnak a szorzds miiveletével.
(HF: Keressiink konkrét példdkat!).



Gylribdl csoport

4.9. Példa.

Tetszoleges gytiri Abel-csoportot alkot az Gsszeadas miiveletével, és tetszoleges

egységelemes gylir(i egységei csoportot alkotnak a szorzds miiveletével.
(HF: Keressiink konkrét példdkat!).

4.10. Definicid.

Ha G egy csoport, és a H C G halmaz is csoportot alkot a G-bdl ,6rokolt”

miivelettel, akkor azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek. (Pontosabban lasd a
4.43. Definiciéban.)



Szdmhalmazok az dsszeadas miuiveletével

Példa.
Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos Gsszeadasra
nézve?
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Szdmhalmazok az dsszeadas miuiveletével

Példa.

Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos Gsszeadasra
nézve?

» H=: nem (nem is grupoid)

» H = {0}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)
» H=R", QF, N



Szdmhalmazok az dsszeadas miuiveletével

Példa.

Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos Gsszeadasra
nézve?

» H=: nem (nem is grupoid)
» H = {0}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)

» H=R", Q, IN: nem (csak félcsoport)
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H = {péros szamok}
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Szdmhalmazok az dsszeadas miuiveletével

Példa.
Az aldbbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos Gsszeadasra
nézve?

» H=: nem (nem is grupoid)

>

>

v

v

v

H = {0}: igen (Abel-csoport)

H=C, R, Q, Z: igen (Abel-csoport)
H=TR", Q", N: nem (csak félcsoport)
H = {péros szamok}: igen (Abel-csoport)

H = {paratlan szdmok}
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v
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v
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v

H = {pératlan szamok}: nem (nem is grupoid)
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» H = {0}: igen (Abel-csoport)
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v
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Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?
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Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)



Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)



Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)
» H = {1}: igen (Abel-csoport)



Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.

Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)
» H = {1}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z



Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.

Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)
» H = {1}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)



Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.

Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

» H = {1}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)
> H=C\{0}, R\ {0}, Q\{0}



Szdmhalmazok a szorzads miveletével

Példa.

Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)
» H = {1}: igen (Abel-csoport)
» H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

» H=C\{0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)
H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H =2\ {0}

v

v



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.

Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H:R+, Q+



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.

Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H=TR*, QT: igen (Abel-csoport)



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

» H = {1}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

» H=C\{0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
» H=27Z\{0}: nem (csak monoid)

» H=R", Q": igen (Abel-csoport)

» H=N



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

» H = {1}: igen (Abel-csoport)

» H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

» H=C\{0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
» H=27Z\{0}: nem (csak monoid)

» H=R", Q": igen (Abel-csoport)

» H = IN: nem (csak monoid)



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H=TR*, QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak monoid)

v

H = {irraciondlis szdmok}



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H=TR*, QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak monoid)

v

H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is grupoid)



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H=TR*, QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak monoid)

v

H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is grupoid)

v

H = {véges tizedestortek} \ {0}



Szadmhalmazok a szorzds miveletével

Példa.
Az alabbi H szdmhalmazok koziil melyek alkotnak csoportot a szokdsos szorzdsra
nézve?

» H=Q: nem (nem is grupoid)

v

H = {1}: igen (Abel-csoport)

v

H=C, R, Q, Z: nem (csak monoid)

H=C\ {0}, R\ {0}, Q\{0}: igen (Abel-csoport)
H = Z\ {0}: nem (csak monoid)

v

v

v

H=TR*, QT: igen (Abel-csoport)

v

H = IN: nem (csak monoid)

v

H = {irraciondlis szdmok}: nem (nem is grupoid)

v

H = {véges tizedestortek} \ {0}: nem (csak monoid)



Matrixok

4.11. Példa.

TetszOleges T test esetén a T feletti n X n-es matrixok gytiriijének egységcsoportja
a T feletti n-dimenziés dltaldnos linedris csoport (jeldlés: GL, (T))
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TetszOleges T test esetén a T feletti n X n-es matrixok gytiriijének egységcsoportja
a T feletti n-dimenziés dltaldnos linedris csoport (jeldlés: GL, (T)), ebben

az 1 determinanst matrixok alkotta részcsoport a megfelelé specidlis linearis csoport
(jelolés: SL, (T)):



Matrixok

4.11. Példa.

TetszOleges T test esetén a T feletti n X n-es matrixok gytiriijének egységcsoportja
a T feletti n-dimenziés dltaldnos linedris csoport (jeldlés: GL, (T)), ebben

az 1 determinanst matrixok alkotta részcsoport a megfelelé specidlis linearis csoport
(jelolés: SL, (T)):

GL, (T) = {A€ T det (A) # 0},
SLn(T) = {A€ T™" : det (A) = 1}.



Egységgyokok

4.12. Példa.

A komplex egységgyokok csoportot alkotnak a szorzds miiveletével; ezen beliil

az n-edik egységgyokok egy E, részcsoportot alkotnak minden n > 2 egész szamra.
Az E, csoport izomorf a



Egységgyokok

4.12. Példa.

A komplex egységgyokok csoportot alkotnak a szorzds miiveletével; ezen beliil

az n-edik egységgyokok egy E, részcsoportot alkotnak minden n > 2 egész szamra.
Az E,, csoport izomorf a Z, csoporttal: (Ep;-) = (Zn; +).



Kvaterniécsoport

Példa.

A {+£1, £/, %), £k} halmaz csoportot alkot az aldbbi szorzassal. Ezt a csoportot
kvaterniécsoportnak nevezziik, és Q-val jeloljiik.

: 1 -1 i =i i —J k —k
1 1 -1 i =i i —=J k —k
-11] -1 1 —i i —j Jj —k k
i i =i -1 1 k —k —j J
—i | =i i 1 -1 —k k Jj o —J
J Jj - —k k -1 1 i =i
1 J k —k 1 -1 —j i
k k —k e i =1 1
—k | —k k —j J i—=i 1 -1




Kvaterniécsoport

Példa.
A {+£1, £/, %), £k} halmaz csoportot alkot az aldbbi szorzassal. Ezt a csoportot
kvaterniécsoportnak nevezziik, és Q-val jeloljiik.
: 1 -1 i =i i —J k —k
1 1 -1 i =i i —=J k —k
-11] -1 1 —i i —j Jj —k k
i i =i -1 1 k —k —j J
—i | =i i 1 -1 —k k Jj o —J
J Jj - —k k -1 1 i =i

il - j k -k 1 -1 —i i
k| k —k j —j —i i -1 1
—k | -k  k —j i =i 1 -1

Megjegyzés.
A tablazatbdl elég az ij = k = —ji, jk =i= —kj, ki =j = —ik és

i? = j?> = k? = —1 szorzatokat megjegyezni, a tobbi mar magatdl értetsdé.



Kvaterniécsoport

Példa.
A {+£1, £/, %), £k} halmaz csoportot alkot az aldbbi szorzassal. Ezt a csoportot
kvaterniécsoportnak nevezziik, és Q-val jeloljiik.
: 1 -1 i =i i —J k —k
1 1 -1 i =i i —=J k —k
-11] -1 1 —i i —j Jj —k k
i i =i -1 1 k —k —j J
—i | =i i 1 -1 —k k Jj o —J
J Jj - —k k -1 1 i =i

Sl =i ok =k 1 -1 —i
k| k -k - —i i -1 1
k| -k  k — i =i 1 -1

Megjegyzés.

A tiblézathdl elég az ij — k = —ji, jk = i — —kj, ki = j — —ik és

i? = j?> = k? = —1 szorzatokat megjegyezni, a tobbi mar magatdl értetsdé.

Az a+ bi+ ¢j + dk (a, b, c,d € R) alakii kifejezéseken természetes médon lehet
definidlni az 6sszeadas és szorzas miiveletét, igy kapjuk a kvaternidk ferdetestét
(,majdnem” test, csak éppen a szorzds nem kommutativ).



Permutaciok

4.13. Példa.

Egy tetszbleges nemiires A halmaz Gsszes transzformaciéi monoidot alkotnak a
leképezésszorzas miiveletével, a bijektiv transzformacidk (azaz permutécidk) pedig

csoportot alkotnak. Ez utébbit nevezziik az A feletti szimmetrikus csoportnak
(jelolés: Sp, illetve A= {1,2,...,n} esetén Sp).



Permutaciok

4.13. Példa.

Egy tetszbleges nemiires A halmaz sszes transzformaciéi monoidot alkotnak a
leképezésszorzas miiveletével, a bijektiv transzformacidk (azaz permutécidk) pedig
csoportot alkotnak. Ez utébbit nevezziik az A feletti szimmetrikus csoportnak
(jelolés: Sp, illetve A= {1,2,...,n} esetén Sp).

4.14. Példa.

Az S4 csoportban a V' = {id, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} részcsoportot
Klein-féle csoportnak nevezziik.

id (12)(34) (13)(24) (14)(23)

id id (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(12)(34) | (12)(34) id (14)(23) (13)(24)

(13)(24) | (13)(24) (14)(23) id (12)(34)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) id

Ez a csoport izomorf a kordbban latott



Permutaciok

4.13. Példa.

Egy tetszbleges nemiires A halmaz sszes transzformaciéi monoidot alkotnak a
leképezésszorzas miiveletével, a bijektiv transzformacidk (azaz permutécidk) pedig
csoportot alkotnak. Ez utébbit nevezziik az A feletti szimmetrikus csoportnak
(jelolés: Sp, illetve A= {1,2,...,n} esetén Sp).

4.14. Példa.

Az S4 csoportban a V' = {id, (12) (34), (13) (24), (14) (23)} részcsoportot
Klein-féle csoportnak nevezziik.

( (14)(23)

id id (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(12)(34) | (12)(34) id (14)(23) (13)(24)

(13)(24) | (13)(24) (14)(23) id (12)(34)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) id

id (12)(34)  (13)(24) (14)(23
)
)

Ez a csoport izomorf a kordbban I4tott (P ({a, b}); A) és (Z3;+) csoportokkal.



Szimmetriak

4.15. Példa.

A sik 6sszes egybevagdsagi transzformacidi csoportot alkotnak a leképezésszorzas
miiveletével, egy adott sikidomot dnmagédba képez6 egybevagdsigok pedig
részcsoportot alkotnak ebben a csoportban (a sikidom szimmetriacsoportja).


http://demonstrations.wolfram.com/CubicSymmetryTypes

Szimmetriak

4.15. Példa.

A sik 6sszes egybevagdsagi transzformacidi csoportot alkotnak a leképezésszorzas
miiveletével, egy adott sikidomot dnmagédba képez6 egybevagdsigok pedig
részcsoportot alkotnak ebben a csoportban (a sikidom szimmetriacsoportja).

Megjegyzés.
A szimmetriacsoportot természetesen harom- (vagy magasabb) dimenzids térbeli

alakzatokra is értelmezhetjiik. Ha csak az irdnyitastarté egybevagdsiagokat engedjiik
meg, akkor mozgdscsoportrdl beszéliink (ez részcsoportja a szimmetriacsoportnak).


http://demonstrations.wolfram.com/CubicSymmetryTypes

Szimmetriak

4.15. Példa.

A sik 6sszes egybevagdsagi transzformacidi csoportot alkotnak a leképezésszorzas
miiveletével, egy adott sikidomot dnmagédba képez6 egybevagdsigok pedig
részcsoportot alkotnak ebben a csoportban (a sikidom szimmetriacsoportja).

Megjegyzés.
A szimmetriacsoportot természetesen harom- (vagy magasabb) dimenzids térbeli

alakzatokra is értelmezhetjiik. Ha csak az irdnyitastarté egybevagdsiagokat engedjiik
meg, akkor mozgdscsoportrdl beszéliink (ez részcsoportja a szimmetriacsoportnak).

Példa.

Huszonnégy olyan térbeli forgatas van, ami egy adott kockdt dnmagaba visz, és
ezek csoportja (azaz a kocka mozgascsoportja) izomorf Ss-gyel.
http://demonstrations.wolfram.com/CubicSymmetryTypes
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Szimmetriak

4.15. Példa.

A sik 6sszes egybevagdsagi transzformacidi csoportot alkotnak a leképezésszorzas
miiveletével, egy adott sikidomot dnmagédba képez6 egybevagdsigok pedig
részcsoportot alkotnak ebben a csoportban (a sikidom szimmetriacsoportja).

Megjegyzés.

A szimmetriacsoportot természetesen harom- (vagy magasabb) dimenzids térbeli
alakzatokra is értelmezhetjiik. Ha csak az irdnyitastarté egybevagdsiagokat engedjiik
meg, akkor mozgdscsoportrdl beszéliink (ez részcsoportja a szimmetriacsoportnak).

Példa.

Huszonnégy olyan térbeli forgatas van, ami egy adott kockdt dnmagaba visz, és
ezek csoportja (azaz a kocka mozgascsoportja) izomorf Ss-gyel.
http://demonstrations.wolfram.com/CubicSymmetryTypes

4.16. Definicid.

A szabalyos n-szog szimmetriacsoportjat n-edfokd diédercsoportnak nevezziik és
Dp-nel jeloljiik.


http://demonstrations.wolfram.com/CubicSymmetryTypes

A diédercsoport elemei

A szabdlyos n-sz6g szimmetriacsoportja a kozéppont koriili forgatdsokat és a
szimmetriatengelyekre vald tiikrozéseket tartalmaz.



Forgatdsok

2k
Jeldlje ax a sokszog kozéppontja koriili o szogli forgatast (k=10,1,...
n

,n—1):



Forgatdsok

2k
Jeldlje ax a sokszog kozéppontja koriili o szogli forgatast (k=0,1,...,n—1):
n

Vegyiik észre, hogy ay = a’l‘. A tovébbiakban aj helyett egyszerlien csak a-t frunk.
lgy az n-szég mozgascsoportja: {id, a, a%, ..., a" 1} =



Forgatdsok

2k
Jeldlje ax a sokszog kozéppontja koriili o szogli forgatast (k=0,1,...,n—1):
n

Vegyiik észre, hogy ay = a’l‘. A tovébbiakban aj helyett egyszerlien csak a-t frunk.
fgy az n-sz6g mozgascsoportja: {id, a,a%, ..., a"*l} = 7Zn.



Tukrozések

Legyenek a szimmetriatengelyekre valé tiikrozések tg, t1, ..., th—1:

to=t




Tukrozések

Legyenek a szimmetriatengelyekre valé tiikrozések tg, t1, ..., th—1:

to=t

ty

A tovabbiakban tp helyett egyszerlien csak t-t irunk, és szeretnénk a tobbi
tiikrozést is t és a segitségével kifejezni.



at =?













Diédercsoport

Hasonléan (be)lathatd, hogy tx = akt minden k € {0,1,...,n— 1} esetén.



Diédercsoport

Hasonléan (be)lathatd, hogy tx = akt minden k € {0,1,...,n— 1} esetén.
Tehat . ..
4.17. Tétel.
A Dy, csoportnak 2n eleme van: D, = { id, a a2,...,a" 1 ¢t at, at,..., a”flt},
ahol

> a: a kézéppont koriili 22 szogli forgatas,

> t: egy szimmetriatengelyre vald tiikrozés.

Ekkor ak a kézéppont koriili 2k”

szogli forgatds (0 < k < n—1),
a t,at, a’t,...,a" 1t transzformacnok pedig tengelyes tiikrozések

(két ,szomszédos" tengely 7 szoget zar be egymassal).



Diédercsoport

Hasonléan (be)lathatd, hogy tx = akt minden k € {0,1,...,n— 1} esetén.

Tehat . ..
4.17. Tétel.
A Dy, csoportnak 2n eleme van: D, = { id, a a2,...,a" 1 ¢t at, at,...,
ahol
> a: a kézéppont koriili 22 szogli forgatas,

> t: egy szimmetriatengelyre vald tiikrozés.

2k71

Ekkor a¥ a kozéppont koriili szogli forgatds (0 < k < n—1),

a t,at, a’t,...,a" 1t transzformacnok pedig tengelyes tiikrozések
(két ,szomszédos" tengely 7 szoget zar be egymassal).

Fennall tovdbba a ta = a~ 1t Ssszefiiggés.

anflt}’



Permutdciécsoportok

4.18. Definicid.

A nemiires A halmaz &sszes permutacidi alkotta S, szimmetrikus csoport
részcsoportjait permutaciocsoportoknak nevezziik.



Permutdciécsoportok

4.18. Definicid.

A nemiires A halmaz &sszes permutacidi alkotta S, szimmetrikus csoport
részcsoportjait permutaciocsoportoknak nevezziik.

4.19. Definicid.

Az A= {1, 2,..., n} halmaz 6sszes permutacidi alkotta csoportot n-edfokii
szimmetrikus csoportnak nevezziik, és Sp-nel jeldljiik.



Permutdciécsoportok

4.18. Definicid.

A nemiires A halmaz &sszes permutacidi alkotta S, szimmetrikus csoport
részcsoportjait permutaciocsoportoknak nevezziik.

4.19. Definicid.

Az A= {1, 2,..., n} halmaz 6sszes permutacidi alkotta csoportot n-edfokii
szimmetrikus csoportnak nevezziik, és Sp-nel jeldljiik.

Megjegyzés.

Egy m € S, permuticiét megadhatunk Ugy, hogy {1, 2,0, n} minden eleme ald
odairjuk a 7T melletti képét:

1 2 3 -+ n
17 2m 37 --- nm/)°



Permutdciécsoportok

4.18. Definicid.

A nemiires A halmaz &sszes permutacidi alkotta S, szimmetrikus csoport
részcsoportjait permutaciocsoportoknak nevezziik.

4.19. Definicid.

Az A= {1, 2,..., n} halmaz 6sszes permutacidi alkotta csoportot n-edfokii
szimmetrikus csoportnak nevezziik, és Sp-nel jeldljiik.

Megjegyzés.

Egy m € S, permuticiét megadhatunk Ugy, hogy {1, 2,0, n} minden eleme ald
odairjuk a 7T melletti képét:

1 2 3 ..+ n

1t 2n 3m --- nm)’
Vegyiik észre, hogy 7t bijektivitdsa azt jelenti, hogy a matrix alsé sordban az
1,2,...,n szamok egy permutacidja van.



Ciklusfelbontas

4.20. Definicié.
Legyenek a1, ..., ax € {1,2,...,n} kiilonbdzd elemek, és legyen 7 € S, az aldbbi
permutacio:

317t = ap, aymT =as, ..., ax_17T = ai, ayT =a; 6és

br=bhabd¢ {a1,....ak}.

Ezt a 7 permutdciét igy jeldljik: = (a1 a2 - -+ ak—1 ak) és ciklikus
permutacionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.



Ciklusfelbontas

4.20. Definicié.
Legyenek a1, ..., ax € {1,2,...,n} kiilonbdzd elemek, és legyen 7 € S, az aldbbi
permutacio:

317t = ap, aymT =as, ..., ax_17T = ai, ayT =a; 6és

br=bhabd¢ {a1,....ak}.

Ezt a 7 permutdciét igy jeldljik: = (a1 a2 - -+ ak—1 ak) és ciklikus
permutacionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

4.21. Definicid.

Két permutacié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.



Ciklusfelbontas

4.20. Definicid.

Legyenek a1, ..., ax € {1,2,...,n} kiilonbdzd elemek, és legyen 7 € S, az aldbbi
permutacio:

317t = ap, aymT =as, ..., ax_17T = ai, ayT =a; 6és
br=bhabd¢ {a1,....ak}.

Ezt a 7 permutdciét igy jeldljik: = (a1 a2 - -+ ak—1 ak) és ciklikus
permutacionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

4.21. Definicid.

Két permutacié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

4.22. Tétel.

Ha 7 és p idegen permutdcidk, akkor folcserélhetdek, azaz mp = prr.



Ciklusfelbontas

4.20. Definicid.
Legyenek a1, ..., ax € {1,2,...,n} kiilonbdzd elemek, és legyen 7 € S, az aldbbi
permutacio:
317t = ap, aymT =as, ..., ax_17T = ai, ayT =a; 6és
br=bhabd¢ {a1,....ak}.

Ezt a 7 permutdciét igy jeldljik: = (a1 a2 - -+ ak—1 ak) és ciklikus
permutacionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

4.21. Definicid.

Két permutacié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

4.22. Tétel.

Ha 7 és p idegen permutdcidk, akkor folcserélhetdek, azaz mp = prr.

4.23. Tétel.

Minden Sp-beli permutacié el6all paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az
el6dllitas a tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi.



Transzpozicidk

4.24. Definicié.
A 2 hosszidségl ciklusokat, vagyis az (ij) alakd permutéciékat transzpozicidknak
nevezziik.



Transzpozicidk

4.24. Definicid.

A 2 hosszidségl ciklusokat, vagyis az (ij) alakd permutéciékat transzpozicidknak
nevezziik.

4.25. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S,-beli permutacié el8all
transzpozicidk szorzataként.
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4.24. Definicid.
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4.25. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S,-beli permutacié el8all
transzpozicidk szorzataként.

Bizonyitds.

Elég ciklusokra bizonyitani: (aj a2 --- ax—1 ax) = (a1 a2) (a1 a3) - - - (a1 ak). O
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Elég ciklusokra bizonyitani: (aj a2 --- ax—1 ax) = (a1 a2) (a1 a3) - - - (a1 ak). O
4.26. Tétel.

Egy Sp-beli permutacié transzpozicidk szorzataként valé felirdsdban a tényezdk
szamdnak paritdsa egyértelmiien meghatdrozott.



Transzpozicidk

4.24. Definicid.

A 2 hosszidségl ciklusokat, vagyis az (ij) alakd permutéciékat transzpozicidknak
nevezziik.

4.25. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S,-beli permutacié el8all
transzpozicidk szorzataként.

Bizonyitds.
Elég ciklusokra bizonyitani: (aj a2 --- ax—1 ax) = (a1 a2) (a1 a3) - - - (a1 ak). O
4.26. Tétel.

Egy Sp-beli permutacié transzpozicidk szorzataként valé felirdsdban a tényezdk
szamdnak paritdsa egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas.

Tegyiik fel, hogy T1 T2« + - Toky1 = 0102 - - - 02y, ahol mindegyik T; és 0;
transzpozicié.



Transzpozicidk

4.24. Definicié.
A 2 hosszidségl ciklusokat, vagyis az (ij) alakd permutéciékat transzpozicidknak
nevezziik.

4.25. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S,-beli permutacié el8all
transzpozicidk szorzataként.

Bizonyitds.

Elég ciklusokra bizonyitani: (aj a2 --- ax—1 ax) = (a1 a2) (a1 a3) - - - (a1 ak). O
4.26. Tétel.

Egy Sp-beli permutacié transzpozicidk szorzataként valé felirdsdban a tényezdk
szamdnak paritdsa egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy T1 T2« + - Toky1 = 0102 - - - 02y, ahol mindegyik T; és 0;

transzpozicié. Ekkor az identikus permutacié el6all paratlan sok transzpozicié

szorzataként: .
id=T1T2 " - Tok4109) * * - 02071.



Transzpozicidk

4.24. Definicid.

A 2 hosszidségl ciklusokat, vagyis az (ij) alakd permutéciékat transzpozicidknak
nevezziik.

4.25. Tétel.

Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S,-beli permutacié el8all
transzpozicidk szorzataként.

Bizonyitds.

Elég ciklusokra bizonyitani: (aj a2 --- ax—1 ax) = (a1 a2) (a1 a3) - - - (a1 ak). O
4.26. Tétel.

Egy Sp-beli permutacié transzpozicidk szorzataként valé felirdsdban a tényezdk
szamdnak paritdsa egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy T1 T2« + - Toky1 = 0102 - - - 02y, ahol mindegyik T; és 0;

transzpozicié. Ekkor az identikus permutacié el6all paratlan sok transzpozicié

szorzataként: .
id=T1T2 " - Tok4109) * * - 02071.

Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen . ..
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metszéspontok: 2



metszéspontok: 2 + 2



metszéspontok: 2 42 4 2



metszéspontok: 24+2+2+44



metszéspontok: 24+2+2+4442



metszéspontok: 2+2+2+44+2+2=0 (mod2)






metszéspontok: 1



metszéspontok: 1+ 3



metszéspontok: 1 4+3+5



metszéspontok: 14+3+4+5+1



metszéspontok: 1+3+5+1+1



D!

LN

metszéspontok: 1 +3+5+ 1+ 1+ 3 = cserék szdma (mod2)



metszéspontok: 0 = cserék szdma (mod 2)



metszéspontok: 0 = cserék szdma (mod 2) §



Az alternalé csoport

4.27. Allitas.
A péros hosszisagu ciklusok paratlan permutdcidk, mig a paratlan hosszisagu
ciklusok paros permutacidk.



Az alternalé csoport

4.27. Allitas.

A péros hosszisagu ciklusok paratlan permutdcidk, mig a paratlan hosszisagu
ciklusok paros permutacidk.

4.28. Tétel.

A péros permutécidk egy 2 indexii részcsoportot alkotnak S,-ben. Ezt a csoportot
alternalo csoportnak nevezziik, és Ap-nel jeloljiik.



Az alternalé csoport

4.27. Allitas.

A péros hosszisagu ciklusok paratlan permutdcidk, mig a paratlan hosszisagu
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