
Gy½ur½uk, integritástartományok és testek



Absztrakt gy½ur½uk és testek (R tetsz½oleges nemüres halmaz)

+ : R � R ! R

8a, b, c 2 R : (a+ b) + c = a+ (b+ c)

8a, b 2 R : a+ b = b+ a

90 2 R 8a 2 R : a+ 0 = a

8a 2 R 9b 2 R : a+ b = 0

� : R � R ! R

8a, b, c 2 R : (a � b) � c = a � (b � c)
8a, b, c 2 R : (a+ b) � c = a � c + b � c

és c � (a+ b) = c � a+ c � b

9>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>;

gy½ur½u

8a, b 2 R : a � b = b � a
91 2 R 8a 2 R : a � 1 = a = 1 � a

8a, b 2 R : a � b = 0 =) a = 0 vagy b = 0

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

int. tart.

8a 2 R n f0g 9b 2 R : a � b = 1

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

test
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9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

int. tart.

8a 2 R n f0g : a�1 2 R

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

test



(Ellen)példák
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szokásos összeadás és szorzás m½uveletével?

I C, R, Q
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I fpáratlan számokg: nem is gy½ur½u

I firracionális számokg: nem is gy½ur½u

I fvéges tizedestörtekg: integritástartomány (mi az egységcsoportja?)

I Rn�n : egységelemes gy½ur½u (egységcsoportja: GLn (R))

I Z [i ] = fa+ bi : a, b 2 Zg: integritástartomány (mi az egységcsoportja?)
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Oszthatóság az egész számok körében

De�níció.
Az a egész szám osztója a b egész számnak (jelölés: a j b),
ha létezik olyan c 2 Z egész szám, amelyre b = ac .

Tétel.
Tetsz½oleges a, b, c egész számokra érvényesek az alábbiak:

(1) a j a;

(2) a j b és b j c =) a j c ;

(3) a j b és b j a () b = �a;

(4) 1 j a;

(5) a j 0;

(6) a j b és a j c =) a j b+ c ;

(7) a j b és b 6= 0 =) jaj � jbj .



Oszthatóság integritástartományokban

Legyen R egy tetsz½oleges integritástartomány

De�níció (lásd a 3.1. De�níciót).
Az a 2 R elem osztója a b 2 R elemnek (jelölés: a j b),
ha létezik olyan c 2 R elem, amelyre b = ac .
Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Tetsz½oleges a, b, c 2 R elemekre érvényesek az alábbiak:
(1) a j a;

(2) a j b és b j c =) a j c ;

(3) a j b és b j a () ???;

(4) 1 j a;

(5) a j 0;

(6) a j b és a j c =) a j b+ c ;

(7) a j b és b 6= 0 =) ???.



Oszthatóság integritástartományokban

Legyen R egy tetsz½oleges integritástartomány

De�níció (lásd a 3.1. De�níciót).
Az a 2 R elem osztója a b 2 R elemnek (jelölés: a j b),
ha létezik olyan c 2 R elem, amelyre b = ac .
Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Tetsz½oleges a, b, c 2 R elemekre érvényesek az alábbiak:
(1) a j a;

(2) a j b és b j c =) a j c ;

(3) a j b és b j a () a � b;

(4) 1 j a;

(5) a j 0;

(6) a j b és a j c =) a j b+ c ;

(7) a j b és b 6= 0 =) ???.



Asszociáltság integritástartományokban

De�níció (lásd a 3.2. De�níciót).
Az a, b 2 R elemek asszociáltak, ha a j b és b j a. Jelölése: a � b.

Lemma.
Két elem akkor és csak akkor asszociált, ha egymás egységszeresei:

8a, b 2 R : a � b () 9u 2 R� : b = ua.

Tétel (lásd a 3.4. Tételt).
Az asszociáltság ekvivalenciareláció



Asszociáltság test feletti polinomgy½ur½uben

Legyen T egy tetsz½oleges test.

Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszociált, ha egymásnak nemnulla
konstansszorosai:

8f , g 2 T [x ] : f � g () 9c 2 T n f0g : g = cf .

Példa.

R [x ] -ben: 3x2 + 9x + 6 � x2 + 3x + 2 � 13x2 + 39x + 26 � � � �

Z5 [x ] -ben: 2x2 + x + 3 � x2 + 3x + 4 � 3x2 + 4x + 2 � 4x2 + 2x + 1



Asszociáltság test feletti polinomgy½ur½uben

Legyen T egy tetsz½oleges test.

Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszociált, ha egymásnak nemnulla
konstansszorosai:

8f , g 2 T [x ] : f � g () 9c 2 T n f0g : g = cf .

Példa.

R [x ] -ben: 3x2 + 9x + 6 � x2 + 3x + 2 � 13x2 + 39x + 26 � � � �

Z5 [x ] -ben: 2x2 + x + 3 � x2 + 3x + 4 � 3x2 + 4x + 2 � 4x2 + 2x + 1



Asszociáltság test feletti polinomgy½ur½uben

Legyen T egy tetsz½oleges test.

Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszociált, ha egymásnak nemnulla
konstansszorosai:

8f , g 2 T [x ] : f � g () 9c 2 T n f0g : g = cf .

Példa.

R [x ] -ben: 3x2 + 9x + 6 � x2 + 3x + 2 � 13x2 + 39x + 26 � � � �

Z5 [x ] -ben: 2x2 + x + 3 � x2 +

3x + 4 � 3x2 + 4x + 2 � 4x2 + 2x + 1



Asszociáltság test feletti polinomgy½ur½uben

Legyen T egy tetsz½oleges test.

Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszociált, ha egymásnak nemnulla
konstansszorosai:

8f , g 2 T [x ] : f � g () 9c 2 T n f0g : g = cf .

Példa.

R [x ] -ben: 3x2 + 9x + 6 � x2 + 3x + 2 � 13x2 + 39x + 26 � � � �

Z5 [x ] -ben: 2x2 + x + 3 � x2 + 3x + 4 �

3x2 + 4x + 2 � 4x2 + 2x + 1



Asszociáltság test feletti polinomgy½ur½uben

Legyen T egy tetsz½oleges test.

Tétel (lásd a 3.3. Tételt).
Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszociált, ha egymásnak nemnulla
konstansszorosai:

8f , g 2 T [x ] : f � g () 9c 2 T n f0g : g = cf .

Példa.

R [x ] -ben: 3x2 + 9x + 6 � x2 + 3x + 2 � 13x2 + 39x + 26 � � � �

Z5 [x ] -ben: 2x2 + x + 3 � x2 + 3x + 4 � 3x2 + 4x + 2 � 4x2 + 2x + 1



Az oszthatóság szerinti részbenrendezés

Megjegyzés.
Asszociált polinomokat nem érdemes (s½ot nem is lehet) megkülönböztetni, ha csak
az oszthatóságot vizsgáljuk.

Ha az oszthatósági relációt az asszociáltsági osztályok halmazán értelmezzük, akkor
már nemcsak re�exív és tranzitív, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x ] / �; j) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/�= T �, legnagyobb eleme 0/�= f0g.
Mivel test feletti polinomgy½ur½u esetén minden asszociáltsági osztály (a nulláét
kivéve) pontosan egy f½opolinomot tartalmaz, asszociáltság erejéig mindig
dolgozhatunk f½opolinomokkal.


