Gydiriik, integritastartomanyok és testek




Absztrakt gytiriik és testek (R tetszbleges nemiires halmaz)

+:RXR—=R



Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszbleges nemiires halmaz)

+:RXxR—=R
Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)



Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszbleges nemiires halmaz)

+:RXR—=R
Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
Va,bc R:a+b=0b+a



Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszbleges nemiires halmaz)

+:RXR—=R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
0eRVacR:a+0=a



Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszbleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
VYVaecRIbe R:a+b=0



Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszbleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
VYVaecRIbe R:a+b=0
RXR—R



Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXR—=R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
0eRVacR:a+0=a
VacRIbcR:a+b=0
tRXR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)



oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
VYVaecRIbe R:a+b=0
tRXxR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b



oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
YVaecRIbeR:a+b=0 gylirii
tRXxR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b




oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
YVaecRIbeR:a+b=0 gylirii
RXR—R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a




oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
YVaecRIbeR:a+b=0 gylirii
tRXxR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a
JleRVaceR:a-1=a=1-a




oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a

Vae RIbe R:a+b=0 gylirii
tRXxR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a
JleRVaceR:a-1=a=1-a
VabeR:a-b=0 =— a=0vagy b=0




oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a

Vae RIbe R:a+b=0 gylirii
tRXxR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a
JleRVaceR:a-1=a=1-a
VabeR:a-b=0 =— a=0vagy b=0

int. tart.




oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a

Vae RIbe R:a+b=0 gylirii
tRXxR—=R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a
JleRVaceR:a-1=a=1-a
VabeR:a-b=0 =— a=0vagy b=0

int. tart.

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1



oo

Absztrakt gyiiriik és testek (R tetszéleges nemiires halmaz)

+:RXxR—R

Va,b,ce R: (a+b)+c=a+ (b+c¢)
VaabeER:a+b=b+a
F0eRVaeR:a+0=a
VYVaecRIbe R:a+b=0
-:RxXxR—R

Va,b,ce R: (a-b)-c=a-(b-¢)
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a
JleRVaceR:a-1=a=1-a
VabeR:a-b=0 =— a=0vagy b=0

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyiirlik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

+:RXxR—R

Va,b,c € R: (a+b)+c=a+ (b+¢)
Vabe R:a+b=b+a
F0eRVacR:a+0=a

VYVaec RIbe R:a+b=0
tRXR—R

Ya,b,c € R: (a-b)-c=a-(b-c)
Va,b,c€ R: (a+b)-c=a-c+b-c
ésc-(a+b)=c-a+c-b
VabeR:a-b=b-a
JleRVaceR:a-1=a=1-a
VabeR:a-b=0 = a=0vagy b=0

Vac R\{0} 3bcR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

+:RXR—=R

dJ0e RVae R:a+0=a
Vae RIdbe R:a+b=0
“RxR—=R

dleRVaeR:a-1=a=1-a

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

Va,be R: a+beR

dJ0e RVae R:a+0=a
Vae RIdbe R:a+b=0
“RxR—=R

dleRVaeR:a-1=a=1-a

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

Va,be R: a+beR

0eRrR
Vae RIbe R:a+b=0
“RxR—=R

dleRVaeR:a-1=a=1-a

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

Va,be R: a+beR

0eRrR
VaeR: —a€R
“RxR—=R

dleRVaeR:a-1=a=1-a

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

Va,be R: a+beR

0eRrR
VaeR: —a€R
Va,be R: a-be R

dleRVaeR:a-1=a=1-a

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

Va,be R: a+beR

0eRrR
VaeR: —a€R
Va,be R: a-be R

1eR

Vaec R\ {0} 3beR:a-b=1

gyliri

int. tart.

test



Szamgyliriik és szamtestek (R C C, szokdsos miiveletek)

Va,be R: a+beR

0eRrR
VaeR: —a€R
Va,be R: a-be R

1eR

Vac R\{0}:aleR

gyliri

int. tart.

test



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

» Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test
» Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

» RT, QF, N



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test
» Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

» RT, QF, N: nem is gyfirii



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test
> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})
» RT, QT, N: nem is gylir(i

» {pdros széamok}



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test
> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})
» RT, QT, N: nem is gylir(i

» {pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gyiirii



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos Gsszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos 6sszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos 6sszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritastartomany (mi az egységcsoportja?)



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos 6sszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritastartomany (mi az egységcsoportja?)

> RHXFI



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos 6sszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritastartomany (mi az egységcsoportja?)

v

R™": egységelemes gyliri (egységcsoportja: GL, (R))



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos 6sszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritastartomany (mi az egységcsoportja?)

v

R™": egységelemes gyliri (egységcsoportja: GL, (R))

» Z[il]={a+bi:abeZ}



(Ellen)példak

Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyiiriit, integritdstartomdnyt, testet a
szokdsos 6sszeadds és szorzas miiveletével?

» C, R, Q: test

> Z: integritdstartomdny (egységcsoportja: {1, —1})

v

R, QF, IN: nem is gyiirfi

v

{pdros szamok}: kommutativ, zérusosztémentes gy(irii

v

{paratlan szdmok}: nem is gyrii

v

{irraciondlis szdmok}: nem is gylirii

v

{véges tizedestortek}: integritastartomany (mi az egységcsoportja?)

v

R™": egységelemes gyliri (egységcsoportja: GL, (R))

» Z[i] ={a+bi:a beZ}: integritdstartomany (mi az egységcsoportja?)



Oszthatdsdg az egész szamok korében

Definicié.
Az a egész szdm osztdja a b egész szdmnak (jeldlés: a | b),
ha létezik olyan ¢ € Z egész szdm, amelyre b = ac.

Tétel.
Tetszbleges a, b, c egész szamokra érvényesek az aldbbiak:

(1) ala

(2) albésb|c = alc

(3) albésb|a < b=+a;
(4) 1]

(5) al0;

(6) a|bésalc = al|b+c;
(7)

7) albésb#0 = |a| <|b].



Oszthatésdg integritdstartomanyokban

Legyen R egy tetszdleges integritdstartomdny
Definici6 (lasd a 3.1. Definiciét).

Az a € R elem osztdja a b € R elemnek (jeldlés: a | b),
ha létezik olyan ¢ € R elem, amelyre b = ac.

Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Tetszbleges a, b, ¢ € R elemekre érvényesek az aldbbiak:

(1) ala

(2) a|bésb|c = a]c;
(3) a|bésb|a — 2772
(4) 1]

(5) al0;

(6) a|bésalc = a|b+c;
(7) a|bésb#0 = ?7?.



Oszthatésdg integritdstartomanyokban

Legyen R egy tetszdleges integritdstartomdny
Definici6 (lasd a 3.1. Definiciét).

Az a € R elem osztdja a b € R elemnek (jeldlés: a | b),
ha létezik olyan ¢ € R elem, amelyre b = ac.

Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Tetszbleges a, b, ¢ € R elemekre érvényesek az aldbbiak:

(1) ala

(2) a|bésb|c = a]c;
(3) a|bésb|a < a~b;
(4) 1]

(5) al0;

(6) a|bésalc = a|b+c;
(7) a|bésb#0 = ?7?.



Asszocialtsdg integritastartomanyokban

Definici6 (lasd a 3.2. Definiciot).

Az a,b € R elemek asszocidltak, ha a | b és b | a. Jellése: a ~ b.

Lemma.
Két elem akkor és csak akkor asszocidlt, ha egymds egységszeresei:

Va,beER: a~b < Juec R*: b= ua.

Tétel (lasd a 3.4. Tételt).

Az asszocidltsag ekvivalenciareldcié



"o

Asszocialtsag test feletti polinomgydtiriiben

Legyen T egy tetszdleges test.
Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszocialt, ha egymdsnak nemnulla
konstansszorosai:

Vf,g e T[x]: f~g < Jce T\{0}: g =cf.



"o

Asszocialtsag test feletti polinomgydtiriiben

Legyen T egy tetszdleges test.
Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszocialt, ha egymdsnak nemnulla
konstansszorosai:

Vf,g e T[x]: f~g < Jce T\{0}: g =cf.

Példa.

R ([x]-ben: 3x?4+9x+6 ~ x> +3x+2 ~ 13x>+39x +26 ~



"o

Asszocialtsag test feletti polinomgydtiriiben

Legyen T egy tetszdleges test.
Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszocialt, ha egymdsnak nemnulla
konstansszorosai:

Vf,g e T[x]: f~g < Jce T\{0}: g =cf.

Példa.

R ([x]-ben: 3x?4+9x+6 ~ x> +3x+2 ~ 13x>+39x +26 ~

Zs[x]-ben: 2x* 4+ x+3 ~ x>+



"o

Asszocialtsag test feletti polinomgydtiriiben

Legyen T egy tetszdleges test.
Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszocialt, ha egymdsnak nemnulla
konstansszorosai:

Vf,g e T[x]: f~g < Jce T\{0}: g =cf.

Példa.

R ([x]-ben: 3x?4+9x+6 ~ x> +3x+2 ~ 13x>+39x +26 ~

Zs [x] -ben: 224+ x+3 ~ x> +3x+4 ~



"o

Asszocialtsag test feletti polinomgydtiriiben

Legyen T egy tetszdleges test.
Tétel (lasd a 3.3. Tételt).

Két T feletti polinom akkor és csak akkor asszocialt, ha egymdsnak nemnulla
konstansszorosai:

Vf,g e T[x]: f~g < Jce T\{0}: g =cf.

Példa.

R ([x]-ben: 3x?4+9x+6 ~ x> +3x+2 ~ 13x>+39x +26 ~

Zs [x] -ben: 22+ x+3 ~ x> +3x+4 ~ 3% +8x+2 ~ Ax*+2x+1



Az oszthatésdg szerinti részbenrendezés

Megjegyzés.
Asszocidlt polinomokat nem érdemes (sét nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak
az oszthatdsdgot vizsgaljuk.

Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocidltsagi osztdlyok halmazan értelmezziik, akkor
mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/ ~= T*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Mivel test feletti polinomgylir(i esetén minden asszocidltsagi osztaly (a nulldét
kivéve) pontosan egy fépolinomot tartalmaz, asszocialtség erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal.



