A 11a, 12a, 13a feladatok megoldasai




11a feladat

Szadmitsa ki az f és g polinomok legnagyobb kozds osztdjat.

f:x4—|-2x3+4x2—|—2x—|—3, g:x3+x2+x—3.

Megold3s.

Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust:
23+ 4243 = (x+1)- (S P+ x=3) + 20 +4x+6
B+x2+x-3 = (x—1)- (x> +2x+3) + 0

Tehét Inko (f, g) ~ 2x2 + 4x + 6 ~ x> + 2x + 3.

Hab a tortdn:
f=(x>4+1) (x> +2x+3), gydkei: +i, —1+/2i

g:(x—l)(X2+2X—|—3), gyokei: 1, —1++/2/



Még tobb hab a tortdn

Az euklideszi algoritmus tomorebben osszefoglalva:

f = (x+1)-g + 2x2+4x+6
g = (x=1)-(x®*+2x+3) + 0

Tehét Inko (f, g) ~ 2x2 + 4x + 6 ~ x? + 2x + 3.

Fejezziik ki a legnagyobb kozos osztét f és g segitségével:
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Azt kaptuk, hogy az fu+ gv = Inko (f, g) egyenlet egy megoldésa:
1 1 1
up ==, V9g=—=X——.
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12a feladat

Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet.
f=x%+6, g=x*+5x+1¢€Zs[x

Megoldas.

Euklideszi algoritmussal szamolunk, és a maradékokat kifejezziik f és g segitségével:
f =x%-g + 2x34+6x°+6
g = (Ax+2)- (23 +6x24+6) + 2x°+2x+3

234+6x2+6 = (x+2)- (2x®+2x+3) + 0
Az elsé osztds maradéka:
23 46x°+6 =f—x%-g
A masodik osztds maradéka:
2x2+2x4+3 = g— (4x+2) - (2x3+6x> +6)
=g—(4x+2)-(fF—x%g)
= — (Zx+§) -f + (T—i— (Ex-i-i) xz) g
= (3x+5) - f+ (@3 +2x>+1) - g



12a feladat

Azt kaptuk, hogy
22 +2x+3 = (3x+5) - f+ (@3 +2x>+1) - g
A legnagyobb kozos oszté a fenti piros polinommal asszocialt fépolinom:
Inko (f,g) = 2t (2x% +2x + 3)
= 4. (2x®>+2x+3)
=x®+x+5

A legnagyobb kozos osztd kifejezése f és g segitségével:

21 (22 +2x+3) =4 -(3x+5)-f+4 (B3 +22+1) ¢
= (5x+6) - f+(23+x2>+14) g
Az fu+ gv = x? + x + 5 egyenlet egy megoldasa:

U =5x+6, vo=2x>+x>+4.



13a feladat

Oldja meg az f - u =1 (mod m) kongruenciat.

f=x>+3x+1, m=x3+2x>+8x+2€ Zs[x].

Megoldas.

A kongruenciat atfogalmazzuk diofantoszi egyenletté:
f-u=1 (modm) <= 3JveZslx]: fu=1+mv
<— IveZslx]: fu—mv=1
Egy megoldas: ug = x? +4x + 1 (és vo = 4x).
Az 3ltaldnos megoldas: u = x? +4x+1 (mod m).
Megjegyzés.
Eredményiink igy is megfogalmazhaté: az f € Zs [x] / (m) maradékosztély

multiplikativ inverze
() t=x2+ax+1.



Még egy linedris kongruencia

Oldja meg az f - u =1 (mod m) kongruenciat a Z5 [x] polinomgydiriiben, ahol
f:xz—f-T, m:x3+x2—|—T.
A szokdsos mddszer:
fru=1 (modm) <<= 3IveZy[x]: fu=1+mv
— IveZylx]: fu—mv=1

. up = x> + x + 1. Tehst a kongruencia megolddsa: u = x>+ x+1 (mod m).

Egy masik gondolatmenet:

f-u=1 (modm) (x T)2~UEX3+X2 (modx3—|—X2+I)

— +

— (x+1I)-u=x? (modx3+x?+1)
— (x+1)-u=x3+T1 (modx3+x%2+1)
<~

uU=x2+x+1 (modx3—|—x2+T)



