ALGEBRA ES SZAMELMELET
hdzi feladatok
2016 6szi félév, BSc

1. feladat Szamitsa ki az aldbbi komplex szdmokat kanonikus alakban.

(a) 243i _9
140
(b) wo+uv =?, L+ L =7 |uv| =7, |%| =7, aholu=2—-3iésv=1+i

(F7) - (35)° =
(25 59)° + (2 +50)° =2
() (F6F9i+4—8i)-i="

2. feladat Abrazolja a Gauss-féle szamsikon az aldbbi szamhalmazokat.
(a) {z€C: Im(z—1)>1}, {2€C: |iz—1i] =1}

(b) {zeC: [z4+2—1 <2}

(c) {ze€C: |z—i|=1}

(d) {zre C: 0<Re(z+3) <1}

(e) {z€C: |iz—1—14|>1}

3. feladat Szdmitsa ki trigonometrikus és kanonikus alakban is.

a) 1—1—;{1 _

(—1— z)(\fﬂ) _o
—1+4i)(—v/341)

1—d)(V3+1i)=?
V3 —14)(2 +2v3i) =7
izt _9?

a) {z €C:0<arg(zi) 3}
b) {z€C: arg(z+ zz) =7}
(c) {zeC: Z<arg(z) < %}
d) {ze€C: arg(z) =n/6}
(e) {z €C: arg(2?) =7/2}
5. feladat Szamitsa ki a hatvanyokat trigonometrikus alakban, majd adja meg a végeredményt kanonikus alakban is.
) (—1 )2422 ?

(a

) (/B

(c) (2+2fz)605 =7
(@) (149 =7

(e) (—3 —3v/34)1526 =7

6. feladat Szdamitsa ki a gyok Osszes értékét trigonometrikus alakban, majd adja meg a végeredményt kanonikus alakban is.

b) vV —1—+/3i=?
(c) V64 =7

(d) =16 =7

(e) V—-8=

7. feladat Egységgyokok-e a kovetkezd komplex szdmok, és ha igen, akkor hanyadik egységgyokok?
1. 2 2; 5m
(a ) + 51, f§+%z, cis 15
(b) cisv2, —i4 %3
(c) -1+ Y2
(d)
to 6T
(e) cis =

8. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi &llitdsok. A valaszt minden esetben indokolni kell!
(a) Van olyan z komplex szdm, amelyre Rez =1 és |z — i| = 3.

(b) Tetszbleges z € C és n € N esetén, ha {/z értékei kozott van valés szam, akkor z is valds.
(c) Tetszbleges z € C esetén, ha 22 harmadik egységgyok, akkor z is harmadik egységgyok.

(d) Tetszbleges z,w € C esetén |z +w| = |z| + |w].

(e) Van olyan z komplex szdm, amelyre Rez = 2 és |z| = 1.



9. feladat Dontse el, hogy gylir{it, integritdstartoményt, illetve testet alkotnak-e az aldbbi szdmhalmazok a szokdsos 6sszeadds
és szorzds miiveletével.

(a) Qi) ={a+10bi:a,beQ}

(){a—i—bz a,b €7 és a is és b is paros}

(c) Z[V2] = {a+bv2:a,beZ}

(d) {a + bz a,b € Z és a paros}

(e) {a+bi:a,beZésbpdros}

10. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi édllitdsok. A valaszt minden esetben indokolni kell!

(a

(b) Létezik olyan integritdstartomdny, amelyben pontosan tizenhat egység van.

Létezik olyan gyfirii, ami egységelemes, de nem kommutativ és nem zérusosztémentes.

(d) Létezik olyan gyfiri, ami kommutativ és egységelemes, de nem integritdstartoméany.
(e
11. feladat Szamitsa ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztéjat.
(a) f=a'+223 +42° +22+3, g=23+ 22 +2 -3 € R|[z]
(b) f=at+a23+z, g=a+ 2%+ 2 € Z 2]
(c) f=at+22% 22 —dx -2, g=a* + 23— 22 — 22 — 2 € R[z]

)

)

)
)
(¢) Az egységek minden gyfir{iben csoportot alkotnak az dsszeadds miiveletével.
)
)

Létezik olyan integritdstartomdany, amelyben csak véges sok egység van.

(d) f=a*+23+2224+32-3, g=a* +2° + 22+ 32 -6 € Q7]
() f=a*+a®+2%+1, g=2®+1€ Z[a]

12. feladat Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet.

(a) f=a2°+6, g=at+5z+1€ Z; ]

(b) f=a%-32+2, g=a°—25+32-2 € R[]

() f=a4+a2+2, g=a+222+ 22 +1 € Z3 [7]

(d) f=at+23+2+1, g=23+222+22+1 € Zs [7]

(e) f=a54+32*+62% +622 +4x+1, g = 2% + 422 + 42+3 € R[]

13. feladat Oldja meg az f-u =1 (modm) konruencist.
(a) f=a2?+3z+1, m—x +22% + 4z + 2 € Zs []
(b) f=2>+1, m=2a* +x +1€Zy[x]

() f=322+2, m=z +x+1€Z5[]

(d) f *2x +4, m=a3+22+x+1¢€Zsz]

(e) f Zm=a23+2%+1€Z ]

14. feladat A Horner-mdédszer segitségével hatdrozza meg az f polinom ¢ gyskének multiplicitdsét.
(a) f=a®—42?+52 -2, c=1

(b) f=a8+42° + T2t + 823 + 72?2 + 4z + 1, c = -1

(c) f=a bt + 72 — 222 +42 -8, c =2

(d) f=a%+ 72" 4 1623 + 82% — 162 — 16, c = —2

() f=al+a?+ax+1, c=i

15. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi dllitdsok. A vélaszt minden esetben indokolni kell!
(a) Minden f,g € Zs3 [x] esetén, ha f | g és g | f, akkor f=g.
(b) Leétezik olyan f € Zs [x] polinom, amelynek végtelen sok osztéja van.
(¢c) Minden f,g € Zs [z] esetén, ha f | g és g | f, akkor f = g.
(d) Léteznek olyan f # g € Zs [z] polinomok, melyekre minden ¢ € Z3 esetén f (c) = g (¢).
)

(e

16. feladat Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszamui f € C[z] polinomot, amely a megadott helyeken a megadott
értékeket veszi fel.

Létezik olyan f € R[] polinom, amelyre Inko(f,2® — 1) = 2 + 1.

(@) f(O)=1, f(1)=2, f(2)=4, f(3)=8
(b)f(_):67f(0 57f(1):0’f<2 :37f(3):2
(c) f(1)= 2>f(l)=

d) f1)=2 f(2)=1 fB)=4 f4) =

(e) f(1)=0, f(2)= f():37f(4)=

17. feladat Bontsa irreducibilis tényez6k szorzatdra a polinomokat a megadott polinomgytir{ikben.
) 28 + 32t — 23 +22% + . — 1 € Zs [7]

) ¥+ a2t + 223 + 2?2 + 1 € Zs [a]

(c) 2° + 2t +22% + 22 + 1 € Z3 [7]

) 2%+ 2t + 223 + 1 € Zs [7]

) @+ + 422 + 4 € Zs [7]



18. feladat Dontse el, hogy testek-e a megadott faktorgytiriik, és hatdrozza meg elemeik szdmat.
(a) Za[a] / (2° + 2% +1)

) Z
(b) Zs[e] / (2 +1)
(©) Zs[a] / (* +2)
(d) Zs[z]/ (2* +1)
() Zs[x]/ (¢® + 2%+ 1)
19. feladat Szamitsa ki a véges testek megadott elemeit.
(a) Zs[z]/ (z® + 2+ 1)-benz ! *?,ﬁlz?
(b) Zsz[z]/ (a® — x + 1)-ben 222 + %1 =, T/z+1=
(c) Zs[2]/ (#* + 2z +2)-bena? + 1 -3 Iz +3/22 =?
(d) Z7 ]/ (43 + @ +1)-ben 2z =7, T/2x + 2 =7
) ]

(€) Zs[x]/ (z* + a2 +2)-ben T+ 1 ' =2, 22/3x +4 =7

20. feladat Hatdrozza meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontésat C és R felett.
(a) a% — 27 =0

(b) 2* —224+1=0
(c) z* +4

(d) 27+ 7z* — 8z
(e) o + 22 — 30

21. feladat Keresse meg az aldbbi polinomok 6sszes racionélis gyokét.
2% 4+ 32* — 723 — 322 4+ 82 — 12

20 4+ 2% 4+ 22* + 423 — 42 + 42 — 8

2+ 323 — 322 — 11z — 6

28 — a2 — 223 — 32—z -2

2+t —62° — 1422 — 112 — 3

22. feladat Hatdrozza meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontdsat Q felett.
) 227 4 525 + 42° + 132 4 542 + 8422 4 5dx + 12
) 32190 — 102°° + 100z — 50

(c) 328 + 225 — T2 + 2

(d) 52® — 527 + 422 — 22 — 2

(e) 27 — 42 + 425 + 92* — 3623 + 3922 — 12z + 12

23. feladat A derivalt vizsgdlataval hatdrozza meg az aldbbi polinomok tobbszoros gyokeit, majd az dsszes gyokiiket (mul-
tiplicitdssal egyiitt). Az Inko (f, f') és f/Inko (f, f’) polinomok kiszdmitdsdhoz haszndlhat szamitégépet.

(a) ® + a2t — 523 — 2% + 8xv — 4

(b) 32* —42® +1

(c) 2° — 1023 — 202% — 150 — 4

(d) 27 —32% +52° — 7ot + 723 — 522 + 32 — 1

(e) 25 — 152% + 823 + 51a? — 72w + 27

24. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitdsok. A valaszt minden esetben indokolni kell!
(a) Ha egy legalabb els6foktu polinom irreducibilis, akkor nincsen gytke.
(b) Tetszbleges p primszdm esetén minden f : Z, — Z, leképezéshez létezik olyan Z,[z]-beli polinom, amelynek éppen f a
polinomfiiggvénye.
(c) Barmely a,b, c € R szdmokra létezik olyan f € R[z] masodfoku polinom, melyre f(0) = a, f(1) =b és f(2) =
(d) Ha egy C feletti polinom irreducibilis, akkor van gytke.
(e) Ha egy polinom relativ prim a derivaltjahoz, akkor nincsen t6bbszoros gyoke.

25. feladat Dontse el, hogy a miivelettabldzat dltal meghatérozott A grupoid izomorf-e a B grupoiddal.

u v Ty u v Ty
uly u v ox uly u v ox
(a) v|u v z y B=(P({ab});V) M) vlu v 2y B=(Z4+)
T|lv T Yy u z|lv Yy wu
ylx y u v ylx y u w
xla b ¢ d ola B v §
ala b ¢ d ald B a vy
€ blb a d c = ({1,4, -1, —i};) d B|B B B B B=(Zs)
clec d a b Yyla B v 0
dld ¢ b a 6ly B & 0



() B = ({id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}; -)

o o Qfx
QL O Q|8
0O L oIS

Q@ QL oo
Q@ o0 X

d b

26. feladat Dontse el, hogy az aldbbi halmazok grupoidot, félcsoportot, csoportot alkotnak-e a megadott miivelettel.
(a) (P({a,b});4), (Z5;+)

(b) (R¥%4), (R2%))

(c) (Ze \{0};-)

(d) (P ({a b});N)

(e) (R%+)

27. feladat Adja meg az aldbbi S7-beli permutdcickat paronként idegen ciklusok szorzataként.
(a) ((1342)(237))126(3476)~*

(b) ((13)(15)(276))~'°(125)(63)

(c) (345)((7451)71(4256))%3

(d) ((124)*(134))=*(27)

(e)

28. feladat Szamitsa ki Dj5-ben az alabbi elemeket. Az eredményt a* vagy a*t (k = 0,1,...,14) alakban adja meg.
a' qTt. a2t

)
(b) a®t-a'®, (at-a>t)
(c) a'®t-adt
)
)

((1247)76(154)103)~100

-3

29. feladat Oldja meg Di5-ben az alédbbi egyenleteket. Az eredményt a* vagy a*t (k =0,1,...,14) alakban adja meg.

30. feladat Hatdrozza meg az aldbbi csoportokban a megadott elemek rendjét.
(a) i€ C*, 2€Z;

(b) (134)(52) € S5

(c) (1245)(234) € S5

(d) 5 € Z;

(e) 42

31. feladat Adjon meg a megadott csoportban n-edrendii elemet, amennyiben lehetséges.
(C*,), n=12; (Z§,), n=5; Dg, n=3

ZE(C*

@

32. feladat Dontse el, hogy a G csoportban részcsoportot alkot-e a megadott H részhalmaz.
(a) G =54, H=1{id, (13),(24),(13)(24)}; G = D¢, H = {id,t,a? a*t}
(b) G=(C",), H=({z€C: 2] =1},

(c) G=(Z,+), H=N

(d) G=S5, H=1{id, (135), (153)}

(e) G

33. feladat Dontse el, hogy igazak-e az aldbbi allitdsok. A valaszt minden esetben indokolni kell!

(Z67 ) H _Zg

(a) Minden pératlan rend{i permutécié paros.

(b) Az S4 csoportban pontosan 6 mésodrendii elem van.

(¢) Tetszbleges G csoport minden H, K részcsoportjara H U K < G.

(d) Minden pdros permutécié rendje pares paratlan.

(e) Tetszbleges csoport tetszbleges a, b, x,y elemeire axb = ayb = =1y



34. feladat Hatdrozza meg a G csoportban a B részhalmaz dltal generalt részcsoportot.
(a) G=17, B={30,42,105}; G = D12, B = {a?,ad%t}

(b) G =Z3, B={6,10}; G =S4, B={(1234),(13)}

(¢) G=1Zs, B={6,10}

(@ ¢=C, B={i, t+ ¥}

(e) G = Dyg, B = {a*, a’t}

35. feladat Melyek izomorfak az aldbbi csoportok koziil? (A vélaszt minden esetben indokolni kell!)
a Z%v 2307 P({a’ﬂb) C}), Q

(d Z;a Zga ZTO? ZTZ

)
)

(¢) D3, S3, Z%, Z§
)

(e) Dy, Q, L35, Es

36. feladat Szamitsa ki az aldbbi csoportokban az egyes elemek generdtumait (azaz a ciklikus részcsoportokat), majd
hatdrozza meg az Osszes részcsoportot, végiil rajzolja fel a részcsoporthdlé Hasse-diagramjét.

(a) Za, Zj
(b)
()
d) @
(e)
37. feladat Szamitsa ki az aldbbi hatvianyok maradékait a megadott modulusra nézve.
(a) 2014201 =7 (mod7)

(b) 27199 =? (mod 40)

(c) 44472918 =? (mod 44)

(d) 303%%39 =? (mod 100)

(e) 20192019 =? (mod 11)

38. feladat Keressen primitiv gyokot az m modulusra nézve.

(a) m =26
(b) m =35
(¢c) m=17
(d) m =22
(e) m=19

39. feladat Készitsen indextdbldzatot, és oldja meg a segitségével a kongruencidt.

(a) 2° =8 (mod13)

(b) 1128 =5 (mod 13)

(c) 32* =4 (mod11)

(d) 52° =3 (mod11)
)

(e) 102° =1 (mod11)



