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Tizedik hazi feladat az el6addsra
Hanyféleképpen lehet kiszinezni az X-pentomindt n szinnel, ha a forgatdssal vagy
tiikrozéssel egymasba vihetd szinezéseket nem tekintjiik kiilonb6zének? (Lehet

n > 5 is, mert nem kotelezé az Gsszes szint felhasznalni.) Példaul az aldbbi harom
szinezés egyformanak szamit

= 4 9

de a kovetkezé szinezések mar kiildnbdznek a fentiektél (és egymdstdl is):
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Kitekintés: Pdlya—Redfield-mddszer




Az Osszes szinezés

Legyen Sz az 6sszes szinezések halmaza. Nyilvan |Sz| = n°. Példdul n = 2 esetén:
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A szinezések osztdlyozasa

Legyen Sz az 6sszes szinezések halmaza. Nyilvan |Sz| = n°. Példdul n = 2 esetén:




Piros szamok

Legyen Sz az 6sszes szinezések halmaza. Nyilvan |Sz| = n°. Példdul n = 2 esetén:
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Szinezés szimmetria erejéig

Legyen Sz az Gsszes szinezések halmaza, és definidljuk Sz-en az alabbi
ekvivalenciarelciét:

sz1 ~ szp <= dg € Dy: sz1 g = sz.

Feladatunk az ekvivalenciaosztélyok (palyak) szdmanak meghatarozasa.
Mivel minden ekvivalenciaosztalyon beliil 1 a piros szdmok Osszege,

Sz| /~ =) piros szdmok
Sz



Csoportelmélet!

at as

N\ Stabilizator:  {id, at} < Dj.

id “ azt A

EE. EE. Mellékosztalyok:  {id, at},
ast {a.t},
al |t \ {a® 2%t}
az {a3, 2%t}

Egy rogzitett sz € Sz szinezést a sajat ekvivalenciaosztalydnak minden tagjdba
ugyanannyi Ds-beli elem visz el, (mert sz g1 = sz g» akkor és csak akkor, ha

g1 és go ugyanabba a jobb oldali mellékosztalyba tartoznak sz stabilizatora szerint).
Tehat egy sz szinezéshez irt piros szam nem mds, mint a stabilizatora indexének

reciproka:

Dy : =
g € Da : szg = sz} =P (szg = sz).
| D4




Valészinliségszamitas!

S2] / ~

Z piros szamok
Sz

Y P(szg=sz)

Sz

E (g fixpontjainak szdma)

atlagos fixpontszam

1
D] -Y " (g fixpontjainak szdma)
Dy



Kombinatorika!

Tetszbleges sz € Sz és g € Dy esetén sz g = sz akkor és csak akkor teljesiil,

ha egysziniiek azok a négyzetek, amelyek egymdasba mennek a g transzformacié
végrehajtdsa sordn. Ha g-nek, mint az 6t kis négyzet permutaciéjanak, c ciklusa
van, akkor az ilyen szinezések szdma n°®.

Dy eleme S5 eleme ¢ fixpontok szdma (Sz-ben)
id 1)(2)B3)4)(5B) 5 n°
- a (1254) (3) 2 n?
1 a2 (15) (24) (3) 3 n
2]3]4] 2 ws)E) 2 2
5 t (1)(24)(3)(5) 4 n*
o at (14) (25) (3) 3 n3
a’t (15) (2) (3) (4) 4 n’
adt (12) (3) (45) 3 n3

|Sz| / ~ = 4tlagos fixpontszdm = % - (n® +2n* + 3n% + 2n%)



Pélya—Redfield-mddszer

Legyen G < Sp egy permutdciécsoport. Tetszdleges g € G esetén jellje ¢ (g)
a g permutdcié ciklusainak szdmat (beleértve az egy hossziisagd ciklusokat is).
Az
f= Zxc(g) € Z|[x]
geG

polinomot a G csoport ciklusszdmlalé polinomjanak nevezziik (majdnem).

Tétel (John Howard Redfield, 1927 és Pdlya Gydrgy, 1937).

Az A halmaz n szinnel tdrténd szinezéseinek szdma ,,modulo G" éppen f (n).

Példa.
Lattuk, hogy a kocka forgascsoportja 24-elemii. Ha a forgatdsokat, mint a lapok
permutdcidit tekintjiik (azaz Sp részcsoportjaként), akkor a ciklusszamlalé polinom:

1
= (x® 4+ 3x" + 12 4+ 8x7).
24

Tehat a kocka lapjait ennyiféleképpen lehet x szinnel kiszinezni, ha a forgatdsokkal
egymasba vihet6 szinezéseket nem tekintjiik kiildnboz6nek.



Az Euler-féle ¢ fliggvény

Leonhard Euler
(1707, Bézel — 1783, Szentpétervir)



Euler—Fermat-tétel

5.5. Tétel (Euler—-Fermat-tétel).
Ha az a egész szdm relativ prim az m modulushoz, akkor a?(™ =1 (mod m).
Bizonyitas.

Alkalmazzuk Lagrange tételét (pontosabban a 4.57. Kévetkezmény harmadik
allitdsat) a Z}, csoportra.

5.6. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel).

Ha p primszém és a nem oszthaté p-vel, akkor a?~1 =1 (mod p).
Bizonyitas.

Ha p prim, akkor ¢ (p) = p— 1.

5.7. Kovetkezmény.

Ha a € Z relativ prim az m modulushoz és k, ¢/ € Z, akkor

k=1{ (modg(m)) = a*=a' (modm).
Bizonyitas.

Ha k=/¢ (mod ¢ (m)), akkor 3t € Z: k =+t - ¢ (m), és igy
ak = alrrelm = 5t (32(m)F = 3¢ .19 = 3 (mod m) .



Hazi feladat a gyakorlatra

37. feladat. Szdmitsa ki az aldbbi hatvanyok maradékait a megadott modulusra
nézve.

(a) 20142014 =? (mod7) 201429 =5% =2 (mod7)
(b) 27199 =? (mod40) 27'%° =271 =3 (mod40)
(c) 44477018 =2 (mod 44)

(d) 3034939 =? (mod 100)

(e) 2019%01° =? (mod11)



Kitekintés: titkosirasok




Nyilvanos kulcsu titkosirdsok

Egy i iizenetet titkositunk a T titkositoéfiiggvénnyel.

> nyilvdnos rész: T és T (i)
> titkos rész: T—1 (és persze i)
Olyan T fiiggvényt kell valasztani, amelynek az inverzét nehéz kiszdmitani.

Otlet: konnyli 6sszeszorozni két nagy (prim)szamot, de nehéz (prim)tényezdkre
bontani a szorzatot. (Jevons, 1874)

Konkrét megvalésitas: RSA (Cocks, 1973, és Rivest-Shamir-Adleman, 1977)



Az RSA-eljaras

Legyen m = pq, ahol p és g nagy primszamok, és legyenek e, d olyan természetes
szamok, hogy ed =1 (mod ¢ (m)). Ekkor az aldbbi két fiiggvény egymds inverze:

T:Zm— Zm X — X

T Y Zm— Zm X %9,

Valéban, ha x 1. m, akkor az Euler—Fermat-tétel szerint x kitevdje csak modulo
@ (m) ,szdmit", azaz

(x?)e = (x6)4 = x* = x! (mod m).
(HF: és ha x nem relativ prim m-hez?)

Ha ismert p és g, akkor ¢ (m) = (p — 1) (g — 1) kdnnyen kiszdmithaté, és adott e
kitev6hoz kdnnyen lehet megfelelé d pért taldlni (hogyan?).

Ha viszont csak m és e (azaz a T fiiggvény) ismert, akkor nehéz(??) kiszamolni a
d kitevét (azaz a T~! fiiggvényt).



Az RSA-eljaras

Alice és Bob szeretne egymassal iizenetet véltani. Alice valaszt pa, ga nagy
primeket és ea, da kitevéket lgy, hogy ea-da =1 (mod ¢ (pa-qa)).

> nyilvanos rész: ma = paga modulus, eaq nyilvanos kitevo
> titkos rész: pa, ga primek, da titkos kitevo

Ha Bob az i iizenetet akarja kiildeni Alice-nek (tfh. 1 <i< my), akkor az €A
hatvany modulo ms maradékat kiildi el, és azt Alice dekddolja a titkos kitevéjével:
()% =it (mod mpy).

Bob (és mindenki, aki részt akar venni a kommunikdciéban), szintén generdl
magdnak pg, gg primeket és eg, dg kitevSket, és kozli Alice-szel (vagy akar az
egész vildggal) az mg = pggp modulust és eg nyilvdnos kitevét.

Ha Alice (vagy béarki mas) tizenni akar Bobnak, akkor azt az 8 mod mg

titkositdssal kédolja, amit csak Bob tud dekédolni (remélhetéleg).

Mindez hasznalhaté az iizenet kiild8jének azonositdsira (hiteles aldirds),
sOt telefonon keresztiil torténd pénzfeldobdsra is!



Rend, primitiv gyok, index
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Primitiv gyok

5.8. Definicid.

Legyen a € Z relativ prim az m modulushoz. Ekkor az a szdm modulo m rendjén
az 3 € Z}, maradékosztaly rendjét értjiik (a Z}, multiplikativ csoportban).
Jeldlés: o (a).

5.9. Allitas.

Tetsz6leges a € Z és m > 2 természetes szam esetén a L m = on, (a) | ¢ (m).
5.10. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a g egész szdm primitiv gyék modulo m, ha rendje éppen ¢ (m).
5.11. Allitas.

A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az sszes mod m
redukalt maradékosztaly megkaphaté g hatvanyaként.

Bizonyitas.
Mint a 4.39. Tétel bizonyitdséban: [g] C Zj,, ezért a két halmaz akkor és csak

akkor egyezik meg, ha ugyanannyi elemiik van:

gl =27, < |lgll = Znl < om(g) =¢(m). H



Hazi feladat a gyakorlatra

38. feladat. Keressen primitiv gyokst az m modulusra nézve.

(a) m=26 7,11,15,19

(b) m=35

Nincs, mert a L 35 esetén
a?®) = a* =1 (mod5) és a?") = 2% =1 (mod7),
és ebbdl az kdvetkezik, hogy a'? =1 (mod 35), azaz
om(a) <12< @ (35)=¢(5)-¢(7)=4-6=24
(c) m=17
(d) m=22

(e) m=19



Index

5.12. Tétel.

Akkor és csak akkor létezik primitiv gydk az m modulushoz (vagyis a Z}, csoport
akkor és csak akkor ciklikus), ha m = 2, 4, p*, 2p®, ahol p pératlan primszdm és
« € IN. Ezekben az esetekben a mod m primitiv gyokdk széma ¢ (¢ (m)).

5.13. Definicié.

Tegyiik fel, hogy g primitiv gyok az m modulushoz. Az a egész szdm indexén

(az m modulusra és a g primitiv gyokre nézve) olyan i kitevt értiink, amelyre
g =a (modm). Jelslés: indg a (a modulus tobbnyire vildgos a sz6vegkornye-
zetbdl).

5.14. Megjegyzés.

Vilagos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor indg a nem értelmezett

(ugyanis g’ mindig relativ prim m-hez).

Ha viszont a és m relativ prim, akkor az 5.11. Allitas szerint a el&4ll g hatvanyaként
modulo m, tehat ekkor indg a értelmezett.

A 4.33. Allitasbdl kévetkezik, hogy az index modulo @ (m) egyértelmiien
meghatdrozott.



Index

5.15. Tétel.
Legyen g primitiv gydk modulo m, legyen k tetszOleges egész szam, a és b pedig
relativ primek m-hez. Ekkor érvényesek az aldbbi azonossagok:

(1) indg 1=0 (mod g (m));

(2) indg (ab) = indg a+indg b (mod ¢ (m))
(3) indg a* = k-indg a (mod g (m));

(4) indg (ab™?!) =indga—indg b (mod @ (m)).

Bizonyitas.

Hasonl6 a logaritmus azonossdgaihoz. Csak (4)-et bizonyitjuk, a tobbi HF.
Legyen i = indg a és j = indg b, ekkor a =g’ (modm) és b= g/ (mod m).
Ebbd| kovetkezik, hogy g’/ = g’ - (gf)_l =a-b"! (modm).

Az index definiciéja szerint ez azt jelenti, hogy a- b1 indexe i — j.



Hazi feladat a gyakorlatra

39. feladat. Készitsen indextdblizatot, és oldja meg a segitségével a kongruencit.

(a) x> =8 (mod13)
indextablazat a g = 2 primitiv gyokhoz:

a | 1|23 |4|5|6|7 |8]9]|10] 11|12
indga |0 |1|4|2]9|5|11|3|8|10| 7| 6

A kongruencia megolddsai: x =7,8,11 (mod13).

(b) 11x® =5 (mod13)
Nincs megoldasa.

(c) 3x* =4 (mod11)
(d) 5x® =3 (mod11)

(e) 10x> =1 (mod11)



Hatvanymaradékok

5.16. Definicié.

Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvanymaradék modulo m, ha az
x" = a (mod m) kongruencidnak van megolddsa.

5.17. Tétel.

Legyen g primitiv gydk modulo m, és legyen a relativ prim m-hez. Ekkor a
pontosan akkor n-edik hatvdnymaradék modulo m, ha Inko (n, ¢ (m)) | indg a.

Bizonyitas.
Az x" = a (mod m) kongruencia megoldasat kereshetjiik x = g’ alakban (miért?):

n

x"=a (modm) <= g" =g"%? (modm) <= n-i=indga (mode(m)).

Ez utébbi egy linedris kongruencia (az i ismeretlenre nézve), amelynek akkor és
csak akkor van megoldasa, ha Inko (n, ¢ (m)) | indg a. O



Négyzetes maradékok, Legendre-szimbdlum

Adrien-Marie Legendre
(1752, Parizs — 1833, Pdrizs)



Legendre-szimbdlum

5.18. Definicié.

Az a egész szdmot négyzetes maradéknak nevezziik modulo m, ha az

x2=a (mod m) kongruencidnak van megolddsa. Ellenkezd esetben azt mondjuk,
hogy a négyzetes nemmaradék modulo m.

5.19. Tétel.

Legyen p paratlan primszam és g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z pontosan
akkor négyzetes maradék modulo p, ha p | a vagy indg a paros.

Bizonyitas.

Ha p | a, akkor a= 0% (modp). Ha pta, akkor p L a, és igy az 5.17. Tétel

szerint a akkor és csak akkor négyzetes maradék modulo p, ha indg a-nak osztdja
Inko (2,9 (p)) =Inko(2,p—1)=2. O

5.20. Definicié.

Tetszoleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthatd a egész szam esetén
értelmezziik az (%) Legendre-szimbdlumot a kovetkezbképpen:

a\y _ 1, ha a négyzetes maradék mod p;
p) | —1, ha anégyzetes nemmaradék mod p.



Euler-kritérium

5.21. Tétel (Euler-kritérium).

Ha p pératlan primszam és p { a, akkor

Bizonyitas.

Legyen g primitiv gyok modulo p, és szamitsuk ki az x := ngfl hatvanyt modulo p.
Tudjuk, hogy x> = gP~ 1 =1 (mod p) (miért?), igy p | x> =1 = (x — 1) (x + 1).
Mivel p prim, p | x —1 vagy p | x + 1. Az els esetben x =1 (mod p), ami azt
jelenti, hogy op (g) < pT_l, de ez ellentmondds (miért?). Tehat csak a masodik
eset lehetséges, azaz x = —1 (mod p).

p—1

Ennek alapjan ki tudjuk szdmitani a 2 értékét modulo p:

p—1

2P = (ginda)’%l = (g°7°)™2 = (“1)™? (modp).

Az utdébbi hatvany aszerint lesz 1 vagy —1, hogy ind a paros-e vagy paratlan,
vagyis, hogy a négyzetes maradék-e modulo p vagy sem (ldsd az 5.19. Tételt). [J



A Legendre-szimbdélum alaptulajdonsagai

5.22. Tétel.

Tetszbleges p paratlan primszdm és p-vel nem oszthatd a, b egész szamok esetén
teljesiilnek az aldbbiak:

= a\ _ (by.
(1) a=b (modp) = (p) = (p),

(2) () =@
Bizonyitas.

Az elsé allitas trividlis, mert a = b esetén az x
ekvivalensek. A mdésodik allitds bizonyitasanak kulcsa az Euler-kritérium:

() 242 () () .

Mindkét oldalon 1 vagy —1 4ll, és 1 # —1 (mod p) (miért?), ezért a két oldal

egyenlé egymassal.

2 = a és x> = b kongruenciak



Kvadratikus reciprocitds

5.23. Tétel.

TetszlOleges p paratlan primszam esetén

5.24. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel).

Tetszoleges p, g kiilonb6z6 paratlan primszamok esetén
(2)(3) - o=
q/\p
5.25. Tétel.

Tetszbleges p paratlan primszamra

2 P21 1, hap
(p>_(_1) 8 _{—L ha p

(mod4);

-1 :(_1>P74: 1, hap=1
p —1, hap=3 (mod4).

(mod8);
(mod38).



Eljaras a Legendre-szimbdlum kiszamitasara
RE=E=0* 6 =0 -
B0 =)= @) - -
()™ ()G = () = (0@ = () @)
@0 -

modulo nevezd redukaljuk (5.22/(1)) —  szétszedjiik (5.22/(2))

0
12

T 1

fejredllitjuk (5.24) +—  kiszamoljuk (5.23, 5.25)
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