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Hazi feladat a gyakorlatra

10. feladat. Déntse el, hogy igazak-e az aldbbi &llitdsok. A valaszt minden
esetben indokolni kell!

(a)

"o

Létezik olyan gylirli, ami egységelemes, de nem kommutativ és nem
zérusosztomentes.
Igaz, pl. R?*?.

Létezik olyan integritastartomdny, amelyben pontosan tizenhat egység van.

lgaz, pl. Zi7.
Az egységek minden gyliriben csoportot alkotnak az dsszeadds miiveletével.

Létezik olyan gylir(i, ami kommutativ és egységelemes, de nem
integritastartomany.

Létezik olyan integritdstartomany, amelyben csak véges sok egység van.



A polinom definiciéja

2.18. Definicid.

Az R integritastartomany feletti polinomnak olyan R-beli elemekbdl képezett
(a0, a1, - . .) végtelen sorozatot neveziink, amely csak véges sok nullatdl kiilonbszé

tagot tartalmaz. Az a; elemeket a polinom egyiitthatdinak nevezziik. Az R feletti
polinomok halmazat R [x] jel6li.

2.19. Definicid.

» Az f = (ag, a1, ...) polinom fokszdman a legnagyobb olyan n nemnegativ egész
szadmot értjiik, amelyre a, # 0. Ha nincs ilyen n, azaz ha f = (0,0, ...), akkor
azt mondjuk, hogy f fokszdma —oo. Az f polinom fokszamat deg f jeldli.

» Ha f fokszdma kisebb, mint 1 (azaz 0 vagy —c0), akkor f-et konstans
polinomnak nevezziik.

Ha f foka n > 0, akkor az a, € R elemet f féegyiitthatdjanak hivjuk.

Az olyan polinomot, amelynek féegyiitthatéja 1, fépolinomnak nevezziik.



Miveletek polinomokkal

2.20. Definicid.

Az f = (ag, a1,...) és g = (bo, b1, ...) polinomok dsszegét és szorzatat az alabbi
képletekkel értelmezziik:

f+g=1(c,c1,...), ahol ¢, = a, + bp;
n
f-g=(do,d1,...), ahol dn =) a;-bp_j.
i=0
2.21. Allitas.
Tetszbleges f, g € R [x] polinomokra

deg (f +g) < max(degf,degg) és deg(fg)=degf +degg.

2.22. Tétel.

A fent definidlt 8sszeaddssal és szorzdssal R [x] integritdstartomdny.

2.23. Definicid.

Az R [x] gylriit az R feletti egyhatdrozatlant polinomok gytiriijének, roviden R
feletti polinomgyiiriinek nevezziik.



Az alapgylirli bedgyazasa

2.24. Allités.
Minden a, b € R esetén

(2,0,0,...) + (b,0,0,...) = (a+b,0,0,...);
(2,0,0,...) - (b,0,0,...) = (ab,0,0,...).

Jelolés.
Tetszlleges a € R esetén az (a,0,0, .. ) polinom helyett egyszerlien a-t irunk, és
nem is kiildnboztetjiik meg az a gyiiriielemtél. (Ugy tekintjiik, hogy R C R [x].)
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Kanonikus alak

2.24. Allités.
Minden a, b € R esetén

(3,0,0,...)+ (b,0,0,...) = (a+b,0,0,...);
(3,0,0,...)-(b,0,0,...) = (ab,0,0,...).

Jelolés.

Tetszlleges a € R esetén az (a,0,0, .. ) polinom helyett egyszerlien a-t irunk, és
nem is kiildnboztetjiik meg az a gyiiriielemtél. (Ugy tekintjiik, hogy R C R [x].)
A (0,1,0,...) polinomot pedig x jeldli a tovabbiakban.

2.25. Tétel.

Minden nemzéré polinom el83ll ag + ajx + - - - + apx™ (a, # 0) alakban, és ez az
eldllitds egyértelmii. Ha f = (ap, a1,...) egy n-edfoki polinom, akkor

f=1(ap, a1,..., ap,0,0,...) =ap+aix+ -+ anx".



A polinomgylirii egységei

Jelolés.

A polinomokat ezentdl ax” + - -+ + a;x + ag vagy ) i—g ajx" alakban frjuk fel.
Egy ilyen felirasnal legtobbszor hallgatélagosan feltessziik, hogy a, # 0 (azaz a
polinom n-edfokd), valamint hogy ap+1 = apt2 = ... =0.

Az x szimbdlum neve: hatdrozatlan. A hatdrozatlant barmilyen mas beti is
jeldlheti, ilyenkor az R [x] jel6lés is megfeleléen médosul. (Péld4ul ha a
hatdrozatlan y, akkor a polinomgylirii R [y].)

2.26. Allitas.
Az R [x] polinomgyiiriiben az egységek pontosan azok a konstans polinomok,
amelyek (mint R-beli elemek) egységek R-ben. Formalisan: R[x]* = R*.



Polinom és polinomfiiggvény

Az f = apx" 4+ -- -+ a1x + ap € T [x]_polinomhoztermészetes médon tartozik egy
f: T —(T, c— apc” + -+ ara+'ag

fiiggvény (az f-hez tartozé polinomfiiggvény). Ez azonban NEM azonos-az f
polinommal! A polinom egy formalis kifejezés (avagy egyiitthatok sorozata), mig a
polinomfiiggvény egy leképezés a'I halmazon:

Példa.

Tekintsiik Z felett az f = x és g = x2016 polinomokat. Ez nyilvan két kiilonboz6
polinom (még a fokszdmuk is kiildnbdzik), de ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik
hozzajuk:

f: {0,1} - {0,1}, 0~0, I—1

g: {01} = {01}, 00" 1T


SZTE
NEM ÖSSZEKEVERNI!


3. Test feletti egyhatdrozatlani polinomok




A polinomok szamelmélete
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Oszthatdsag test feletti polinomok korében

3.1. Definicid.

Az f € T [x] polinom osztdja a g € T [x] polinomnak (jeldlés: f | g),
ha létezik olyan h € T [x] polinom, amelyre g = fh.

Tétel.
Tetszbleges f, g, h € T [x] polinomokra érvényesek az aldbbiak:

(1) fIf;
(2) (flgésg|h) = f|h
(3) 1]f;

(4) f1]0;
(5)

5) (f|gésf|h) = f|g+h



Oszthatdsag az egész szamok korében

Definicié.
Az a egész szdm osztdja a b egész szdmnak (jeldlés: a | b),
ha létezik olyan ¢ € Z egész szam, amelyre b = ac.

Tétel.
Tetszbleges a, b, ¢ egész szamokra érvényesek az aldbbiak:

(1) ala;

(a|bésb|c) = alc;
1

(a|bésalc) = alb+ec.



Negyedik hazi feladat az el6addsra

Legyen R egy tetszOleges integritdstartomany. Definidljuk az oszthatdsagi relaciot
R-en a kdvetkezéképpen: a|b <= Jc€ R: b= ac.

Bizonyitsa be, hogy az oszthatdsagi relacié rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
) Ya€ R:a|a;

(1

(2) Va,b,c € R: (a|bésb|c) = a]c;
(3) Vae R: 1| a;

(4) YVae R:a|0;

(5) Ya,b,c € R: (a|bésalc) = a|b+ec.

Mindig mutasson ra, hogy az integritastartomany definiciéjanak pontosan melyik
részét hasznalja éppen.

> bekiildendé emailben: twaldha@math.u-szeged.hu
> pdf f4jl legyen (lehet szkennelt is)

> féjlnév: EHA-eahf4.pdf (példdul WATHAAS-eahf4.pdf)

> hatarid6: oktéber 12, reggel 8 6ra



Asszocidltsag

3.2. Definicié.
Az f és g polinomok asszocidltak (jelélés: f ~ g), ha f|gésg|f.

3.3. Tétel.
A T [x] polinomgyliriin az oszthatdsig reflexiv és tranzitiv relacid,
tovabba tetszdleges f, g € T [x] polinomokra

(1) f~g <= Jce T\{0}:g=cf;
(2) flgésg #0 — degf < degg.

3.4. Tétel.

Az asszocisltsag ekvivalenciareldcié T [x]-en. A nulla osztdlyat kivéve minden
asszocialtsagi osztaly tartalmaz pontosan egy fépolinomot.



Az oszthatdsdg szerinti részbenrendezés

Megjegyzés.
Asszociélt polinomokat nem érdemes (sét nem is lehet) megkiilonbdztetni, ha csak
az oszthatdsagot vizsgaljuk.

Ha az oszthatdsagi relaciét az asszocidltsagi osztalyok halmazan értelmezziik, akkor
mar nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz
részbenrendezés. A kapott (T [x] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme
1/ ~= T*, legnagyobb eleme 0/ ~ = {0}.

Mivel test feletti polinomgytir(i esetén minden asszocialtsagi osztaly (a nulldét
kivéve) pontosan egy fépolinomot tartalmaz, asszocidltsig erejéig mindig
dolgozhatunk fépolinomokkal.



Maradékos osztas

3.5. Tétel (a maradékos osztds tétele).

Ha f,g € T [x], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott
q és r € T [x] polinomok, amelyekre f = qg + r és degr < degg. Ebben a
maradékos osztasban f az osztandd, g az osztd, q a hanyados és r a maradék.

Példa.

Végezziink maradékos osztdst az aldbbi Z7 feletti polinomokon:

f=3x>45x* + 5x3 + 4x2 + 3x + 1, g =5x3+ x>+ 5x+ 1.

(§x5+§x4+§x3+1x2+§x+1) : (§x3+x2+§x+1) = 2x2 4 2x
3x% 4+ 2x* +3x3 +2x2

3x4 +2x3 +2x2+3x +1
3x4 + 2x3 +§x2 +2x

6X2+ x +1

A hanyados: g = 2x% + 2x; a maradék: 6x% 4 x 4 1.



Legnagyobb kozos osztd

3.6. Definicid.

A d € T [x] polinom legnagyobb kézés osztdja az f és g € T [x] polinomoknak, ha
teljesiil a kovetkezd két feltétel:

1.d|fésd|g;
2.Vke Tx]:(k|fésk|g) = k|d.

Hasonldéan definialhatd polinomok legkisebb k6zds tébbszérédse is.

Megjegyzés.

Természetesebbnek tiinhet a legnagyobb koz0s osztét a legmagasabb fokszam
kdzos osztoként definidlni. Ha d legnagyobb kdzds osztdja f-nek és g-nek a
3.6. Definici6 értelmében és d # 0, akkor d maximalis fokszdmd f és g kdzos
osztéi kozott. Valdban, ha k egy kdzds osztd, akkor k | d és igy deg k < deg d
(ldsd a 3.3. Tételbeli (2) tulajdonsidgot).



Euklideszi algoritmus

3.7. Tétel.

Barmely két f, g € T [x]| polinomnak létezik legnagyobb k6z8s osztéja és legkisebb
kodzos tobbszorose, és ezek asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatarozottak.

A legnagyobb k6z0s oszté kiszamithaté az euklideszi algoritmussal, és kifejezhet6 f
és g ,linedris kombinacidjaként™ Ju,v € T [x] : fu+ gv = Inko (f, g).

Példa.
Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet az R [x] polinomgyiiriiben:

f:X4+2X3+4x2—|—2x+3, g:X3+x2+x—3.

23 4?4 2x+3 = (X+1)'(X3+x2+x—3) + 2x244x+6
B+x?4+x—-3 = (x—1)- (x*+2x+3) + 0

Tehat Inko (f,g) ~ 2x% 4+ 4x + 6 ~ x? + 2x + 3.
Hab a tortan:

f = (x>+1) (x*+2x+3), gydkei: =i, —1£+/2i
g = (x—1)(x®+2x+3), gydkei: 1, —1+£+/2j



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa (folyt.).

Az euklideszi algoritmus témorebben Gsszefoglalva:

f

(x+1)-g + 2x%>+4x+6

g (x=1)-(x*+2x+3) + 0

Tehat Inko (f, g) ~ 2x? + 4x 4+ 6 ~ x? + 2x + 3.
Fejezziik ki a legnagyobb koz0s osztdt f és g segitségével:

1 1 1
x?42x+3 = (f(x+1)~g):2~f+(2x2>-g

N

Az egyenlet egy megolddsa: up = % v = —%x — %



Diofantoszi egyenlet polinomgyiiriiben

Példa.
Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet a Z7 [x] polinomgy(iriiben:

f=x546, g=x"+5x+1¢€Z7[x

f =x%-g + 23 +6x2+6

g (4x+2) - (2x*+6x>+6) + 2x>+2x+3
23+46x°+6 = (x+2)-(2x*+2x+3) + 0
Tehét Inko (f,g) ~ 2x? +2x +3 ~ x> + x + 5.

Fejezziik ki a legnagyobb kozos osztét f és g segitségével:
X4 x+5 =2 (2x242x+3) =4 (g— (&x+2)- (2x®+6x2+6))
=4 (g—(4x+2)- (f—x>-g))
= (5x+6) - f+ (23 +x*+14) - g
Az egyenlet egy megoldasa: ug = 5x+6, vy = 2x3 + x> +4.



Hazi feladat a gyakorlatra

11. feladat. Szamitsa ki az f és g polinomok legnagyobb k&zds osztéjat.

(a) f=x*+2x344x24+2x+3, g=X3+X2+X—3€]R[X]
Inko (f, g) ~ x> +2x +3

(b) F=x*+x3+x, g=x*+x*>+x € Zy[]
Inko (f, g) ~ x

(C) f:X4+2X3_X2_4X_2v g:x4—|—x3—x2—2x—2€R[X}
(d) F=x"+x3+2+3x =3, g =x"+ 3+ x> +3x —6 € Q[x]

(e) F=x*+x3+x>+1, g=x341¢€Z[x]



Hazi feladat a gyakorlatra

12. feladat. Oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet.

(a) F=x0+6, g=x*+5x+1€Z7[x]
Inko (f, g) ~x24+x+5 u=5x+6v=2x3+x2+14

(b) f:X8—3X+2. g:x6—X5—|—3X—2€]R[X]
Inko(f,g)~x3+x71,
u:%(—3x2+x—7), v:?’l—z(3x4+2x3+9X2+9X+9)

() F=x>+x+2, g=x*+2x2+2x+1€ Z3[x]
(d) F=x*+x+x+1, g =x>+2x> +2x+1 € Zs [x]

(&) F=x>+3x*+6x34+6x>+4x+1, g=x3+4x2+4x+3 € R[]
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