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Hazi feladat a gyakorlatra
4. feladat. Abrazolja a Gauss-féle szamsikon az aldbbi szamhalmazokat.
(a) {z eC:0<arg(zi) < g}

(b) {z€C: arg(z+2zi) =m}

eredmény: origd kezddpontd, a valds tengely pozitiv felével vy szoget bezard

nyilt félegyenes
(c) {ZE C: Z<arg(z) < —}
7 ==
(d) {ze C: arg(z) = 6}

(e) {z €C: arg (2?) = g}



Szamolas trigonometrikus alakban

1.21. Tétel (Moivre-képlet).

Barmely nemzéré z = rcis ¢ komplex szam és n € Z esetén
z" = r"cis (ng) .
Példa.
(cis )? = cis (2¢) = cos (2¢) + i - sin (2¢)
(cis )? = (cos ¢ + isin ¢)? = cos? ¢ —sin® @ + i - 2sin @ cos @

igy konnyii megjegyezni a cos (2¢) = cos? ¢ — sin’ @ és sin (2¢) = 2sin @ cos @
Osszefiiggéseket, sét hasonldé képletet levezethetiink ng szogfliggvényeire is.

Példa.
Szamitsuk ki a —1 4 i komplex szam 2422-edik hatvényat.

(=140 = <\@cis 3:[) = v2* s (2422- 3:[)

— 1211 ¢ (18167‘( 4 g) — 91211 (i (%) — pl211;

2422



Hazi feladat a gyakorlatra

5. feladat. Szamitsa ki a hatvanyokat trigonometrikus alakban, majd adja meg a
végeredményt kanonikus alakban is.

(2) (=140)** =2

242 T .
eredmény: /2 " cis 5 = 21211;

(f+ )1208 =?

4
eredmény: 21208 g ?71 = —pl207 _ 21207ﬁi
(c) (24 2/30)%%> =2
(d) (1+0)%% =2

(e) (—3—3v/3i)15%6 =2



A komplex szamsik szinezése

Im0-|




f(z) = zi + 1+ i szinképe

ImO-|




f(z) = 2% szinképe

Im0-|




f(z) = 23 szinképe

Im0-|




f(z) = z* szinképe

Im0-|




f(z) = z° szinképe

Im0-|




f(z) = z° szinképe

ImO-{




f(z) = z° szinképe

Im0-|




Gyokvonas

1.22. Definicié.
Tetszbleges n pozitiv egész szdm és z € C esetén azt mondjuk, hogy az u komplex
szam n-edik gydke z-nek, ha u" = z.

1.23. Tétel.
Minden nemnulla komplex szamnak pontosan n kiilonb6z6 n-edik gyoke van.
A z = rcis ¢ trigonometrikus alakban megadott komplex szdm n-edik gyokei:

2k
Uz = \ﬁC|s¢+ T (k=01,...,n—1).
Példa.
Vonjunk kbbgyékét i-bSIl A trigonometrikus alak i = 1-cis 7, tehat az
r=1, ¢ = 5 és n = 3 szereposztassal kell alkalmaznunk a fenti képletet.
Z+0m 3 1
k=0: ci523 :cis% = %—i—ii
42 5 3 1
k=1: cis 2 3 :as% —%Jrii
Z4+4m
k=2 cis2+ :C|s3—n = —i




Hazi feladat a gyakorlatra

6. feladat. Szamitsa ki a gydk osszes értékét trigonometrikus alakban, majd adja
meg a végeredményt kanonikus alakban is.

(a) Vi=?
1
eredmény: —i, =+ ? + ii

(b) v/ —1—+/3i =2
eredmény: + <\f + ﬁﬁ/) , £ <ﬁ\/§ ﬁ)

(c) V64 =2
(d) ¥/—16 =2

(&) ¥/B=



Egységgyokok

1.24. Definicié.

Az ¢ komplex szamot n-edik egységgydknek nevezziik, ha " = 1.

1.25. Allités.
Az n-edik egységgyokok a kovetkezok: €g, €1, ..., €n—1, ahol g = cis 2an
Ezzel a jelbléssel eg =1 és ¢ = s’{ minden k € {0, 1,....,n— 1} esetén.

1.26. Megjegyzés.

Az n-edik egységgyokok egy szabalyos n-szoget alkotnak a komplex szamsikon,
amelynek koriilirt kore az origd kdzéppontl egységkor, és egyik csticsa 1.
(Ez a két informdacié egyértelmiien meg is hatdrozza az n-szoget.)

Példa.
A harmadik egységgyokok:

gg=cis0=1, ¢ —cisz—ﬂ——1+£i € —cisﬂ——l—ﬁ
R T T T T



f(z) = z2 — 1 szinképe

Im0-|




f(z) = 23 — 1 szinképe

Im0-|




f(z) = z* — 1 szinképe

Im0-|




f(z) = z° — 1 szinképe

ImO-




f(z) = z° — 1 szinképe

Im0-|




Egységgyokok

1.27. Kovetkezmény.

Egy nemnulla komplex szdm Gsszes n-edik gyokét megkapjuk, ha egy rogzitett
n-edik gyokét megszorozzuk sorra az n-edik egységgyokokkel.
Tehat ha uj = z # 0, akkor a z komplex szam n-edik gyokei:

\"ﬁzquk (k=0,1,...,n—1).

Példa.
) 3/ . NS ) e .
Lattuk, hogy \ﬂ = —j, =+ - + 5/. A harom kobgyok koziil a , legszebb

up = —i (erre akdr szamolds nélkiil is ra is lehetett volna érezni).
Ebbol megkaphatjuk a tobbit a harmadik egységgydkok ismeretében.

—i-gg = —i-1 = —i
. . 1 V3, V3 1,
e =i (s g) = Gy
. . 1 V3, V3 o1
i =i (=) = =y



Utolsé tétel komplex szamokrdl

1.28. Tétel.
Ha n > 1, akkor az n-edik egységgyokok osszege 0.

Bizonyitas.
.27
Legyen ¢ = cis—. Ha n > 2, akkor ¢ # 1.
n
Ekkor az n-edik egységgyokok sszege
C1-e" 11

= = =0.
1—c¢ 1—c¢

co+e1+ert - Hep 1 =1+e4+e+---Fe"1




Masodik hazi feladat az eloadasra

Jelolje be a komplex egységkordn azokat a szdmokat, amelyeknek az argumentuma
nevezetes szog (Gsszesen 16 db szdm). Mindegyiknek irja fel a kanonikus és a
trigonometrikus alakjat, és hatarozza meg a legkisebb olyan n kitevét, amelyre
n-edik egységgyok.

> bekiildendé emailben: twaldha@math.u-szeged.hu

> pdf f4jl legyen (lehet szkennelt is)

> fajlnév: EHA-eahf2.pdf (példdul WATHAAS-eahf2.pdf)

> hatdridé: szeptember 28, reggel 8 dra



Kitekintés: harmad- és negyedfoki egyenletek




A masodfoku tag kiejtése

Allitas.

Az ay3 + by2 +cy+d=0 (a,bc,decC,a# O) harmadfoku egyenletbdl az
x=y+ 3% 0j ismeretlenre val6 attéréssel eltlinik a masodfoku tag, tehdt a
féegyiitthatéval valé leosztas utan

x*+px+q=0 (p,qgeC)

alakl egyenletet kapunk.



A foszereplok

Scipione del Ferro (1465-1526)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Ferro.html

A foszereplok

Niccolo Fontana Tartaglia (1500-1557)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Tartaglia.html

A foszereplok

Girolamo Cardano (1501-1576)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cardan.html

A foszereplok

Lodovico Ferrari (1522-1565)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferrari.html

A sztori

> Del Ferro megoldja a harmadfokd egyenlet bizonyos tipusait, de mddszerét
titokban tartja.

> 1526: haldlos agyan eldrulja a titkot tanitvanydnak, Fiornak, a jegyzetfiizetét
pedig vejére bizza.

> 1535: Fior és Tartaglia versenye.

» 1539: Cardano (nagy nehezen) kiszedi Tartaglidbdl a médszert:

,Eskiiszom Onnek az Ur Szent Evangéliumara, és nem csak egy igaz
ember szavat adom Onnek, hogy soha nem publikdlom az On felfedezését,
ha ram bizza, de igérem azt is, és legyen igaz keresztény lelkiismeretem az
On biztositéka, hogy oly médon titkositom, hogy haldlom utdn senki sem
tudja majd elolvasni a feljegyzetteket. Ha On tgy gondolja, hogy megér-
demlem a bizalmat, akkor tegye meg nekem ezt a szivességet, ha pedig
nem, akkor fejezziik be ezt a beszélgetést.”



A sztori

» 1539: Cardano tovabb vizsgalja a harmadfoki egyenleteket, felfedezi a casus
irreduciblist.

> 1540: Ferrari megoldja a negyedfoku egyenletet, de nem publikdlhatja Cardano
fogadalma miatt.

> 1543: Cardano és Ferrari Bolognaba utazik, és del Ferro veje megmutatja nekik
a jegyzetfiizetet.

» 1545: Cardano kiadja Ars Magna cimii miivét, benne a harmadfoku egyenlet
megoldasdval, hivatkozva del Ferro és Tartaglia munkdjara. Tartaglia kiakad.

(54+/—15) (5—/—15) = 25— (—15) = 40

> 1548: Ferrari és Tartaglia levelezése. Tartaglia nem akar Ferrarival megkiizdeni,
Cardano pedig Tartaglidval nem akar.

> 1548: Tartaglia egy jé allds reményében mégis elfogadja Ferrari kihivasat, de
alulmarad, és az éj leple alatt megszokik.



Tartaglia verse

When the cube and things together

Are equal to some discreet number, ............. .. X
Find two other numbers differing in thisone........................... Uu-Vv-=
Then you will keep this as a habit

That their product should always be equal

Exactly to the cube of a third of the things........................... uv = (%)3
The remainder then as a general rule

Of their cube roots subtracted

Will be equal to your principal thing.............................. x=vU—-vJV
In the second of these acts,

When the cube remains alone, ............... ... ... ... ......... x3=px+gq
You will observe these other agreements:

You will at once divide the number into two parts..................... U+V =g
So that the one times the other produces clearly

The cube of the third of the things exactly............................ uv = (%)3

Then of these two parts, as a habitual rule,
You will take the cube roots added together,
And this sum will be your thought.............. .. ... ... ... ... x=vVU+VV



Tartaglia verse (folyt.)

The third of these calculations of ours...............................
Is solved with the second if you take good care,

As in their nature they are almost matched.

These things | found, and not with sluggish steps,

In the year one thousand five hundred, four and thirty.

With foundations strong and sturdy

In the city girdled by the sea.



A Cardano-képlet

Tétel.
Az x3+px+q=0 (p, g € C) harmadfoki egyenlet minden megoldasa
megkaphaté a Cardano-képlet segitségével:

A képlet kilenc szamot is adhat, de ezek koziil természetesen legfeljebb harom lehet

megoldasa az egyenletnek, nevezetesen azok, ahol a két kobgyok szorzata —g.

Ha u és v a két kobgyok egy-egy ilyen értéke, akkor az x3 + px + g polinom harom
gyoke (multiplicitassal):
u—+ v, ue—+ ve, ue—+ ve,

ahol ¢ primitiv harmadik egységgyok.



Pozitiv szdm a gyok alatt

Példa.
Oldjuk meg az x> + 6x = 20 egyenletet.

Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = 6, g = —20), ezt kapjuk:

V10+6v3 + 1/10 —61/3.
u v

A két kdbgydk harom-hdrom értéke (figyelni kell a parbaillitasra: u;v; = — 2):

u=v10+6vV3 w=vV10+6V3-¢ u3=V10+6v3 %
=v10-6V/3 ww=v10-6V3F v;=v10—6V3¢

Tehat az egyenlet megoldasai:

a1 = vV10+6v3 + v10—6v3 =

ap = —143j

N

a3 =—1-—3/



Negativ szam a gyodk alatt (casus irreducibilis)

Példa.
Oldjuk meg az x3 = 15x + 4 egyenletet.

Behelyettesitve a Cardano-képletebe (p = —15, g = —4), ezt kapjuk:

2+ v—121 + y/2—+/—121.

u v

A /2 + 11i kébgydkvonast elvégezni bajos! Vegyiik észre, hogy (2 +i)> = 2+ 11i!
Tehat az egyenlet megoldasai:
a1 =02+N+2—-i)=4
wy=02+Ne+(2—i)e=-2-+3
w3=0+NE+(2—i)e=—-2+3



A valds egyiitthatés harmadfoku egyenlet

Tétel.
A valés egyiitthatés x> + px + g harmadfoki polinom valds, illetve nemvalés

gydkeinek szama a (%)2 + (%)3 szam eldjelétdl fiigg az alabbi médon:

> ha (g)2 + (%)3 > 0, akkor egy valds és két nemvalds konjugélt

komplex gyok van;

> ha (£)?+ (2)® = 0, akkor minden gydk valés, és kéziiliik (legaldbb)
kett6 egybeesik;

> ha (%)2 + (%)3 < 0, akkor harom kiilénb6z6 valds gydk van
(ezt az esetet nevezziik casus irreducibilisnek).



A diszkriminans

Definicid.
AD= —108((%)2 + (%)3> szamot nevezziik az x3 4 px + g polinom
diszkriminansanak.
Megjegyzés
Meg lehet mutatni, hogy a diszkrimindns nem mds, mint
(a1 — w2)? - (2 — 3)? - (a3 — 1),

ahol a1, ap, a3 a polinom komplex gyodkei. Valdjdban ez a diszkrimindns definicidja.
Hasonldan lehet definidlni tetszéleges fokszamu polinom diszkrimindnsat is: az
f=(x—wa1) - (x—ap) polinom diszkrimininsa

[T (ai—ap)®

1<i<j<n



TILOS MEGTANULNI!

Definicié.
Az x* + ax3 4 bx? + cx + d = 0 negyedfoki egyenlet kubikus rezolvensének az

(aa—c)2—4(a42+2zx—b) (a2 —d) =0

egyenletet nevezziik (ami az « ismeretlenre nézve harmadfoku egyenlet).



Ferrari modszere

Tétel.
Legyen f = x* + ax® + bx? + cx +d € C [x], és legyen & megolddsa az f (x) =0
negyedfok( egyenlet kubikus rezolvensének. Ekkor az

2
(2—|—20c—b)x2+(azx—c)x+(zx2—d)

masodfokd polinom teljes négyzet, azaz valamely h € C [x]| legfeljebb elséfokd
polinom négyzete. A g = x> + 3x + a jelolést haszndlva

f=g"—h =(g+h(g—h),

vagyis f két masodfokd polinom szorzatdra bomlik, és igy gyokei a masodfokd
egyenlet megolddképletével meghatdrozhatdk.



Az altaldanos harmadfokul egyenlet

Az x3 + ax? 4 bx + ¢ = 0 harmadfok egyenlet megoldéképlete:

a 3/ —2a%+9ab—27c+ /(233 —9ab+27c)2 +4(—a% +3b)3
*= 73T 54 *

—2a3 +9ab — 27c — /(223 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a2 + 3b)3

3

54

&

Forras: http://planetmath.org/encyclopedia/CubicFormula.html



Az altaldnos negyedfoku egyenlet

Az x* 4 ax3 + bx? 4 cx + d = 0 negyedfoki egyenlet megoldéképlete:

Forrds: http://planetmath.org/encyclopedia/QuarticFormula.html
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