Algebra és szamelmélet eloadas

Waldhauser Tamas
2016. szeptember 8.



Tematika

Komplex szamok, kanonikus és trigonometrikus alak. Moivre-képlet, gydkvonads,
egységgyokok, egységgyok rendje, primitiv egységgyokok. Harmad- és negyedfoki egyenletek,
az algebra alaptétele (ismertetés). Teljes és redukalt maradékrendszerek, az Euler-féle fi
fuggvény, Euler—Fermat-tétel, rend modulo m, primitiv gyckok, index. Négyzetes maradékok,
Legendre-szimbdlum. Titkosirasok, nevezetes szimelméleti problémdk (ismertetés). A gyiir(,
az integritdstartomdny és a test fogalma, nevezetes példdk (szdmgyiiriik és szdmtestek,
maradékosztély-gyiirlik és maradékosztalytestek, matrixgyiirlik). A polinom fogalma, test
feletti polinomgy(iri. Oszthatdsag, maradékos osztas, Inko és Ikkt, euklideszi algoritmus,
kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet, kongruencia, maradékosztalyok,
maradékosztdly-gyiirii, linedris kongruencia, multiplikativ inverz mod f. Polinom és
polinomfiiggvény, Lagrange-interpoldcid, polinomok (tobbszords) gydkei, Bézout tétele,
(iteralt) Horner-mdédszer. Irreducibilis polinomok, egyértelmii irreducibilis faktorizacié.
Viete-formulak, irreducibilis faktorizacié a komplex, valds és racionalis szamtest folott,
Schénemann—Eisenstein-tétel, Rolle-tétel. Polinomgylirii faktorteste mint ,egyszerii algebrai
bovités", véges testek konstrukcidja. Derivalt, polinomok k&z0s, ill. tobbszords gyokei. Véges
halmaz permutdcidi, a szimmetrikus csoport. Ciklusfelbontds, hatvdnyozds, rend. El&éllitas
transzpozicidk szorzataként, paros és paratlan permutdcidk, az alterndlé csoport.
Permutécids jatékok (ismertetés). A csoport, mint absztrakt struktdra, mivelettsblizat,
izomorfia, izomorfizmus. Nevezetes példak: szdmok, (redukalt) maradékosztalyok,
permutdcidk, matrixok, transzformacidk csoportjai, linedris csoportok, diédercsoport,
kvaterniécsoport. Hatvanyozas, elem rendje, ciklikus csoport és részcsoportjai. Részcsoport,
generdlds. Mellékosztalyok, Lagrange tétele. Alkalmazds &sszeszamlalasi feladatokra
(ismertetés).
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nevezetes szogek szogfiiggvényei oda-vissza

csoport, gylirii és test fogalma, nevezetes példak

legnagyobb kozos oszté fogalma, kiszdmitdsa euklideszi algoritmussal
kétismeretlenes linedris diofantoszi egyenlet megoldasa euklideszi algoritmussal
a modulo m kongruenciarelacié fogalma és tulajdonsdgai

linedris kongruencia megoldasa euklideszi algoritmussal

szamolds Z ,-ben, kiilonos tekintettel a multiplikativ inverzre

polinomok maradékos osztasa

permutdcidkkal valé szdmolas, idegen ciklusokra valé felbontds

gondolkozni, kérdezni, kételkedni



Kovetelmények

1. Hazi feladatok gyakorlatra

hiromfokozatii értékelés: | @ [ | * |

2. Elektronikus tesztek

haromfokozatli értékelés: n-

3. Hazi feladatok el6addsra

haromfokozatli értékelés: n-

4. Szorgalmi feladatok gyakorlatra

négyfokozatii értékelés: | @ | IERESS

5. Dolgozatok a gyakorlaton

négyfokozati értékelés: ’ () ‘ ‘ * ‘**‘

6. Dolgozat az el6adason

négyfokozatii értékelés: | @ | IEREEE

7. Szdbeli vizsga

hiromfokozatii értékelés: | @ [ | & |



Kovetelmények

1. Hazi feladatok gyakorlatra

> rutinfeladatok
> ellendrizni, olvashatéan, szabatosan, igényesen leirni!
» hetente 3 feladatot kell beadni (legaldbb 10 alkalom lesz)
» feladatonként 2 pont, 6sszesen 60 pont
> értékelés:
0-39 - e
40-49 —
50-60 — %

2. Elektronikus tesztek

> rutinfeladatok
> http://www.math.u-szeged.hu/ hartm/practmath/mpract.html
» 12 feladat, (majdnem) korldtlan szdmu prébélkozasi lehetéség
> feladatonként 1 pont, mindegyiket 5-szor kell jéI megoldani, Gsszesen 60 pont
> értékelés:
0-39 - e
40—-49 —
50-60 — x


http://www.math.u-szeged.hu/~hartm/practmath/mpract.html

Kovetelmények

3. Hazi feladatok el6adésra
> bizonyitdsok, szdmitégépes kisérletek, 777
> ellendrizni, olvashatdan, szabatosan, igényesen leirni!
» emailben kell beadni (lehet szkenn is): twaldha@math.u-szeged.hu
» 8 feladat (legaldbb)
> feladatonként 2 pont, Gsszesen 16 pont
> értékelés:
0—7 - e
8§—-11 —
12-16 — *%

4. Szorgalmi feladatok gyakorlatra

» érdekesebb, szebb, nehezebb feladatok

> ellendrizni, olvashatdan, szabatosan, igényesen leirni!

> hetente 1 feladatot lehet irdsban beadni (legaldbb 10 alkalom lesz)

> feladatonként 2 pont, 6sszesen 20 pont

> értékelés:
0— 0 —
1- 5 —
6—-14 —
15—-20 —  *x%



Kovetelmények

5. Dolgozatok a gyakorlaton
> rutin- és nehezebb feladatok is
> hdrom dolgozat: oktéber 10, november 3, december 5
» egyiket lehet pétolni/javitani
> dolgozatonként 20 pont, dsszesen 60 pont
> értékelés:

0-23 —» e
24 —35 —

36 —47 — %
48 —60 —  *%x

6. Dolgozat az el6adason
» elméleti(bb) feladatok, egyszeriibb bizonyitdsok, 7?7
> egy dolgozat: december 8
> két javitdsi lehetOség a vizsgaidGszakban
> Osszesen 60 pont
> értékelés:

0—-23 —- e
24 —35 —

36 —47 — %
48 —60 —  *%x



Kovetelmények

7. Szébeli vizsga

> bizonyitani kell!
> érteni kell!
> értékelés:

—( = e
-) = %

A végsé osztdlyzatot a csillagok szdménak fele adja (felfelé kerekitve)



Kovetelmények

7. Szdbeli vizsga

> bizonyitani kell!

> érteni kell!

> értékelés:
—( = e
S N
-) = %

A végsé osztalyzatot a csillagok szdmdnak fele adja (felfelé kerekitve),
de a fekete lyuk mindent elnyel.



1. Komplex szdmok




Kanonikus alak, konjugalt, abszolut érték, komplex szamsik

rB'ejr'cn‘ional
Get real.



A komplex szamok definiciéja

1.1. Definicid.

A valés szamokbdl 4ll6 szamparokat komplex szamoknak nevezziik.
A komplex szamok halmazat C jeldli, tehdt C = R x R.

Az (a, b) és (c, d) komplex szdmok dsszegét és szorzatdt a kdvetkez8képpen
értelmezziik:

(a,b)+ (c,d)=(a+c, b+d);
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc) .



A komplex szamok teste

1.2. Tétel.
A komplex szamok testet alkotnak.
Bizonyitas.
A kovetkezbket kell(ene) ellendrizni:
. a muveletek értelmezettek a C = R x IR halmazon;
. az Osszeadds asszociativ;
. az 6sszeadas kommutativ;
. létezik additiv egységelem: (0, 0);

. minden elemnek Iétezik additiv inverze: (a, b) additiv inverze (—a, —b);

0
1
2
3
4
5. a szorzas asszociativ: egyszerii de hosszadalmas szamolds;
6. a szorzas kommutativ;

7. létezik multiplikativ egységelem: (1,0);

8. minden nemzéré elemnek létezik multiplikativ inverze: HF;
9. a szorzas disztributiv az dsszeaddsra:

(a,b) - ((c,d)+ (e, f))=--+ = (ac+ ae — bd — bf, ad + af + bc + be)
(a,b)-(c,d)+(a,b)-(e,f)=---= (ac — bd + ae — bf,ad + bc + af + be) [



Elso hazi feladat az eloadasra

Bizonyitsa be, hogy ha u = (a,b) € C és u # (0, 0), akkor létezik egy olyan
egyértelmilen meghatdrozott u* = (x, y) komplex szdm, amelyre u - v* = (1,0).

> szabatosan, igényesen, értelmes magyar mondatokban leirni

v

bekiildend6 emailben: twaldha®math.u-szeged.hu

v

pdf fajl legyen (lehet szkennelt is)

v

fajlnév: EHA-eahfl.pdf (példdul WATHAAS-eahfl.pdf)

> hatarid6: szeptember 21, reggel 8 dra



A valés szdmok bedgyazasa

1.3. Allitas.
Minden a, b € IR esetén

(a,0) + (b,0) = (a+ b,0) és (a,0)-(b,0) = (ab,0).

Jelolés.
Tetszbleges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t frunk, és
nem is kiilénbdztetjitk meg az a valds szdmtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.)
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Kanonikus alak

1.3. Allitas.
Minden a, b € IR esetén

(a,0) + (b,0) = (a+ b,0) és (a,0) - (b,0) = (ab,0).

Jelolés.

Tetszbleges a € R esetén az (a,0) komplex szdm helyett egyszeriien a-t irunk, és
nem is kiilénbdztetjilk meg az a valds szamtdl. (Ugy tekintjiik, hogy R C C.)

A (0,1) komplex szdmot pedig i jeldli a tovabbiakban.

1.4. Tétel.
Minden komplex szdm elé4ll, mégpedig egyértelmii médon, x + yi (x,y € R)
alakban. Az (a, b) komplex szam ilyen felirdsandl x = a és y = b, azaz

(a,b) = a+ bi.
1.5. Definicid.

Az= (a, b) komplex szdm a + bi alakban valé felirasat z kanonikus alakjanak, az
a valés szdmot z valds részének (jeldlése: Rez), a b valds szédmot z képzetes
részének (jeldlése: Im z) nevezziik. Az i komplex szdm neve képzetes egység.



Szamolas kanonikus alakban

1.6. Allitas.

A képzetes egység négyzete: 2 = —1.

Megjegyzés.

Ezutdn a komplex szamokat nem valds szamokbdl dllé szamparokként, hanem

a+ bi alakd formalis kifejezésekként kezeljiik. Ezekkel ugyanigy lehet szamolni,
ahogyan betlis kifejezésekkel szoktunk, de i helyett szabad (s6t, tobbnyire kell is!)

—1-et irni. Az Osszeadas és a kivonds elég természetes ebben az alakban, a szorzas
és a reciprokképzés pedig a kovetkezé médon végezhet6 el:

(a+ bi)- (c+ di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc) i;
1 1 a—bi a—bi a —b

a—i—bi_a—l—bi'a—bi_az—i—bz_32+b2+32+b2l

(ha a+ bi #0).

Példa.

243/ 2+3i 1—4i 2-122-8i+3i 14—5/ 14 5

=—_ 2

1+4i 1+4i 1—4i 17 17 17 17




Konjugalt

1.7. Definicié.

A z = a+ bi komplex szam konjugdltjdn a Z = a — bi komplex szamot értjiik.

1.8. Tétel.
Barmely u, v komplex szdmokra érvényesek az aldbbiak:
(1) u+v=1+v; (5) t=y;
(2) u—v=1-V; (6) u=u <= veR
(3) u-v -V (7) u+T=2Reu;
(4) u/ /v ha v # 0; (8) u-7=(Reu)?+ (Imu)?

Bizonyitas.

Egyszerli szdmol3s, egyediil (4)-nél érdemes triikkdzni: kdnnyebben kijén, ha
visszavezetjiik (3)-ra.



A komplex szamsik

1.9. Definicié.

Legyen adott a sikban egy Descartes-féle derékszogli koordinatarendszer, és
feleltessiik meg az a + bi komplex szdmnak az (a, b) koordindtdju pontot.
fgy kapjuk a komplex szamsikot , mas néven Gauss-féle szamsikot.

Az elsé tengelyt (abszcissza) valos tengelynek, a masodik tengelyt (ordindta) pedig
képzetes tengelynek hivjuk. A valds tengelyen taldlhatdk a valds szamok, a képzetes
tengelyen pedig az Ggynevezett tiszta képzetes szamok.

1.10. Definicié.
A z = a+ bi komplex szdm abszoliit értékén a |z| = v/a® + b® nemnegativ valds
szamot értjiik.

1.11. Megjegyzés.

A komplex szdmsikon az abszoliit érték az origétdl (nullatdl) vald tavolsigot jelenti,
a konjugaldas nem mas, mint a valds tengelyre vald tiikrozés, az Gsszeadds pedig
(hely)vektorok &sszeaddsdval irhaté le geometriailag.



Az abszolut érték tulajdonsdgai

1.12. Tétel.

Barmely u, v komplex szdmokra érvényesek az alabbiak:
(1) |u| = Vo (4) lu/v]=|ul /|v| ha v #0;
(2) 1/u=71/|u* ha u #0; (5) |a| = |ul|;
(3) fu-vl=lul-|v[; (6) u+v]<lul+]v[.

Bizonyitas.

Egyszerli szdmol3s, felhaszndlva a konjugdlt tulajdonsdgait, kivéve (6)-ot, amit
geometriailag sokkal kénnyebb belatni.



Hazi feladat a gyakorlatra

1. feladat. Szamitsa ki az aldbbi komplex szdmokat kanonikus alakban.

2+3i 14 5.
-2 d s
(a) T4 eredmény: 17 17
(b) uv+av =2, 3+§:?, luv| =2, ‘ ‘—7 aholu=2—-3iésv=1+1
v v
u 1
eredmény: uv+uv = =2, ﬂ+§:5, luv| = /26, Y :E\/%
v vV v

0 () ()
(d) (m)2 +m —?

(e) (—64+9i+4—8i)-i=?



Hazi feladat a gyakorlatra

2. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szamsikon az aldbbi szimhalmazokat.

(a) {zeC:Im(z—i)>1}, {zeC: |iz—i|=1}

(b) {zC: [z4+2—i] <2}

eredmény: —2 — j kdozéppontd, 2 sugard zart koérlemez
(c) {zeC: |z—i|=1}
(d) {ze C:0<Re(z+3) <1}

(e) {zeC: |liz—1—1i] > 1}



Trigonometrikus alak, hatvdnyozas, gyokvonds, egységgyokok
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Trigonometrikus alak

1.13. Definicié.

Egy nemnulla z komplex szam argumentuman olyan arg z irdnyitott szoget értiink,
amellyel a valds tengely pozitiv felét az origd koriil elforgatva dtmegy a z-nek
megfelelé ponton.

1.14. Megjegyzés.

A nulldnak nincs argumentuma, a nullatdl kiilonb6z6 komplex szamok
argumentuma pedig csak ,,modulo 271", azaz 27T egész szamu tSbbszoroseitdl
eltekintve meghatérozott.

1.15. Allitas.

Barmely 0 # z € C esetén az r = |z| és ¢ = arg z jel6léssel
z=r(cosp+ising) = rcise.
1.16. Definicid.

A nemnulla komplex szdmok fenti (azaz |z| - (cosarg z + isinarg z) alaku) felirdsat
trigonometrikus alaknak nevezziik.



Trigonometrikus alak

1.17. Megjegyzés.
A nulldnak nincs trigonometrikus alakja, hiszen argumentuma sincs, de r = 0 és
barmely ¢ € R esetén nyilvdn 0 = r (cos ¢ + isin ¢).

Példa.
Legyen z = 1+ i. Ekkor r = |z| = /2, és

z:\f2~(i2+ii> =V2(cosp +ising) = q):%

Példa.
Legyen z = 1+ +/3i. Ekkor r = |z| = 2, és
1 V3. . 7T
_2~(§+7/>_2(c05(p+lsm¢) = ¢=3

Tehat z = 2cis %



Szamolas trigonometrikus alakban

1.18. Allitas.
Barmely r,r’ € R" és ¢, ¢’ € R esetén

rcisp=r'cisg| < r=r'ésIkeZ:¢ = ¢p+2km

1.19. Tétel.

Tetszbleges nulldtdl kiilonb6zé u = rcis @ és v = scisy komplex szdmokra
(1) a=rcis(—¢);

(2) uv =rscis(p+¥);
(3) = seis(~9);
(4) = = Zeis(9—y).

1.20. Megjegyzés.

A szorzat trigonometrikus alakjara vonatkozd képletbdl latszik, hogy rogzitett
v = cis{ egységnyi abszolit értékii komplex szdm esetén az — z - v leképezés nem
mds, mint az origd koriili i szégli forgatds a komplex szamsikon.



Szamolas trigonometrikus alakban

Példa.

Szamitsuk ki ugyanazt a tortet trigonometrikus és kanonikus alakban is.

; 2cis —
1+ 2 T T
\/§1_ 3 . (772) —\/Ecis—

~ A3 12

1+ _\@cisg V2

1+V3i  1+3i 1—i71+\@—i+\/§i7\/§+1+\@—1’_
1+i 140 1—i 2 2 2

A két alakot Gsszehasonlitva kapjuk, hogy

m_V3+1 o w _V/3-1

COS —

es sin = —.
12 212 12 21/2




Hazi feladat a gyakorlatra

3. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus és kanonikus alakban is.

(o) L3
141 /3 /3
T 3+1 3—-1
&ny: 2cis — = ]
eredmény V2cis 1 > + > i
(—1+)(=V3+1)
, C1llm V31,
eredmény: cis— =5 - 51

(€) (1= (V3+i)=?
(d) (V3—i)(2+2V3i) =2

l—l:?
14+

()
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