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1. Az Euler-féle ¢ fiiggvény

1.1. Definicié. Jeloljiik @(n)-nel az n-nél nem nagyobb pozitiv egész szamok
kozul azoknak a szamat, amelyek n-hez relativ primek:

p(n)=|{a:1<a<nés Inko(a,n) =1}].

Az igy kapott fliggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezzik. Ha megallapodunk
abban, hogy Z7 egyelem( halmaz, akkor tomorebben is megfogalmazhatjuk a
definiciot:

o:N—N, n— |Z7]|.

1.2. Példa. Szamitsuk ki kozvetleniil a definicié alapjan ¢ néhany értékét:

(a) 0(6) = |Z %{441/% A=y ~2
Uy 177 3 51 =147 s =7 %}*359
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1.3. Tétel. Tetszbleges p prim és a pozitiv egész kitevd esetén
ay _ o a1 a1l . A _l
o(p*) =p*=p* =p*(p-1)=p (1 p>-
Bizonyitas. Az {1, ..., p*} halmaz minden p-edik eleme oszthaté p-vel (ezek

szama p®~1), a tobbiek viszont relativ primek p*-hoz (ugye?).

lgy tehat @(p®) = p* — p*~ 1. O



1.4. Példa. Szamitsuk ki kozvetlendil a definicié alapjan ¢(100) értékét.

Mivel n = 22 .52, egy szam akkor és csak akkor nem relativ prim n-hez, ha
oszthatd 2-vel vagy 5-tel. Ezeket a ,rossz” szamokat fogjuk ,kiszitalni” az

{1,2,..., 100} halmazbdl. [(/?
U={1,2,....100} ul=4p0 };y\
A={acU:2|a) A= 1P o
Ay={aeU:5]al |A2|_\2°, R,

AlﬂAgz{aEU:lo\a} |A1ﬂA2|:L03, = 10
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1.5. Tétel. Legyen az n pozitiv egész szam prlmhatvanytenyezo’s felbontasa

n:Hklp/ Ekkork W[/(x
@(n) =n- H(l——) H<p°‘f— - )—Hpa' p—1)

Bizonyitas. Ha n-nek csak két primosztéja van, azaz n = pi* - p5?, akkor az el6z6
példaban hasznalt szita-formulas gondolatmenetet alkalmazhatjuk:

u=H{1,..., n} U= n
Ai={acU:p|a} e = 2
A={acU:p|a} Aol = 55

AiNAr={acU:pip | a} AL N A = ==

P1P2

o(n) = |[ALU Ay = U] — |Ar] = [Ao] + [AL N Ay| =

n n n 1 1
L — (1——) - (1——)
P11 P2 PpP1P2 P1 P2
Ha n-nek k darab primosztdja van, akkor k darab halmazra kell felirni a szita-
formulat. A gondolatmenet a fentihez hasonlé, csak a formuldk nagyobbak. [



1.6. Feladat. Szamitsuk ki a tanult képlet alapjan ¢ néhany értékét:

1 3 A
(3) 9(1000) = p(2* - 5%) = ¢ (D] (P(s*) =" -2 (§=57) =9 (092400
(b) ©(360) = (232 -5) =( 2 (') (S 6 €99

(© p2025) = o357y = (317 ) (5557 ]= 5420 = 1 00

1.7. Tétel. A primitiv n-edik egységgyokok szama ¢(n) minden n pozitiv egész
szam esetén.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy az n-edik egységgyokok csoportja ciklikus:

2k .. 2k
E,={co.€1...,€p1} =[e1], ahol gx = 5’1‘ = COSTW —+ /sin TW
Az g, egységgyok akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n.

Alkalmazzuk a hatvany rendjére vonatkozé képletet:

B B o(€e1) B n
ofex) = ofe1) = Inko(o(e1), k) Inko(n, k)':—n & ‘QZ(I”{', 7

Tehat a primitiv n-edik egységgyokok halmaza 1

=€x:0<k<n-—1¢és Inko(k,n)=1¢,
a

ennek a halmaznak pedig éppen ¢(n) eleme van (ugye?). ]
3‘ 63 P — L' — 1
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1.8. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra >_ @(d) = n.
d|n

Bizonyitas. Jelolje E, az n-edik egységgyokok halmazat, P, pedig a primitiv n-
edik egységgyokok halmazat:

E,={zeC:z"=1}, P,={zeC": o(z) = n}.
PR [Pal = (1)

A bizonyitas kulcsa az alabbi megfigyelés:

zeE, < o(z)|n

L, V=== Nz (A ))& olz) (A
I

A

Latjuk tehat, hogy E, felbonthaté a P, (d | n) halmazok egyesitésére, és ezek a
halmazok paronként diszjunktak (miért?):

L 4
En=|]JPs.
din
Diszjunkt halmazok egyesitésénél az elemszamok osszeadddnak, tehat

”—EV#U%F"%

d d I

n In (‘Z OL)
Az el6z6 tételbdl tudjuk, hogy |Ps| = @(d), tehat a fenti egyenl6ség igazolja,
hogy 1 = Yy 0(d). =



2. Az Euler—-Fermat-teéetel

2.1. Definicié. Ha a € Z és m > 2 relativ primek, akkor az a szam modulo m
rendjén a Z;, csoport a elemének rendjét értjuk:

om(a) = 07: (3) :=min{k e N:2"=1 (mod m)}.
Ha a nem relativ prim m-hez, akkor 0,,(a) nem értelmezett.

2.2. Példa. Hatarozzuk meg o0:5(7) értékét. Ehhez kezdjik el hatvanyozni a
7 € Zig elemet:

k| 1] 2 {ﬂ 415 6|78 /|---|1001
N AN\

I o _
A harmadik hatvanyra jott ki el6szor 1, ezért o(7) = 3 = 015(7).

2.3. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 710017

Fent megallapitottuk, hogy 01g(7) = 3, és ez azt jelenti, hogy Zis > [7] = Z
vagyis 7 modulo 18 hatvanyozasakor a kitevé modulo 3 ,szamit™:

1001 =2 (mod 3) = 7' =7 =T13.
Tehat 71991 =13 (mod 18).

2.4. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az@m relativ primazmmw
akkor

a*(™ =1 (mod m). o

Bizonyitas.
e Ha a és m relativ primek, akkor a eleme a G := ( ........ ) .. csoportnak.
° . LAGKAN(} [7— ....... tételének egyik kovetkezménye szerint 3cl =1,
e Definici6 szerint |G| = . ¥ ( W‘) .........................................

Tehat 3™ =T, és épp ezt kellett bizonyitani. []



2.5. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a nem oszthato
p-vel, akkor 71 =1 (mod p).

Mas (ekvivalens) megfogalmazasban: Ha p primszam, akkor minden a egész
szamra a? = a (mod p).

Bizonyitas.
e Ha p primszam, akkor ¢(p) = p — 1.
e Ha p primszam, akkor Inko(a,p) =1 < pta.
Tehat az Euler—Fermat-tételt az m = p esetben ezt adja:
pta = a"1'=1 (mod p).

Ha beszorozzuk mindkét oldalt a-val, akkor az a» = a (mod p) kongruenciat
kapjuk, ami még akkor is igaz, ha p | a (miért?). []

2.6. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 710017

Ezt a feladatot mar egyszer megoldottuk, de most az Euler—Fermat-tétel segit-
ségével gy I1s meg tudjuk oldani, hogy nem készitlink tablazatot 7 hatvanyaibdl.

Osszuk el a kitev6t maradékosan ¢(18) = 6-tal: 1001 = 166 - 6@ A hatvanyt
atalakitva és az Euler-Fermat-tételt hasznalva a kovetkez6képpen szamolhatunk:

71001 — 7166645 — (76)166 . 75 — 1166 75 — £5L 13 (mod 18).
weg-e
A
Cund Y
2.7. Kovetkezmény. Ha a € 7Z relativ prim az m > 2 modulushoz, akkor

tetsz6leges k, £ € Z kitev6k esetén
(H ol

(1) om(a) | w(m);
(2) k=2 (mod (m)) = a*=a* (mod m).
Bizonyitas.

(1) Ez rogton kovetkezik Lagrange tételébdl, ha a G = Z7, csoport H = [3]
részcsoportjara alkalmazzuk.

(2) k=4 (mod cp((m)) — k=4{ (mod o,(a)) & 3" =7"
l {
¢ e -



2.8. Példa. Mit ad 18-cal osztva maradékul 710017

A masodik megoldasunk tomorebb leirasa (vegylik észre, hogy a 166-os szamnak

semmi szerepe nem volt): ()
(
1001 =5 (mod 6) = 7% =7°>=13 (mod 18).
(2)

2.9. Feladat. Mit ad 11-gyel osztva maradékul 1237957
¢ 123=2 (mod 11) — 123765 =27 (mod 11)

o p(11) =10 —11-1

0 £4.(2 (0)=1 {/;(“4)
e 765 =5 Tmod 10) (:>) 275 =25=10 (mod 11)
t-t

Osszefoglalva: A~ w
1237 =27 =25=10 (mod 11).

Mit felejtettiink el?

2.10. Feladat. Mit ad 44-gyel osztva maradékul 444720187

1.4447= 3 (mod 44)
2. ©(44) :L‘?[Zz.44): 122_2”).(4/4) =240 2720
3. Inko(3,44) = 1v

4.2018= A3 (mod 2 )

{1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy y

~2
44477018 = 32018 = 318 =0 = f =\ = F  (mod 44).
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3. Primitiv gyok, index

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g egész szam primitiv gyok modulo m, ha
rendje éppen @(m).

3.2. Tétel. A g egész szam akkor és csak akkor primitiv gyok modulo m, ha az
osszes modm redukalt maradékosztaly megkaphaté g hatvanyaként.

Bizonyitas. A Z*, csoportban g hatvanyai a [g] részcsoportot alkotjak, melynek
om(g) eleme van. Ez akkor és csak akkor teszi ki a teljes Z* csoportot, ha

om(g) = @(m). - L]
Y P o

RO EAEEy

o(Z)> 0> Y6 {7170

3.3. Példa.
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3.4. Tétel. Akkor és csak akkor létezik primitiv gyok, ha a modulus 2, 4, paratlan
primhatvany vagy paratlan primhatvany kétszerese: 5o

é
3
3!

"
m=2, 4, p% 2p*  (p paratlan pr|m a € N) "l‘;és:?‘

/)
=t A=byb - 2€2~2%33
3.5. Definicié. Tegyiik fel, hogy g primitiv gyok az m modulushoz. Az a egész

szam indexén (az m modulusra és a g primitiv gyokre nezve) olyan / kitevét
értiink, amelyre g’ = a (mod m). L -

Jelolés. A modulust az egyszeriiség kedvéért nem irjuk ki (ez tobbnyire amugy
is vilagos a szovegkornyezetbdl), tehat a indexét roviden indg a jeloli.

3.6. Megjegyzés. Vilagos, hogy ha a és m nem relativ prim, akkor indg a nem
értelmezett (ugyanis g’ mindig relativ prim m-hez). Ha viszont a és m relativ
prim, akkor a 3.2. Tétel szerint a el6all g hatvanyaként modulo m, tehat ekkor
Indy a értelmezett.

3.7. Megjegyzés. Az index nem egyértelmii, csak modulo ¢(m) van meghatarozva.

g =g Gdw] & 323 (et oLg)

£ (»)



3.8. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, legyen k tetszbleges egész szam,
a és b pedig relativ primek m-hez. Ekkor érvényesek az alabbi azonossagok:

(1)indg1=0 (mod @(m));

(2) indg(ab) =indga+indyb (mod @(m));

(3) indgak = k-indga (mod @(m));

(4) indg(ab™t) = indga —indg b (mod @(m)).
Bizonyitds.

(1)¢°=1 (mod m) => indg1=0 (mod @(m)).

(2) ab = gindg(a)gindg(b) = gindg(a)—l—indg(b) (mod m) —
—> ind4(ab) =indga+indy b (mod @(m)).

(3) a* = (g"¥()k = gkindse(@) (mod m) == indya" = k-indya (mod @(m));

(4) ap~1 = gindg(a)(gindg(b))—l — gindg(a)—indg(b) (mod m) —
—> indy(ab™t) =indga—indygb (mod @(m)).

[]
3.9. Feladat. Ellenérizziik, hogy g = 2 primitiv gyok a p = 11 modulushoz.
Ehhez szamitsuk ki 2 hatvanyainak modulo 11 maradékait: T (2)
( (1)
gida=i | O 1 23|45 |6 7 8|09 17

(_Iﬂ)a_;2/ /1 2 |4 < 5140 |FJ || %06 /’/lL‘C
S I A R N A S
A tablazatbdl lathatd, hogy 011(2) = 10 = @(11), tehat 2 valdban primitiv
gyok modulo 11. Az is latszik a tablazatbdl, hogy minden modulo 11 redukalt
maradékosztaly megkaphaté 2 hatvanyaként. A tablazatban minden szam folott
az indexe talalhaté. Ha megcseréljik a két sort, és a fols6 szamok szerint

rendezzik az oszlopokat, akkor kapjuk az alabbi indextablazatot:

a 1 2 3 4

&
o
~
0
©

(w-ldl/ﬂ-l; 10

(14 15) © =indga o | A 12| |l o] 1 3¢ | o




3.10. Feladat. Oldjuk meg a fenti példaban konstrualt indextablazat segitségével
az x° =5 (mod 11) kongruenciat.

A megoldast kereshetjilk x = 2' (mod 11) alakban (miért?), és a jobb oldali
5-0st Is felirhatjuk 2 hatvanyaként. Igy az / = indy x Ismeretlenre egy linearis
kongruenciat kapunk, amit konnyen meg tudunk oldani:

%()(l '{4)’-/( —-)}:,'-.Cy}gw(/ﬁ @67:__ S' (WJ((///
wd XA @ _ a
L{L ,Z ?Z Cb‘“’"( ///
EEL Cb—’D//// /[,\ .
(3 c?fl;}-d;w
= U (wet 12
§; = 26 (wt10)
(o 4 (eFB)

=

1= 4.9 (ot 49)
. A

¥ =_2L1, Zo (AT

H g

A

—— e ———

Eredményiink igy is megfogalmazhaté: a Zi; testben 5-nak két hatodik gyoke
van, mégpedig 5 és 6.



3.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvanymaradék
modulo m, ha az x" = a (mod m) kongruencianak van megoldasa.

3.12. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, és legyen a relativ prim m-hez.
Ekkor a pontosan akkor n-edik hatvanymaradék modulo m, ha

Inko(n, @(m)) | indg a.

Bizonyitas.

QO .
6(/’2 j [“‘*—ﬂw/ ¢ = zlwﬂ)( @AE O (L""’( «)
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4. Négyzetes maradékok, Legendre-szimbo6lum

4.1. Definicié. Az a egész szamot négyzetes maradéknak nevezziilk modulo m,
ha az x> = a (mod m) kongruencianak van megoldasa. Ellenkezd esetben azt
mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék modulo m.

4.2. Tétel. Legyen p paratlan primszam, g primitiv gyok modulo p. Ekkor a € Z
pontosan akkor négyzetes maradék modulo p, ha p | a vagy indg a paros.

Bizonyitas.
e Ha p | a, akkor a=0 (mod p), és a 0 nyilvan négyzetes maradék.
e Ha p 1 a, akkor Inko(a, p) = 1, igy alkalmazhaté a 3.12. Tétel:
a négyzetes maradék <= Inko(2, (%Eg)/}) | indg a.

——
2
]

4.3. Definicio. Tetszbleges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a egész
szam esetén értelmezzuk az (%) Legendre-szimbolumot a kovetkez6képpen:

(a) 1, ha a négyzetes maradék mod p;

—1, ha a négyzetes nemmaradék mod p.

4.4. Tétel (Euler-kritérium). Ha p paratlan primszam és p 1 a, akkor

<i> =237 (mod p).

P
Bizonyitas. Legyen g primitiv gyok modulo p és 7 :=indg a.
1. lépés: g7 = X (mod p)

x2=§w_”'_—:4 (ool p) => W/Xl-4:(>(—4)[)(+”) CD}/)/V-I v;ﬂ{W"'



4.5. Tétel. Tetsz6leges p paratlan primszam és p-vel nem oszthaté a, b egész
szamok esetén teljesulnek az alabbiak:

()= 06 3522 10300

1 (=4¢4/ %J‘(J -

Bizonyitas.
(1) Trivialis.
p—1 p—1 p—1 \-{
(2) () = oy ((<ab)2 =a2 - b?tz (2) - () (mod p).

4.6. Tétel (a négyzetes reciprocitasi tétel elsé kiegészito tétele).
Tetsz6leges p paratlan primszam esetén

(—1) .y 1)%1 ] 1, hap=1 (mod 4),
p) " |-1, hap=3 (mod 4).
4.7. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi Legendre-szimboélumokat.
8 222 } : (\ ) ) // /1
) (7_9) 2 > G5 {

Tt dxe k28 (I 35)

®) ()" (=)= ?—%) (-(%—rﬂzu ) 4=~ 1
1

T A~ _%\(f_ x?’i/}% (LJ’ZZB



4.8. Tétel (négyzetes reciprocitasi tétel).
Tetsz6leges p, g kilonbozé paratlan primszamok esetén

q) \P

4.9. Tétel (a négyzetes reciprocitasi tétel masodik kiegészito tétele).
Tetsz6leges p paratlan primszam esetén

(2) y 1),928_1 ) 1, hap=1,7 (mod 8);
p) —1, hap=3,5 (mod 8).

4.10. Feladat. Szamitsuk ki az alabbi Legendre-szimbdélumokat.

0 ()% @EE) 2@ (L) <t

I

(P) <q> (L) - 1, hap=1 (mod 4)vagy g=1 (mod 4);
B ~|-1, hap=3 (mod 4) é g=3 (mod 4).
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3.7. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a természetes szamok halmazéan.

(a) 2p(z) = ;
(b) p(z) =z 8.
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