11. Derivalt, tobbszoros gyokok
11.1. Definicié. Az f = a,x" 4+ -+ 4+ a;x + ag € T[x] polinom derivaltjan az
f' = na,x"! 4+ ... 4+ 2a,x + a; polinomot értjiik.
Jeldlés. A k-adik derivaltat f%) jelsli, az f(V) = ' és f(O) = f megallapodassal.

11.2. Tétel. Tetszéleges f, g € T[x] polinomokra és k pozitiv egész szamra
érvényesek az alabbi derivalasi szabalyok:

(1) (F+g) =F+,
(2) (F-g) =F-g+f-g"

(3) (FXY = k- FK1f, \
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11.3. Tétel. Ha az o komplex szam k-szoros gyoke az f € C[x] polinomnak,
akkor (k — 1)-szeres gyoke f’-nek. (Ha k = 1, akkor o nem gyoke f’-nek.)
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11.4. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditasa nem igaz: f’-nek lehetnek olyan
gyokel is, amelyekért nem f tobbszoros gyokei a ,felel6sek”.

11.5. Kovetkezmény. Az f € C[x] polinom a gyokének multiplicitasa nem mas,
mint a legkisebb olyan k nemnegativ egész, amelyre f(k)(a) =# 0, azaz a akkor
és csak akkor k-szoros gyok, ha

fla)=f'(a)=---=f Da)=0, de fR(a)#£D0.

11.6. Feladat. Hanyszoros gyoke o =2 az f = x> — 5x* + 7x3 — 2x%> 4+ 4x — 8
polinomnak?
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11.7. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyitthatokat gy, hogy teljesiiljon
az alabbi oszthatdsag. _@
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11.8. Kovetkezmény. Az o komplex szam akkor és csak akkor tobbszoros gyoke
az f € C[x] polinomnak, ha gyoke Inko(f, f')-nak.

11.9. Kovetkezmény. Barmely legalabb elséfoki f € C[x] polinomra az W

polinom gyokel ugyanazok, mint f gyokei, de mindegyik egyszeres gyok.

11.10. Kovetkezmény. Ha T szamtest, azaz T < C, és f € T[x] irreducibilis T
felett, akkor f-nek minden komplex gyoke egyszeres.



11.11. Feladat. Hatarozzuk meg az f = x®> — 10x® — 20x? — 15x — 4 € C|x]
polinom (tobbszords) gyokeit és a gyokok multiplicitasat.
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2.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a, b € R egyiitthatok értékét gy, hogy teljesiiljon az oszthatosag
R[z]-ben.

(a) (z—1)(z
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(d) (z+1)(z

+2) | ax® + 22 + bx + 3;
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2.10. Feladat. Adjunk meg minimalis fokszamu f € R[z| polinomot, amelynek

(a) a 2 kétszeres, a —1 és a 2 + i egyszeres gyoke;
(b) az i haromszoros, a 3 + i egyszeres gyoke;
(¢) az 1+ i haromszoros, a —2 kétszeres, az i egyszeres gyoke.
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3.7. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a természetes szamok halmazéan.

(a) 2p(z) = ;
(b) p(z) =z 8.
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1.7. Feladat. Adjunk meg n-edrendii elemet az alabbi csoportokban (ha létezik).
(a) Q*, n=3; (b) Zy2, n = 3; (¢c) Dgy, n = 3; (d) S5, n=6
(e) Q*, n=2; (f) Zis, n=4; (g) D5, n = 2; (h) Ay, n=4
(i) C*y n=12 () Zis, n =4 (k) D, n=4; (1) Asy, n=4.
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1.8. Feladat. Hany n-edrendii elem van az alabbi csoportokban?

(a) C*, n= ]2; (b) Z]oo, n= ]O (C) D24, n =2; (d) S4, n =2;
(e) Sa, n=6; (f) Z5, n =3 () D24, n=5; (h) Q n=2.
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