
11. Derivált, többszörös gyökök
11.1. Definíció. Az f = anxn + · · · + a1x + a0 ∈ T [x ] polinom deriváltján az
f ′ = nanxn−1 + · · ·+ 2a2x + a1 polinomot értjük.

Jelölés. A k-adik deriváltat f (k) jelöli, az f (1) = f ′ és f (0) = f megállapodással.

11.2. Tétel. Tetszőleges f , g ∈ T [x ] polinomokra és k pozitív egész számra
érvényesek az alábbi deriválási szabályok:

(1) (f + g)′ = f ′ + g′;

(2) (f · g)′ = f ′ · g + f · g′;

(3) (f k)′ = k · f k−1 · f ′.

11.3. Tétel. Ha az α komplex szám k-szoros gyöke az f ∈ C[x ] polinomnak,
akkor (k − 1)-szeres gyöke f ′-nek. (Ha k = 1, akkor α nem gyöke f ′-nek.)

Bizonyítás.

11.4. Megjegyzés. Az előző tétel megfordítása nem igaz: f ′-nek lehetnek olyan
gyökei is, amelyekért nem f többszörös gyökei a „felelősek”.

11.5. Következmény. Az f ∈ C[x ] polinom α gyökének multiplicitása nem más,
mint a legkisebb olyan k nemnegatív egész, amelyre f (k)(α) ̸= 0, azaz α akkor
és csak akkor k-szoros gyök, ha

f (α) = f ′(α) = · · · = f (k−1)(α) = 0, de f (k)(α) ̸= 0.
11.6. Feladat. Hányszoros gyöke α = 2 az f = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x − 8
polinomnak?



11.7. Feladat. Határozzuk meg az a, b ∈ R együtthatókat úgy, hogy teljesüljön
az alábbi oszthatóság.

(x + 2)2 | x4 + ax3 + bx2 + 4

11.8. Következmény. Az α komplex szám akkor és csak akkor többszörös gyöke
az f ∈ C[x ] polinomnak, ha gyöke lnko(f , f ′)-nak.

11.9. Következmény. Bármely legalább elsőfokú f ∈ C[x ] polinomra az f
lnko(f ,f ′)

polinom gyökei ugyanazok, mint f gyökei, de mindegyik egyszeres gyök.

11.10. Következmény. Ha T számtest, azaz T ≤ C, és f ∈ T [x ] irreducibilis T
felett, akkor f -nek minden komplex gyöke egyszeres.



11.11. Feladat. Határozzuk meg az f = x5 − 10x3 − 20x2 − 15x − 4 ∈ C[x ]
polinom (többszörös) gyökeit és a gyökök multiplicitását.
















