ALGEBRA ES SZAMELMELET 3

gyakorl6 és hazifeladatok
2021 6szi felév, OT

1. feladat. Szamitsa ki a 7- p és p - 7 permutéiciokat. Végezze el a szdmolast kétsoros alakban és idegen ciklusok szorzatara
bontott alakban is.

/1 2 3 456 (1 23 45 6
™35 12964/ P \2 31456 5
Megoldas. Kétsoros alakban szamolva:
(12345 6] (1 23456\ (123456
TP=\3 5126 4)°\2 31465/ 1623754
(12345 6) (1 23456\ (123456
Prm=\2 3146 5/ \3 5126 4) \5 13 2 46
Idegen ciklusok szorzataként felirva:
T p = (13)(2564) - (123)(56) = (2643)

p-m = (123)(56) - (13)(2564) = (1542)

Lathatjuk, hogy 7 p # p-m, azaz a permutaciok szorzasa nem kommutativ. (Ellendrizziik, hogy a mp permutaciora mindkeét
modszerrel ugyanaz az eredmény jott ki, és hasonléan a pm permutéciora is.)

2. feladat. Adja meg idegen ciklusok szorzataként az (1234)~1(1524)(1234) € S5 permutaciot.
Megoldas. (1234)~1(1524)(1234) = (4321)(1524)(1234) = (2531)

3. feladat. Irja fel kétsoros alakban a 7%°° permutaciot, ahol 7 = (132)(5324) € S.

Megoldas. Itt arra kell vigyazni, hogy 7605 = (132)005 . (5324)99° mert az (132) és (5324) permutéciok nem cserélhetSek fel.
Bontsuk a 7 permutaciot idegen ciklusok szorzatara: m = (12)(345). Igy mar tudunk tényezénként hatvanyozni (felhasznalva,
hogy (12)% = id és (345)% = id): 7%0% = (12)605 . (345)69° = (12) - (345)% = (12)(354). Ezt a permutaciot irjuk &t kétsoros
alakba (ne feledkezziink el a 6-osrol sem, hiszen Sg-ban vagyunk):

65 (1 2 3 45 6
™ ~=\2 15 3 4 6)°

4. feladat. Adja meg idegen ciklusok szorzataként az ((1243)~6(154)13)=* € S7 permutaciot.

Megoldas. Elgszor szamitsuk ki a két ciklus hatvanyat kiilon-kiilon: (1243)7% = (3421)6 = (3421)2 = (32)(41) és (154)'3 =
(154)! = (154). Ezutan végezziik el a szorzast, azaz bontsuk idegen ciklusok szorzatara a a zardjelen beliili permutéciot:
(32)(41)(154) = (23)(45). Végiil ennek a permutaciénak kell venni a (—4)-edik hatvanyat: ((23)(45))~% = (23)=*- (45)~4 =
id-id =id.

Lehetett volna gy is szamolni, hogy elGszor a kiils6 inverzképzést végezziik el (a negyedik hatvanyra emelést azonban addig
nem végezhetjiik el, amig a zarojelen beliil nem idegenek a ciklusok!):

((1243)76(154)1%) ™% = ((154)713(1243)5)* = ((154)2(1243)%)* = ((145)(14)(23))* = ((45)(23))* = id.

5. feladat. Hatarozza meg a kovetkez6 harom permutacio paritasat (a m permutaciot lasd a (3] feladatban):

a = (12)(45)(1245), B = ((1346)(45761)(352)(41625)) "', 5 = 33930336,

Megoldas. Szamitsuk ki a permutaciok elGjeleit az 1.22. Tétel és az 1.27. Kévetkezmény segitségével:

e sgn(a) = sgn((12)) - sgn((45)) - sgn((1245)) = (=1) - (=1) - (=1) = -1,
tehat o paratlan permutacié.

o sgn(8) = (sgn((1346)) - sgn((45761)) - sgn((352)) - sgn((41625)) )" = ((=1) - (+1) - (+1) - (+1)) " = (-1)219 = -1,
tehat 8 paratlan permutécio.

o sgn(y) = (sgn(ﬂ) )33550336 — 1
tehat v paros permutacio.

fiiggetleniil attol, hogy mi is volt a © permutécid!),

Egy masik megoldéasi lehetéség, hogy a permutacidkat transzpozicidk szorzatéra bontjuk, és hasznaljuk az 1.28. Tételt.
Pontosabban nem is kell felbontani 6ket transzpoziciok szorzatéra, elég elképzelni egy felbontast, és megszamolni a transzpo-
ziciokat. Nem kell a lehet6 legrovidebb felbontasra torekedni (bar az is érdekes feladat); barmilyen felbontas j6, mert minden



felbontasban ugyanaz lesz a transzpoziciok szamanak paritasa. Felhasznéljuk, hogy egy k hosszuisagu ciklus felbonthato k£ —1
transzpozicio szorzatara (lasd az 1.25. Tétel bizonyitasat).

a: 1+1+4+3=5 paratlan
B: 2019-(34+4+2+4)=2019-13 paratlan
v: 33550336 - (2 + 3) = 33550336 -5 paros

6. feladat. Oldja meg Sg-ban az (123)(2345)m(456) = (134) egyenletet.
7. feladat. Oldja meg Ss-ben a 72 = (134) egyenletet. (T6bb megoldas van; az Osszeset keressiik meg!)

8. feladat. Milyen lehet egy Sy-beli permutécio ciklusszerkezete? Sorolja fel az Gsszes lehetGséget, és minden ciklusszerke-
zetnél adja meg, hogy hany olyan permutécié van (nem kell felsorolni Sket!), és hogy milyen a paritasuk. (Egy permutécio
ciklusszerkezetén azt értjiik, hogy az idegen ciklusok szorzatara bontott alakjaban hany ciklus szerepel és milyen hossziiak
ezek. Pl. barmely két transzpozicionak ugyanolyan a ciklusszerkezete.)

9. feladat. Egy 32 lapos magyarkartya-pakli ,tokéletes” keverésénél a paklit pontosan kozépen kettéosztjuk, és a két felet ,fé-
stisen” egyesitjiik (az eredetileg feliil 1év6 lap keriil feliilre, és az eredetileg alul 1évé lap keriil alulra). Milyen a ciklusszerkezete
a keverést leir6 permutacionak? Mi torténik, ha tobbszor egymés utédn végrehajtjuk ezt a keverést?

10. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Minden 7 € S3 permutaciora 7% = id.

(b) Tetsz6leges ™ € S19 permutaciora, ha 72 = id, akkor 7 transzpozicié.

(¢) Négy S7-beli permutéacio szorzata mindig paros.

11. feladat. Irja fel az A = {1,2,3,4,5} halmazon az alabbi p relaciéhoz tartozo osztalyozast:
p=1{(1,1),(1,3),(1,4),(2,2),(2,5), (3,1), (3,3), (3,4), (4,1), (4,3), (4,4), (5,2), (5,5) }.
Megoldas. Elgszor irjuk fel az egyes elemek ekvivalenciaosztélyait (segithet, ha felrajzoljuk a relacié grafjat):
1={1,3,4}, 2={2,5}, 3=1{1,3,4}, 4=1{1,3,4}, 5={2,5}.
Ennek alapjan a p-hoz tartozo6 osztalyozas:

Alp= {{1,3,4},{2,5}}.

12. feladat. Irja fel az A = {u,v,w, z} halmazon a C = {{u, w},{v, z}} osztalyozashoz tartozo ekvivalenciarelaciot (vagyis
azt a p ekvivalenciarelaciot, amelyre A/p = C).

Megoldas. Egy elempér akkor és csak akkor lesz benne a p halmazban, ha a két elem ugyanabba az osztalyba esik:

p= {(u,u), (w, w), (u,w), (w,u), (v,v),(z2),(v,2),(z, v)}

13. feladat. Legyen p az A = {u,v,w, z} halmazon a C = {{u, w}, {v, z}} osztalyozéashoz tartozo ekvivalenciarelacio (vagyis
A/p = C). Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

(a) (u,v) €p (d) {u,w}ep (8) {u,v}eC
(b) (u,w) € p (e) (u,v)eC (h) {u,w} eC
(c) {u,v} €p (f) (w,w)eC (i) {w,w}CC

Megoldas. Az el6z6 feladatban felirtuk a p relacio elemeit, de probaljuk meg anélkiil kitalalni a valaszokat.

(a) (u,v) € p: Hamis, mert u és v nincsenek egy osztalyban.

(b) (u,w) € p: Igaz, mert u és w egy osztalyban vannak.

¢) {u,v} € p: Hamis, mert p elemei elemparok, nem pedig halmazok.
(

(d

)
(c)

) {u,w} € p: Hamis, mert p elemei elempérok, nem pedig halmazok.
(e) (u,v) € C: Hamis, mert C elemei halmazok, nem pedig elemparok.
(f) (u,w) € C: Hamis, mert C elemei halmazok, nem pedig elemparok.

g) {u,v} € C: Hamis, mert a C halmaz két eleme koziil egyik sem {u,v}.
(h) {u,w} € C: Igaz, mert a C halmaz két eleme koziil az egyik éppen {u,w}.

(i) {u,w} C C: Hamis, mert {u,w} C C azt jelenti, hogy u € C és w € C, de se u, se w nem eleme C-nek.



14. feladat. Hatarozza meg az A/ ker f osztalyozéast, ahol A = {—2,...,3} és f: A — Z, v+ |z|. Irja fel az osztalyozast
akkor is, ha az abszolutérték-fliggvényt az egész szamok halmazan értelmezziik.

Megoldas. Két elem akkor és csak akkor keriil egy osztalyba, ha f ugyanazt rendeli hozzajuk. Szamitsuk ki minden elem f
melletti képét:

Ennek alapjan mar fel tudjuk irni a mag szerinti osztalyozast:

After f = {{0}, {-1,1}, {-2.2}, {3}}.

Figyeljiik, meg, hogy f értékkeszlete {0, 1,2, 3}, és a mag szerinti ekvivalenciaosztalyok megfelelnek az értékkészlet elemeinek:
{0} azon elemek halmaza, amelyekhez 0-t rendel az f leképezés, {—1,1} azon elemek halmaza, amelyekhez 1-et rendel az f
leképezés, {—2,2} azon elemek halmaza, amelyekhez 2-t rendel az f leképezés, {3} pedig azon elemek halmaza, amelyekhez
3-at rendel az f leképezés.

Ha az egész szamok halmazat vessziik alaphalmaznak, akkor az értékkészlet Ny, és adott & € Ny esetén azon elemek halmaza,
amelyekhez k-t rendel az f leképezés: {—k, k} (k = 0 esetén ez egyelemii halmaz, egyébként kételemi). Tehat

Z/ker f = {{0},{4, 1}, {-2,2},... } = {{fk,k} ke NO}.

15. feladat. Legyen A ={0,...,7} és ¢p: A — Z, x — |x/3]. Hatarozza meg az A/ ker ) osztalyozast.
Megoldas. A/ ker ) = {{0,1,2}, (3,4,5), {6,7}}.

16. feladat. Hatarozza meg az A/ ker ¢ osztalyozast, ahol A = {—2,...,3} és &: A — Z, x — sgnz. Irja fel az osztalyozast
akkor is, ha a szignum fliggvényt a valos szamok halmazan értelmezziik.

Megoldas. A/ ker ¢ = {{_2, ~1}, {o}, {1,2,3}} és  R/ker¢ = {R—, {0}, R+ }

17. feladat. Az alabbi linken talalhato jatékban adjon egy stratégiat, amivel mindig sikeriil sorba rakni a szamokat amikor
egydltaldn lehetséges. Mikor nem lehetséges kirakni? (A valaszt indokolni is kell!)
http://www.math.u-szeged.hu/ "twaldha/tanitas/algszam3ot_2021osz/cserebere3.html

18. feladat. Egy szigeten bennsziilott torzsek élnek. Ha két azonos torzsbeli bennsziilott talalkozik, akkor ,Umpal” kidltassal
idvozlik egymast. Ha két kiilonbozd torzsbeli talalkozik, azok tugy koészonnek, hogy ,Lumpal!”. Egyszer 10 bennsziilott
talalkozott. Mindenki készont mindenkinek, es igy Osszesen 42 ,.Umpa!” hangzott el. Hany ,Lumpa!” hangzott el? Hanyféle
torzsbdol johettek az emberek, és melyikbél hanyan?

19. feladat. Legyen A = {a,b,c,d,e, f,g,h}. Adjon meg egy B halmazt és egy ¢: A — B leképezést, amelyre |A/ ker | = 4,
(c,e) € kerg és {c,e} ¢ A/ ker .

20. feladat. Legyen A ={1,2,3,4,5}, B ={p,q,r, s}, C = {*, e, V}, és tekintsiik az alabbi harom leképezést:

fi:A—= B, 1fi=p, 2fi=q, 3fi=r, 4fi=s, 5fi=s;
fZ:A_>Bv 1f2:p7 2f2:q7 3f2:7A7 4f2:T7 5f2=8;
h:A—C, 1h=% 2h=% 3h=e 4h=V, 5h=V.

Van-e olyan ¢, : B — C' leképezés, amelyre h = f; - g17 Ha van, akkor adjon meg egyet; ha nincs, akkor bizonyitsa be, hogy
valoban nincs. Ugyanigy vizsgalja meg a h = fa - g5 fliggvényegyenlet megoldhatosagat (az ismeretlen go fliggvényre nézve).

21. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Tetszbleges p C A x A ekvivalenciarelacio esetén, ha apb és apc, akkor bpc.

(b) Ha p C A x A ekvivalenciarelacio és {a,b,c} € A/p, akkor (a,b) € p.
(¢c) Ha az f: A — B leképezés injektiv, akkor ker f = wa4.


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/algszam3ot_2021osz/cserebere3.html

22. feladat. Jeldlje D,, az n pozitiv egész szam pozitiv osztéinak halmazat. Rajzolja fel a (Dys;|) részbenrendezett halmaz
Hasse-diagramjat.

Megoldas.

23. feladat. Rajzolja fel a (P({a,b}); C) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat.
Megoldas.

24. feladat. Rajzolja fel az (A, p1), (4, p2) és (A, p3) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat, ahol A = {a, b, c,d} és
pL= {(a, a), (b,b), (¢, c), (d,d),(c,a),(c,b), (d, b)}
P2 = {(a, a), (b,b), (¢, c), (d,d), (c,a), (e, b)}
p3 = {(a,a), (b,b). (c,c), (d,d), (b,a), (c.a), (d,a) }

Mindegyiknél hatarozza meg a legkisebb, legnagyobb, minimalis, maximaélis elemeket (ha vannak).

Megoldas.
° ° minimélis: ¢, d e o minimélis: ¢, d 0 minimélis: b,¢,d
legkisebb:  nincs legkisebb:  nincs legkisebb:  nincs
maximalis: a,b maximalis: a, b, d(!) maximalis: a

° 0 legnagyobb: nincs ° @ legnagyobb: nincs 0 ° 0 legnagyobb: a

25. feladat. Rajzolja fel a (Dsg; ), (D1go;|) és (Daas; |) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat, figyelje meg a koztiik
lév6 hasonloségot, és magyarazza meg a hasonlosag okat.

26. feladat. Rajzolja fel a (Dsp;]) és (P({a,b,c}); C) részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat, figyelje meg a koztiik
lévs hasonlésagot, és magyarazza meg a hasonlosag okéat.

27. feladat. Rajzolja fel az Gsszes lehetséges 4-ponttt Hasse-diagramot (16 db van) és mindegyiknél hatarozza meg a legkisebb,
legnagyobb, minimélis, maximalis elemeket (ha vannak).

28. feladat. Déntse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Egy relacio nem lehet egyszerre szimmetrikus és antiszimmetrikus is.

(b) Ha egy részbenrendezett halmazban csak egy minimalis elem van, akkor az legkisebb elem is.

(¢) Minden véges részbenrendezett halmazban van maximalis elem.



29. feladat. Zsomlét és kiflit vasaroltam 400 forintért. Egy zsomle 36 forintba keriil, egy kifli pedig 28 forintba. Hany
zsOmlét és hany kiflit vettem? Keressiik meg az Osszes megoldast!

Megoldas. A zsomlék szamat z-szel, a kiflik szamat y-nal jelolve a 36z + 28y = 400 egyenletet kapjuk; ennek keressiik a
pozitiv egész megoldéasait. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 36 és b = 28 szamokra, és fejezziik ki minden
osztasbol (az utolsd kivételével) a maradékot a és b segitségével:

36 = 1-28 48 — 8 = 36-28 = a—b
2 = 3-844 = 4 = 28-3-8 = b—3(a—b) = —3a+4b
8 = 2- 440

Tehat Inko(a,b) = 4, és ez igy fejezhetd ki a és b ,linedris kombinaciojaként”: 4 = —3a + 4b. Mindkét oldalt 100-zal szorozva
kapjuk, hogy —300a + 400b = 400, vagyis 2o = —300, yo = 400 egy partikularis megoldésa az egyenletiinknek. A diofantoszi
egyenlet altaldnos megoldasa:

Keressiik meg a pozitiv megoldasokat:

300
Ty >0 <— t>7:42,8... <~ t > 43,

4
yr > 0 <= t<%:44,4‘.. — t < 44.

Csak t = 43 és t = 44 esetén lesz x és y is pozitiv, azaz két pozitiv megoldasunk van:
a3 =1,ya3 =13 &8 w44 =8, ysa = 4.

A feladat kérdésére a valasz: vagy 1 zsomlét és 13 kiflit vettiink, vagy pedig 8 zsomlét és 4 kiflit.
A diofantoszi egyenlet megoldéasait tablazatba is foglalhatjuk; innen is kiolvashatok a pozitiv megoldasok:

tf -] -1 o 1| 2| |42|43|a4a] 5]
2 || - | =307 | =300 | —203 | —286 | --- | —6| 1] 8] 15]---
" 409 | 400 | 391 | 382|.--| 22|13| 4| -5

30. feladat. Hatarozzuk meg a H = {z € Z | 3y € Z: 21x — 57y = 30 és 20 < z < 90} halmaz elemeit.

Megoldas. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a = 57 és b = 21 szamokra, és fejezziik ki minden osztasbol (az utolso
kivételével) a maradékot a és b segitségével:

57 = 2-21 + 15 = 15 = 57-2.21 = a—2b
21 = 1-15 + 6 = 6 = 21-15 = b—(a—2b) = —a+3b
5 = 26+ 3 — 3 = 15—-2.6 = (a—2b)—2(—a+3b) = 3a—8b
6 = 2-3+ 0

Tehat Inko(21,57) = 3, és 3-57 — 8- 21 = 3. Ebbdl kovetkezik, hogy —80-21+ 3057 = 30, és igy a 21z — 57y = 30 egyenlet
egy partikularis megoldasa zog = —80,yg = —30 (figyeljiink az elGjelekre!). A diofantoszi egyenlet altalanos megoldasa (itt is
figyeljiink az el6jelekre!):

e =—80+19t, y,=—-30+4+Tt (t € Z).
Azokra a megoldasokra van sziikségiink, ahol 20 < x < 90. Nézziik meg, hogy a t paraméter mely értékeire teljesiil ez a két
egyenlGtlenség:

Ty > 20 <= tzll—ogoz5,2... <~ t >6,
170
z; <90 <= tgl—9:8,9... <— t <8.

Latjuk, hogy csak t = 6,7, 8 esetén teljesiil mindkét egyenlStlenség, tehat a H halmaz a kévetkezs:
H= {xGa X7, :I:S} = {34, 53, 72}

A diofantoszi egyenlet megoldasait tablazatba is foglalhatjuk; innen is kiolvashatok a 20 és 90 kozé es6 x értékek:

tf---] =1 of 1|---| 5] 6| 7] s8] o
v || | =99 80| =61 |- [ 15|34 |53 [ 72|01
e —37| 30| —23 |- | 5[12]19|26|33|---




31. feladat. Melyek azok a z komplex szamok, amelyekre 2190 = 276 = 1 teljesiil? (Az Gsszes megoldast keressiik meg!)

32. feladat. Egy nyul ugral egy szabalyos m-sz0g csiicsain; egy ugrassal a cstucsnyival kertil arrébb. Hany cstucsba képes
eljutni, ha elég sokaig ugral? A megsejtett valaszt be is kell bizonyitani!

33. feladat. Egy nyul ugral a szamegyenesen a 0-bol indulva. Kétféle ugrasra képes, amelyek hossza 26, illetve 38 egység.
Hogyan tud eljutni a lehet& legkevesebb ugrassal 1000-be ugy, hogy
(a) mindig csak elére (jobbra) haladhat?

(b) szabad visszafelé (balra) is ugrania?

34. feladat. Valaki a kovetkezSket mondta: ,, A baratném 22. sziiletésnapjara 22 szal virdgbol all6 csokrot vettem 2000
forintért. A csokor fréziabol, narciszboél és rozsabol allt, amelyekbdl egy szal 50 forintba, 70 forintba, illetve 130 forintba
keriilt.” Hany szal virdgot tartalmazott az egyes fajtakbol a csokor, ha azt is tudjuk, hogy mindegyikbdl legalabb két szél
volt, és semelyik kett6bdl sem volt ugyanannyi?

35. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi 4llitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Ha a L b, akkor az ax + by = ¢ diofantoszi egyenletnek minden ¢ € Z esetén van megoldasa.

(b) Minden z € Z esetén 56z | 60 = x| 14.

(c) Ha (u,v) megoldéasa az ax + by = ¢ diofantoszi egyenletnek, akkor (u — b, v + a) is megoldas.

36. feladat. Mit ad 7-tel osztva maradékul 2102 4 32019

Megoldas. Szamitsuk ki elgszér 2'°2 maradékat. Ehhez készitsiink tablazatot 2 hatvanyainak modulo 7 maradékairdl, és
figyeljiik meg, hogy van-e valami szabéalyszertiség a kapott sorozatban:

of1]2[s]a]s|o|7[s]a]- [10e]
rmod 7 || 1[2]4a|t]2[4af1|2]af1] ] 1]
Lathato, hogy a maradékok harmasaval ismétlgdnek, azaz 2" maradéka 7-tel osztva csak attol fiigg, hogy n mit ad maradékul
3-mal osztva. Formélisan: 2™ = 2"2 (mod 7) <= n; = ny (mod 3). Mivel 102 = 0 (mod 3), azt kapjuk, hogy
2102 =90 =1 (mod 7).
Hasonlé moédon szamitjuk ki 3 hatvanyainak maradékait 7-tel osztva:
nfolr|2|s]4]s]6|7[s]9]-|201]-
3"mod7 | 1]32]6]4]5]1]3]2][6] | 6]
Itt a maradékok hatoséaval ismétlgdnek: 3™ =32 (mod 7) <= ny =ng (mod 6). Mivel 201 =3 (mod 3), azt kapjuk,
hogy 320! =33 =6 (mod 7).
Mar csak ossze kell adni a kiszamolt maradékokat: 2'9% + 3201 =1+ 6 =0 (mod 7), tehat 202 4 3201 oszthato 7-tel.

Ime egy masik, révidebb megoldas, ahol ugy bizonyitjuk be a fent megfigyelt oszthatésagot, hogy nem szamitjuk ki kiilon-
kiilon a két tag maradékat:

2102+3201:4.2100+3.910054'21004_3'2100:7.210050 (mod 7)

37. feladat. Oldjuk meg a 1142 =6 (mod 52) kongruenciat. Adjuk meg az Gsszes megoldast modulo 52!

Megoldas. A kongruenciat at lehetne irni a 114z — 52y = 6 diofantoszi egyenletre, amelynek megoldasabol x = 11+ 26¢, azaz
=11 (mod 26) adodik, de szamoljunk inkabb kongruenciakkal (ellendrizziik, hogy minden lépésben ekvivalens atalakitast
végziink!):

114z =6 (mod 52)
192 =1 (mod 26)
4502 = —25  (mod 26)

9z = -5  (mod 26)
9z =21 (mod 26)
3z =7 (mod 26)
3z =33 (mod 26)

z=11 (mod 26)

~—

Mivel Inko(114, 52) = 2 (azaz a modulus a szamolas végére a felére csokkent), modulo 52 két megoldas van: = = 11,37 (mod 52).


http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/algszam3ot_2021osz/nyul-sokszog.html
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38. feladat. Melyek azok a 32-re végz3ds négyjegyii szamok, amelyek oszthatoak 47-tel?

Megoldas. A 32-re végz6ds négyjegyii szamokat 100x + 32 alakban lehet felirni, ahol x kétjegyt szam. Tehat meg kell
oldanunk a 100z + 32 =0 (mod 47) linearis kongruenciat:

100z 432 =0 (mod 47)
100z = —32  (mod 47)

50z = —16 (mod 47)

3x =178 (mod 47)

x =26 (mod 47)

Azt kaptuk, hogy a 47t + 26 alaki szamok elégitik ki a kongruenciat. Ezek koziil csak 26 és 73 kétjegyii, tehat a feladatban
kérdezett négyjegytl szamra két lehetSség van: 2632 és 7332.

39. feladat. Bizonyitsa be (kongruenciak segitségével), hogy 27 | 25"+ 4 572 minden n természetes szdm esetén.

51995

40. feladat. Mi az utols6 két szamjegye az 199 szamnak?

41. feladat. Oldja meg az 52z =8 (mod 124) kongruenciat. Adja meg az Osszes megoldast modulo 124!

42. feladat. Egy nyul ugral egy szabalyos 58-sz6g csiicsain. Mekkorékat ugorjon, hogy a 24. ugrassal a 2. csiicsba érkezzen?
Az 6sszes megoldést keressiik, és probélgatni nem ér, a jatékot csak ellendrzésre szabad hasznalni!

43. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Ha 187 =5 (mod m) és 311 =3 (mod m), akkor m = 14.

(b) Ha a = 1423 (mod 2021), akkor a nem lehet oszthato 13-mal.

(¢) Haa=b (mod m) ésn|m, akkor a =b (mod n).

44. feladat. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert:

6x = 2 (mod 8)
152 = 3 (mod 18)
16z = 4 (mod 28)

Megoldas. Eisé megoldds. Elészor kiillon-kiilon megoldjuk a kongruencidkat:
6z = 2 (mod 8) <= =z = 3 (mod 4)
152 = 3 (mod 18) < 2z = 5 (mod 6)
162 = 4 (mod 28) < 2z = 2 (mod 7)

Megoldjuk az els6 két kongruenciaboél allo részrendszert (pl. diofantoszi egyenletre valéd atirassal):

r =3 (mod 4) < =11 (mod 12)

Végiil ezt a kongruenciat hasonlé moédon ,Osszeolvasztjuk” az eredeti rendszer harmadik kongruencidjaval:

z = 11 (mod 12)
z = 2 (mod 7)

} < =23 (mod 84)

Madsodik megoldds. Csak az els6 kongruenciat oldjuk meg, és a megoldasat megfogalmazzuk ,milyen alaki szam x” modon:
6z =2 (mod 8) <= z =3 (mod 4)
< z =4y +3 (alkalmas y egész szammal).
Az z-re kapott kifejezést behelyettesitjiik a masodik kongruenciaba, és megoldjuk y-ra:
15 (4y +3) = 3 (mod 18) < 60y = —42 (mod 18)
<= y =2 (mod 3)
<= y=32+2 (alkalmas z egész szammal).

Fejezziik ki z-et z segitségével: x = 4y +3 =4 (324 2) +4 = 12z + 11. Ezt helyettesitjiik be a harmadik kongruenciaba, és
megoldjuk z-re:

16 - (122 + 11) = 4 (mod 28) <= 192z = —172 (mod 28)
< z=1(mod 7)
< z="Tt+1 (alkalmas t egész szammal).
Fejezziik ki x-et t segitségével: v =122+ 11 =12 (Tt + 1) + 11 = 84t + 23. Ez azt jelenti, hogy = 23 (mod 84).



http://www.math.u-szeged.hu/~twaldha/tanitas/algszam3ot_2021osz/nyul-sokszog.html

45. feladat. A 3.d osztaly kirandulni ment. OtfSs szobakban szallasoltak el ket, igy négy gyerek kénytelen volt Marcsi
nénivel egy szobaban aludni. Ejszaka Bence olyan rosszul viselkedett, hogy Marcsi néni felhivta a sziileit, akik mar hajnalban
hazavitték. Igy a reggelinél szépen elfértek a gyerekek a hétszemélyes asztaloknal (Marcsi néni kiilén asztalnal iilt). Panka
gyomorrontast kapott a reggelitsl, ezért déleltt 6t is hazavitték. Ebédnél az étteremben minden asztalnél kilenc gyerek iilt
(Marecsi néni kiilon asztalnal). Hanyan jarnak a 3.d osztalyba?

Megoldas. Az osztaly létszaméat x-szel jelolve, az alabbi kongruenciarendszert irhatjuk fel:
x = 4 (mod 5)
x 1 (mod 7)
x = 2 (mod 9)

Az els6 kongruenciabol kapjuk, hogy « = 5y + 4 (alkalmas y egész szammal). Ezt helyettesitjiik a masodik kongruenciaba,
és megoldjuk y-ra:

5y4+4=1(mod 7) <= 5y = —3 (mod 7)
< y=-2(mod 7)
< y="72z—2 (alkalmas z egész szammal).
Fejezziik ki x-et z segitségével: x =5y +4 =5 (7z —2) +4 = 352 — 6. Ezt helyettesitjiik be a harmadik kongruenciaba, és
megoldjuk z-re:
352 — 6 =2 (mod 9) <= 35z =8 (mod 9)
< z=1(mod 9)
<= 2z=9t+1 (alkalmas t egész szammal).

Fejezziik ki a-et t segitségével: © = 352—6 =35-(9t+1)—6 = 315¢+29, azaz . = 29 (mod 315). Ha t < 0, akkor x negativ
lesz, t > 0 esetén meg t6bb, mint 300-an jarnanak az osztalyba. Tehét az egyetlen reélis megoldast t = 0 adja: 29-en jarnak
a 3.d osztalyba.

46. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

x = 3 (mod 5)
x =1 (mod 6)
x =7 (mod 9)

Megoldas. A végeredmény = = 43 (mod 90); a levezetés megnézhets ebben a vide6ban: https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8.

47. feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

10z = 16 (mod 9)
6z = 3 (mod 21)
3x = 2 (mod 5)

Megoldas. A végeredmény x = 214 (mod 315); a levezetés megnézhets ebben a videdban: https://youtu.be/ENgm20qMmRO.

48. feladat. Egy labdarigo-mérkézésre azonos szami féréhellyel rendelkezd buszokkal érkeznek a szurkolok, akiket biztonsagi
okokbdl kisebb csoportokban engednek be a stadionba. El@szor 4 busznyi szurkold érkezett, és 5 {6s csoportokban engedték be
Gket, igy az utolso6 csoportban csak 3 szurkoldé maradt. Maskor 13 busszal érkeztek, és 8-as csoportokban nyertek bebocsatast,
és ekkor szintén 3 szurkol6 maradt az utoljara beengedett csoportban. Amikor pedig 16 busszal érkeztek szurkolok, és
egyszerre 9-et 1éptettek be, akkor végiil 5 szurkolé maradt. Hany személyesek a buszok, ha tudjuk, hogy egy buszba legfeljebb
100-an férnek, és a buszok minden esetben tele voltak?

Megoldas. A végeredmény 47; a levezetés megnézhets ebben a videdban: https://youtu.be/VW7nCtXrgjY.

49. feladat. Oldja meg az alabbi linearis kongruenciarendszert.

3z = 5 (mod 10)
3z = 17 (mod )
14z = 10 (mod 6)

50. feladat. Ha egy kosar tojast 2, 3, 4, 5 vagy 6-osaval tritiink ki, rendre 1, 2, 3, 4, 5 tojas marad benne. Ha azonban
T-esével vessziik ki a tojasokat, akkor egy sem marad benne. Legalabb hany tojas van a kosarban?

51. feladat. Mennyi a maradék, ha a 20122013 + 20132012 gsszeget elosztjuk 2012 - 2013-mal? (Utmutatas: Kénnyen kisza-
molhato a modulo 2012 és a modulo 2013 maradék (ugye?). Ezekbdl egy kongruenciarendszerrel ki lehet szamitani a modulo
2012 - 2013 maradékot.)


https://youtu.be/Mt1eWRo3mV8
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52. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) A 6,39,72,105,... szamtani sorozatnak és a 6,132,258,384, ... szamtani sorozatnak a mdsodik kozos tagja 4164.

(b) Ha m és n relativ primek, akkor van megoldéasa az alabbi kongruenciarendszernek:

b (mod m)
d (mod n) }

axr
CT

(¢) Ha a = 1423 (mod 2021), akkor a nem lehet oszthat6 13-mal.

53. feladat. Oldjuk meg az aldbbi paraméteres linearis kongruenciarendszert.

x = ¢ (mod 6)
x = c¢a (mod 5)
x = ¢z (mod 7)

Megoldas. A végeredmény: x = —35¢; — 84c2 — 90cs (mod 210). (Ha a segéd-kongruenciarendszerek legkisebb nemnegativ
megoldasait vessziik, akkor azt kapjuk, hogy © = 175¢1 + 126¢2 + 120¢5 (mod 210), és ez ekvivalens az el6bbi megoldassal.)

54. feladat. Teljes maradékrendszerek-e az alabbiak modulo 77
(a) 0,1,2,3,4,5,6

)
(b) 1,2,3,4,5,6,7
(¢) 0,1,2,3,4,5,6,7
(d) 1,2,3,5,8,13,21
(e) 1001, 2001, 3001,4001, 5001, 6001, 7001
Megoldas
(a) igen
(b) igen (7 =0)
(¢) nem (8 eleme van, nem 7)
(d) nem (egyrészt van ismétlsdés a maradékok kozott (hol?), masrészt 4 nincs reprezentélva)
(e) igen (7 szam van, és paronként inkongruensek modulo 7, mert 1000i = 10005 (mod 7) <= i=j (mod 7))

55. feladat. Szamoljunk Zi5-ben:

(a) 8+ 10 =7 6 3 =2
(b) 8 —10 =7 (&) 371 o
8.10 =2 o
(2) 2#)—?. (b) 4 =
() 3/10=2 (i) 5/2=?
(e) 6/9 ="
Megoldas.
(a) 8+10=18=3 (f) 5*1:g
(b) §_i — :,1 (g) 3~ nem értelmezett
08 == R
(d) 8/10 nem értelmezett NEB_E.5 _ES_T0-T0 =13 _53/3- 10
(e) 6/9 nem egyértelmi (lehetne 4, 9 vagy 14 is) (i) 5/2= - =40 = 10 (vagy 5/2 = 20/2 = 10)

56. feladat. Oldja meg az alabbi paraméteres linearis kongruenciarendszert.

z = ¢; (mod 3)
T = ¢y (mod 5)
z = ¢z (mod 11)

57. feladat. Szamitsa ki Zog-ban az 1 +2  +---+22 ' osszeget (a végeredményiil kapott maradékosztalyt a legkisebb

nemnegativ elemével reprezentaljuk). Utmutatés: tobbet ésszel, mint erével!

58. feladat. Mit ad 2021-gyel osztva 2020! maradékul? Es mit ad 625-tel osztva 624! maradékul? Utmutatas: tobbet ésszel,
mint erével!

59. feladat. Milyen szabaly szerint vannak beirva a szamok az alabbi matrixba? Jel6lje a; ; az i-edik sor j-edik elemét, de
most ne 1-t8l, hanem 0-t6l szamozzuk a sorokat és oszlopokat (példaul agg = 0,a08 = 8,a30 = 27,a3 s = 35). Adja meg az



a; ; szamot i és j fiiggvényében egyetlen (minél egyszertibb) képlettel.

0 28 20 12 4 32 24 16 8

9 1 29 21 13 5 33 25 17
18 10 2 30 22 14 6 34 26
27 19 11 3 31 23 15 7 35

Egy kis segitség: http://www.math.u-szeged.hu/"twaldha/tanitas/algszam3ot_2021osz/torusz.html,

60. feladat. Szamitsuk ki a Zso gyiirtiben a 111 elemet.

Megoldas. A kérdést gy is megfogalmazhatjuk, hogy mit ad 52-vel osztva maradékul 111°0. Elgszor az alapot redukéljuk
modulo 52: mivel 111 = 7 (mod 52), ezért 11150 = 7% (mod 52). Ellendrizziik, hogy az alap és a modulus relativ prim
(kiilonben nem hasznalhatjuk az Euler—Fermat-tételt): Inko(7,52) ~ 1. Szamitsuk ki p(52) értékét: p(52) = p(4) - p(13) =
2.12 = 24. A kitevst modulo (52) redukalhatjuk: 50 = 2 (mod 24), tehat 750 = 72 = 49 (mod 52), és igy 111 = 49.

61. feladat. Mit ad 80(11"™") maradékul 53-mal osztva?

Megoldas. Elgszor az alapot redukaljuk: 80 = 27 (mod 53). Ellendrizziik, hogy az alap és a modulus relativ prim:
Inko(27,53) ~ 1. Szamitsuk ki ¢©(53) értékét: ¢(53) = 52. Most a kitevét kell kiszamitanunk modulo 52. Szerencsére
ezt az el6z6 feladatban méar megtettiik: 111°° = 49 (mod 52). Mindezek alapjan 80(11°°) = 2749 (mod 53). Ez még
mindig tal nagy szdm. Vegyiik inkdbb a kitevonél a legkisebb abszoltt értéki maradékot: 111°0 = 49 = —3 (mod 52).
Igy tehat 80(111") = 2773 = (2771)3 (mod 53). Sziikségiink van 27 multiplikativ inverzére modulo 53. Ezt megkapjuk a
27z =1 (mod 53) kongruencia megoldasabdl: © =2 (mod 53). Tehat a szamolast igy fejezhetjiik be: 80(111°") = 973 =
(27713 =23 =8 (mod 53), vagyis a keresett maradék 8.

62. feladat. Oldja meg a p(n) = 4 egyenletet a természetes szamok halmazén. (Az Gsszes megoldast keressiik meg, de ne
shyers erdszakkal”!).

63. feladat. Mi az utolsoé két szamjegye az 19971998 szamnak?

64. feladat. Milyen nap lesz 11...11 nap milva?
—
99

65. feladat. Mit ad maradékul googolplex 21-gyel osztva?

66. feladat. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan haromjegyti szamot, amelynek 21 osztoja van.

Megoldas. A 7(n) = 21 egyenlet 100 és 999 kiozé es6 megoldasait keressiik. Legyen n primhatvanytényezss felbontasa
n=pi ... pp*. Ekkor 7(n) = (a1 +1) - ... (ag + 1) = 21. Itt minden tényezs legalabb 2 (miért?), tehat 21-et fel kell
bontanunk minden lehetséges modon 1-nél nagyobb szamok szorzatara. Két lehetéség van: 1. 21 (k =1), és 2. 3-7 (k = 2).

1. eset: k=1 és 7(p]*) = 21.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha oy = 20, azaz n = p?°. Ebben az esetben nem kapunk megoldast, mert mar 22° is
(joval) nagyobb, mint 999.

2. eset: k=26és7(p') =3, T(p3?)=T.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a1 = 2 és ag = 6, tehat n = p? - p§. Mivel 3¢ > 999, csak py = 2 lehetséges, vagyis
n = p? 2% = p?.64. Itt p; csak 2 vagy 3 lehet, mert p; = 5 esetén mar til nagy szamot kapunk. A p; = 2 eset nem
lehetséges, mert p; és py két kiilonbozé primszam. Az egyetlen megoldas tehat 32 - 26 = 576.

67. feladat. Melyik a legkisebb olyan természetes szam, amelynek 18 osztoja van?

Megoldas. A 7(n) = 18 egyenlet legkisebb megoldasat keressiik. Az el6z6 feladathoz hasonléan 18 szorzatfelbontéasait
vizsgaljuk. Most négy lehet&ség van.
1. eset: k=1 ¢és 7(p]") = 18.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a; = 17, azaz n = p}”. A legkisebb ilyen szam 2'7 = 131072.
2. eset: k=2¢és7(pt) =9, 7(p3?) = 2.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha oy = 8 és ap = 1, tehat n = p§ - po. A legkisebb ilyen szam 28 - 3 = 768.
3. eset: k=2¢s7(p!) =6, 7(p3?) = 3.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a; = 5 és ap = 2, tehdt n = p? - p3. A legkisebb ilyen szdm 2° - 32 = 288.
4. eset: k=3 ¢és 7(pi*) =3, 7(p3?) =3, 7(p3®) =2.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha a1 = 2, ap = 2 és a3 = 1, tehat n = p? - p3-p3. A legkisebb ilyen szam 22-32.5 = 180.
A legkisebb megoldés tehat 180.
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68. feladat. Oldjuk meg a o(n) = 42 egyenletet.

Megoldas. Legyen n primhatvanytényezds felbontasa n = pi™* - ... - pp*. Ekkor o(n) = o(p{*) - ...  o(pp*) = 42. Itt minden
tényezs legalabb 3 (miért?), tehat 42-t fel kell bontanunk minden lehetséges médon 2-nél nagyobb szamok szorzatéara. Erre
harom lehetSség van: 1. 42 (k=1), 2. 3-14 (k=2) és 3. 6-7 (k=2).
1. eset: k=1 és o(p]') = 42.
> 1+p+p?+--+pft =42 = p; | 41. Mivel 41 primszam, csak egy lehetség van p;-re:
o pp =41 = 1+41+41%2 + -+ 419 =42, ésigy ap = 1.

1. megoldas: p; =41, = 1, tehat n = 41.
2. eset: k=2¢s o(pl*) =3, o(py?) = 14.
Kiilon-kiilon meg kell vizsgalnunk a két egyenletet.
> L+p+pi+-+pf =3 = p;1 | 2. Mivel 2 primszam, csak egy lehetdség van p;-re:
ep =2 = 14+24+224...42% =3, ésigya; = 1.
> L+po+pi+---+py2 =14 = py | 13. Mivel 13 primszam, csak egy lehetGség van po-re:
e py=13 = 1+13+13%+--- +13% =14, és igy ag = 1.
2. megoldas: p; =2,a; =1¢és py =13, a0 = 1, tehat n =2 - 13 = 26.
3. eset: k=26 o(p]*) =06, o(py?)=1T1.
Kiilon-kiilon meg kell vizsgalnunk a két egyenletet.
> l+pr+pi+- - +pft =6 = p; | 5. Mivel 5 primszam, csak egy lehet&ség van p;-re:
ep1=5 = 1+5+52+ - +5% =6, ésigy a; = 1.
> Ltpo+pi+--+py2 =7 = py|6. Mivel 6 =2-3, két lehetSség van po-re:
oy =2 = 1+2+22 ... 42% =7 ésigy as = 2.
e pp=3 = 1+3+3%+... 43 =7, deilyen ay nem létezik.
3. megoldas: p; = 5,0y =1 6és py = 2,0 = 2, tehat n =5- 2% = 20.

Az egyenletnek tehat harom megoldésa van: n = 20,26, 41.

69. feladat. Oldjuk meg a o(n) = 93 egyenletet.

Megoldas. Legyen n primhatvanytényezds felbontasa n = pi* - ... - pp*. Ekkor o(n) = o(p{*) -... - o(pp*) = 93. Itt minden
tényezs legalabb 3 (miért?), tehat 93-at fel kell bontanunk minden lehetséges modon 2-nél nagyobb szamok szorzatara. Erre
két lehetdség van: 1. 93 (k=1) és 2. 331 (k= 2).
1. eset: k=1 és o(p]*) =93.
> L+p+pi+--+pf =93 = p1|92. Mivel 92 = 22 - 23, két lehetdség van p;-re:
e p =2 = 1424224 ... 4+2% =93, de ilyen a; nem létezik.
e p1 =23 = 1+23+232+ ... 423% =93, de ilyen a; nem létezik.
Az 1. esetben tehat sajnos nem kaptunk megoldést. Sebaj, nézziik a 3 - 31 esetet!
2. eset: k=2¢és o(p]*) =3, o(p3?) =31
Kiilon-kiilon meg kell vizsgélnunk a két egyenletet.
> 1+p+pi+---+pf' =3 = p;1 | 2. Mivel 2 primszam, csak egy lehetdség van p;-re:
e p =2 = 1+2+224+...42% =3 ésigy a; = 1.
> Az 1+py+p3+ - +p5? =31 = py|30. Mivel 30 =2-3 -5, harom lehetdség van po-re:
o py=2 = 14+2+224...42% =31, és igy ay = 4.
e py=3 = 1+3+3%+...+3% =31, de ilyen oy nem létezik.
e py=5 = 1+5+52+ .- 4+5% =231, és igy as = 2.
Most minden lehetséges modon kombinalnunk kell a kapott py, ay és pa, ae értékeket, hogy megkapjuk az n = p{* - pg?
szamot. Vigyazni kell arra, hogy p; és ps ne legyen egyenld!

1. megoldas: p; =2,a1 =1 és py = 5,9 = 2, tehat n = 2! - 52 = 50.
Az egyenletnek tehat n = 50 az egyetlen megoldasa.

70. feladat. Hatarozza meg az Osszes olyan kétjegyti szamot, amelynek 12 oszt6ja van.
71. feladat. Oldja meg a o(n) = 56 egyenletet.
72. feladat. Mennyi 10'%° osztoinak szorzata?

73. feladat. Hany olyan derékszogi haromszog van, amelynek oldalai egész szamok, és egyik befogdja 10007 (Egybevago
haromszogeket nem kiilonboztetiink meg.)



74. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Ha p primszam, akkor (p—1)! =p—1 (mod p).
(b) Az Euler-féle ¢ fiiggvény sziirjektiv.

n—1 —

(c¢) Barmely n > 2 és a € Z esetén, ha Inko(a,n) = 1, akkor a (mod n).

75. feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra

d|n d|n

Megoldas. Vegyiik észre, hogy mindkét oldalon egy konvolucio 4ll:
NS AN n
Y r(d)id (E) L Zo(d)l(g).
d|n d|n

Tehat azt kell igazolni, hogy 7 xid = o % 1. Ez kénnyen kijon a konvolucié asszociativitdsabol és kommutativitasabol,
felhasznalva, hogy 7 = 1% 1 és 0 = id x1:

Txid=(1*1)xid=1x%(1*id) =1x(id*1)=1%x0=0x*1.

76. feladat. A Mangoldt-féle fiiggvény a kovetkezGképpen van definidlva:

A(n) logp, han=p* (primhatvany),
n)=
0, ha n nem primhatvany.

Hatarozzuk meg A Osszegzési fliggvényét.

Megoldas. Legyen n primhatvanytényezds alakja n = p{*-...-pp*. A > din A(n) dsszegben elegendd a primhatvany osztokat
tekinteni, mert a tébbin tugyis nulla lesz A értéke:

D AM) = Apr) + AWD) + -+ AP + - 4 Alpk) + A7) + - + Alpp*) =
d|n

= aylogpr + -+ + aglogpy = log(py™ - ... p*) = logn.

A A fliggvény Osszegzési fiiggvénye tehat a logaritmusfiiggvény.

77. feladat. Az f szamelméleti fliggvényrdl annyit tudunk, hogy f(3) =2, f(5) =7, f(45) = 21, és még azt, hogy f gyengén
multiplikativ. Hatarozza meg F(45) értékét, ahol — szokas szerint — F jeloli a f fliggvény Osszegzési fliggvényét. (A sziikséges
f(n) értékeket ki lehet szdmolni a megadottakbdl a gyenge multiplikativitas segitségével, de f(9) kiszamolasanal 6vatosnak
kell lenni!)

78. feladat. Tekintsiik az F(n) = # szamelmeéleti fliggvényt, és legyen f ennek a fliggvénynek a megforditési fiiggvénye.
Szamitsa ki f(20) értékét.

79. feladat. Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szam esetén fennall az alabbi gyonyori Osszefiiggés. Utmutatas:
tobbet ésszel konvoltcioval, mint erdvel!
n
> el (%) = o).
dln

80. feladat. Bizonyitsa be, hogy a primitiv n-edik egységgyokok osszege p(n).

81. feladat. Szamitsuk ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat és adjuk meg az fu+ gv = Inko(f, g) egyenlet egy
megoldasat az R[z] polinomgytriben.

f=a*+223 + 42 + 22 +3, g=a3+22+2-3

Megoldas. Az euklideszi algoritmust végrehajtva azt kapjuk, hogy

1 1
lnko(f,g)~x2+2x+3:f~§ —g-x;— ,

4 — 14 —_1,._1
tehatu—2esv— 3T — 3.



82. feladat. Hatérozzuk meg a 223 + 422 + 4x € Zz[z]/(z* + 223 + 522 4 22 + 5) maradékosztaly multiplikativ inverzét.
Megoldas. Adjunk neveket a polinomoknak:
m=a*+ 223 + 522 + 22 + 5, f=22%+42% + 4z

Az f € Z7[x]/(m) maradékosztaly inverzét kell kiszamolnunk. Jeldljiik wi-sal ezt az inverzet; ekkor az inverz definiciéja szerint
f-u=1. Ez az egyenlGség ekvivalens az f -u =1 (mod m) linearis kongruenciaval, azt pedig atirhatjuk az fu — mov = 1
,diofantoszi” egyenletre.

Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az m és f polinomokra (amelyik polinomnak van ,neve”, arra mindig a nevével
hivatkozunk a jobb atlathatosag kedvéért):

osztand6 = hanyados-oszt6 + maradék
(1) m = de-f + 322+2z+5
(2) f = Br+4)-Bz*+22+5) + 2z+1
3) 3a2+3c+5 = Gr+2)@r+T) +
(4) 2r+1 = (Bzx+5)-3 + 0

(Az utols6 osztast ki is hagyhattuk volna, mert 3 ~ 1, tehat barmilyen polinomot osztunk is 3-sal, mindig 0 lesz a maradék.)

A legnagyobb kozos oszté az utolsé nemnulla maradék: Inko(f,m) ~ ~ 1.
A diofantoszi egyenlet megoldésahoz fejezziik ki a maradékot az euklideszi algoritmus soran elvégzett mindegyik osztésnal
(az utolsot kivéve):

maradék = osztandé6 — hanyados - 0szto
(1) 32 +20+5 = m — dx-f
(2) 2r+1 = f — (Bx+4) (322 +2x+5)
(3) Inko(f,m)~[3] = 322+20+5 — (Gz+2) (2z+1)

Az a célunk, hogy mindegyik maradékot f és m segitségével irjuk fel (fu + mv alakban). Az els6 osztas maradéka méar ilyen
alakban van. Ezt behelyettesithetjiik a mésodik osztas maradékanak fenti felirasabas:

2e+T1=f—Br+4) - B> +22+5)=f—Bz+4)-(m—4da-f)={dx+3)-m+ Gx® +22+1)- f.

A harmadik osztas maradékanak fenti felirisaba behelyettesitjik az els6 két osztas maradékanak f és m segitségével felirt
alakjat:

Inko( f,m) ~=§m2+§m+5—(5x+§)~(§a:+f) =
= (m—1x~f)—(5m+§)~((Zﬂc+§)~m+(5x2+§x+f)of) -
=(@*+52+2)-m+BaP+22 +2+5)-f.
Azt kaptuk, hogy
BxP+a®+x+5) - f+ (2 +5x+2)-m=3.

Mar majdnem készen vagyunk, de nekiink nem 3-t, hanem 1-t kell felirnunk fu + muv alakban. Ehhez be kell szoroznunk az
egyenldséget 3 multiplikativ inverzével, vagyis 5-sal:

(23 + 522 +524+4) - f+ (Ba? +4x+3)-m=1.

Ebbdl leolvashatjuk az fu —muv = 1 egyenlet egy megoldaséat: u = 2% 4+ 522 +5x +4, v = 222 + 3z 4+ 4. Tehat f multiplikativ
inverze z3 + 5x2 + 5x + 4.

83. feladat. Hatarozzuk meg a 322 + 2 € Zs[z]/(23 + = + 1) maradékosztaly multiplikativ inverzét.

Megoldas. Az fu+muv = T egyenletet kell megoldanunk, ahol f = 322 +2 és m = 23 +x + 1 (az inverzet az u polinom fogja
adni). Az euklideszi algoritmusbol kapjuk, hogy

Inko(f,g) ~4=f-Bz*+2+1) + m- (z+2).

Be kell szoroznunk 4 = —I-sal, hogy a bal oldalon 1 alljon, és ezutan mar leolvashato, hogy v = 222 + 4z + 4 és v = 4z + 3.

4
— —1 = I
Tehat 322 +2 =222+ 4z + 4.




84. feladat. Bontsuk irreducibilis tényezdk szorzatara az f = 25 + 32* — 2% + 222 + 2 — T € Zs[z] polinomot.

Megoldas. Sorra kiprobaljuk, hogy 0, 1, 2, 3, 4 valamelyike gydke-e a polinomnak, és amelyik igen, annal kiemeljiik a
megfelels gycktényezst (pl. Horner-moédszerrel), figyelve arra, hogy lehetnek tobbszords gyokok is. Igy azt kapjuk, hogy
f=(@-1)%x-3)(z—4) (2% +42 +2). Az elséfoki tényezék nyilvan irreducibilisek, és a masodfoki tényezé is irreducibilis,
mert nincs gyoke (hiszen minden lehetséges gyokot kiprobaltunk mar).

85. feladat. Bontsuk irreducibilis tényezdk szorzatara az f = 25 + x* 4 223 + 22 + 1 € Z3[x] polinomot.

Megoldas. Az el6z6 feladat modszerét kovetve kapjuk a felbontést: f = (v — 1)(z — 2)(23 + 2% + 2). (Indokoljuk meg, hogy
miért irreducibilisek a tényezsk!)

86. feladat. Szamitsa ki az f és g polinomok legnagyobb kozos osztojat és adja meg az fu + gv = Inko(f, g) egyenlet egy
megoldasat az R[z] polinomgytriben. (A megoldast tessék szamitogéppel ellendriznil)

f=a% a2t +22 -1, g=2a"423

87. feladat. Hatarozza meg a 222 + 3z + 2 € Zs[z]/(2® + 4x) maradékosztaly multiplikativ inverzét. (A megoldast tessék
szamitogéppel ellendriznil!)

88. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatéra az f = x% + 2* + 22® + 1 € Zs[x] polinomot, és indokolja is meg, hogy
miért irreducibilisek a kapott tényezdk. (A megoldast tessék szamitogéppel ellendriznil)

89. feladat. Hany irreducibilis masodfoku f6polinom van Z,[z]-ben (p tetszdleges primszam)?

90. feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az f = 2% — 2% — 223 — 322 — 2z — 2 polinomot.

Megoldas. A Rolle(?)-tétel szerint raciondlis gyok csak +1, 42 lehet. Ezek koziil 1 és —2 valoban gyok. Horner-modszerrel
levalasztva a gyoktényezdket azt kapjuk, hogy f = (z+1)(z — 2)(2* + 222 +1). Az 2* 4 22 + 1 polinomnak nincs racionalis
gyoke (ha lenne, megtalaltuk volna), de mivel negyedfoki, ebbsl még nem deriil ki, hogy irreducibilis-e. Valojaban nem is
irreducibilis, hiszen teljes négyzet: z* + 222 + 1 = (22 + 1)?, az 22 + 1 polinom viszont mar irreducibilis Q felett (miért?).
Tehat f irreducibilis faktorizacioja Q felett:

f=(x+1)(z—2)(z*+1)~%

91. feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az f = 2x7 + 528 + 4a° + 13z + 5423 + 8422 + 54z + 12
polinomot.

Megoldas. A Rolle(?)-tétel szerint raciondlis gydk csak +£1, £2, +3, 44, +6, £12, £3, +3 lehet. Ezek koziil —1 és —3 valoban
gyok. Horner-modszerrel levalasztva a gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

f= (x + %)(x +1)%(22% + 122 + 24) = (22 + 1) (z + 1)*(z* + 62 + 12).

Az x* + 62 + 12 polinomnak nincs raciondlis gyoke (ha lenne, megtalaltuk volna), de mivel negyedfoki, ebbdl még nem deriil
ki, hogy irreducibilis-e. Hasznalhato viszont a Schonemann—Eisenstein-tétel (p = 3), tehat a fenti felbontasban mar valoban
irreducibilis minden tényezs.

92, feladat. Irreducibilis-e Q felett az f = 2* + 1 polinom?

Megoldas. A polinomnak nincs racionalis gyoke (még valos sincs), de mivel negyedfokt, ebbdl nem kovetkezik semmi. Sajnos
a Schonemann—Eisenstein-tétel nem alkalmazhato, viszont a polinom elég szép ahhoz, hogy meg tudjuk hatérozni a komplex
gyokeit: ﬁ:% + %z Az a = % + %z és B = —% + %z jelolést hasznélva, igy fest f gyoktényezGs alakja, azaz C feletti

irreducibilis felbontésa:
f=(-a)a-a)— BB
A komplex konjugalt gyokokhoz tartozd gyoktényezsket Osszeszorozva kapjuk az R feletti felbontast:

f= (22 =V2z +1)(a?+V2z +1).

(Ehhez nem kell sokat szamolni, ha hasznéljuk a kovetkezs formulat: (z — a)(x — @) = 22 — 2Rea - x + |af?.)

Ha az f polinom felbomlana Q felett kisebb fokt polinomok szorzatara, akkor Q C R miatt az a felbontéas egyuttal R feletti
felbontas is lenne. Node R felett csak igy bomlik fel: f = (22 —v/2x+1)(2% + /22 +1). Ebbdl kovetkezik, hogy f irreducibils
Q felett.




93. feladat. Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az f = 2% — 27 polinomot.

Megoldas. Sajnos se a Rolle(?)-tétel a Schonemann—Eisenstein-tétel nem segit. Viszont a polinom elég szép ahhoz, hogy
meg tudjuk hatarozni a komplex gySkeit: ++/3, :I:@ + %z Az a = ? + %2 és B = —? + %z jelolést hasznélva, igy fest f
gyoktényezds alakja, azaz C feletti irreducibilis felbontésa:

f=(z=V3)(&+V3)(x —a)(z —a)(x— )z~ B).
A komplex konjugalt gyokokhoz tartozé gyoktényezdket Osszeszorozva kapjuk az R feletti felbontéast:
f=(&—=V3)(z+V3)(a® = V3x +3) (2 + V3x +3).

Mivel Q C R, ha egy Q[x]-beli polinom irreducibilis R felett, akkor irreducibilis Q felett is. Forditva ez nem igaz: eléfordulhat,
hogy egy Q felett irreducibilis polinom R felett mar felbonthato. Ezért a (még egyelére ismeretlen) Q feletti felbontasbol
gy kaphato az R feletti felbontés, hogy bizonyos tényezbket tovabb bontuk. Forditva, az R feletti felbontasbol tgy kaphato
a Q feletti felbontés, hogy bizonyos tényezsket Osszeszorzunk. A lehets legkevesebb szorzést kell elvégezni, épp csak annyit,
hogy eltinjon minden irracionalis szam (kiilonben ,tal nagy” tényezéket kapunk, amelyek mar nem lesznek irreducibilisek Q
felett). Igy kapjuk a fenti R feletti felbontasbol a Q feletti irreducibilis faktorizaciot:

f=(@*=3)(a*+ 322 +9).
A fenti gondolatmenetbd] kivetkezik, hogy itt mindkét tényezd irreducubilis Q felett. Az z* + 322 + 9 polinom példaul azért,
mert ha Q felett felbomlana, akkor QQ C R miatt az a felbontas egyuttal R feletti felbontas is lenne, node R felett csak igy
bomlik fel: 2% + 322 +9 = (22 — V3x + 3)(2® + V3x + 3), és ez nem Q feletti felbontas. Az x> — 3 polinomra hasonld

gondolatmenet alkalmazhato, de van egyszertibb indoklas is: 22 — 3 azért irreducibils Q felett, mert nincs racionélis gycke és
csak mésodfoka.

94. feladat. Milyen alaki elemi tortek Osszegére lehet felbontani R illetve C felett az alabbi racionalis tortet? (A szamlalokat
nem kell kiszdmolni, csak a nevezdket.)
327 — 62° + 11t — 223 + 422 — 17
2 + 1625 + 64

95. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az f = 2% + 2° + 22 + 423 — 422 + 42 — 8 polinomot, és
indokolja is meg, hogy a kapott tényezsk miért irreducibilisek. (A megoldast tessék szamitogéppel ellendrizni!)

96. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatéra az f = 528 — 527 + 422 — 2z — 2 polinomot, és indokolja is
meg, hogy a kapott tényezSk miért irreducibilisek. (A megoldést tessék szamitogéppel ellendrizni!)

97. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az f = 28 — 81 polinomot, és indokolja is meg, hogy a kapott
tényezSk miért irreducibilisek. (A megoldast tessék szamitogéppel ellendrizni!)

98. feladat. Mely p primszamok esetén van racionalis gydke az x* + 223 — 1622 4 22 + p polinomnak?

99. feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. (A valaszt természetesen indokolni kell!)
(a) Ha egy f € Q[z] polinom irreducibilis Q felett, akkor nincs valés gyoke.
(b) Az f = Ta3xe + Tx123 € Rlx1, 72, 23] polinom szimmetrikus.

(c) Van olyan f € Rz, xq, z3] szimmetrikus polinom, amelynek tagjai kozott szerepel 5zixizi3.

100. feladat. Fejezze ki a 0y, 09,,03 € Rlzy, 2, 23] elemi szimmetrikus polinomok segitségével az alabbi polinomot. (Ut-
mutatas: tobbet ésszel, mint erdvell)

(1‘1 + 19 — ZC3)(1‘1 + Tr3 — 1’2)(1‘2 + Tr3 — 171).




