Irreducibilis polinomok




Irreducibilitas

Definici6.
A p € T [x] polinom irreducibilis, ha legalabb elséfok, és csak tgy bonthaté két
polinom szorzatara, hogy az egyik tényezé asszocialt p-hez. (Ekkor a masik tényezd
sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor trivialis faktorizaciorol beszéliink.)
Formalisan:

Vg€ T[x|:p=fg = (p~fvagyp~g).

Allitas.
Egy legalabb elséfoka p € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha p nem
bonthaté deg p-nél kisebb fokszama polinomok szorzatara.

Bizonyitas.
> trivialis felbontas: p = f - g, ahol degf = 0,degg = deg p (vagy forditva)

» nemtrivialis felbontas: p=1f - g, ahol 1 < degf,degg < degp



Egyértelmii irreducibilis faktorizacio

Definicié.
A p € T [x] polinom prim, ha legalabb elséfoka, és valahanyszor osztéja egy
szorzatnak, mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényez8jének. Formalisan:

VigeT[x]:plfg = (p|fvagyplg).

Tétel.
Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvivalens.

Tétel.
Minden legalabb elséfoki polinom felbonthaté irreducibilis polinomok szorzatéra.

Ez a felbontas a tényez6k sorrendjétsl és asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmien
meghatarozott, azaz ha p1-...  pn és g1 ... gm ugyanazon polinom két
irreducibilis faktorizacidja, akkor n = m, és létezik olyan 71 € S, permutacié, hogy
minden i = 1, ..., n esetén

Pi ™~ Qr(i)-



Irreducibilitas vs. gyokok

Allitas.
Az els6foki polinomok barmely test felett irreducibilisek.

Bizonyitas.
Ha f = g - h, akkor degg + degh =1, és igy

degg =1,degh=0 vagy degg =0,degh=1.
Mindkét esetben trivialis a felbontas.

Tétel.
Ha f € T [x] irreducibilis és deg f > 2, akkor f-nek nincs gydke.

Bizonyitas.
Ha a gydke f-nek, akkor f = (x —a) (- - - ) nemtrivialis felbontas.



Irreducibilitas vs. gyokok

Tétel.
Ha f € T [x] és 2 < degf < 3, akkor f pontosan akkor irreducibilis, ha nincs gySke.

Bizonyitas.

Ha f = g - h, akkor deg g +deg h € {2, 3}, igy a nemtrivialis felbontasokra a
kovetkezd lehetSségek vannak:

degf degg degh

2 1 1
3 2 1
3 1 2

Tehat f akkor és csak akkor nem irreducibilis, ha van elséfoka osztéja. Egy elséfoka
polinom asszocialtsag erejéig mindig x — a alakban irhaté* , ez pedig akkor és csak
akkor osztja f-et, ha a gydke f-nek. O

)=x-ua

*ax+b:a<x+§)wx+gzx_(_

[ ey



Irreducibilitas vs. gyokok

Osszefoglalva:

Az

irreducibilis = nincs gyoke
implikaci6 igaz a legalabb masodfoka polinomokra. Elséfokiiakra nem igaz: azok
mindig irreducibilisek és mindig van gyokiik!
A

nincs gydke = irreducibilis

implikaci6 igaz a masod- és harmadfoki polinomokra, de magasabbfoktakra nem!

Peélda.

Az f = x* + 2x%2 + 1 € R [x] polinomnak nincs valés gyoke, mégsem irreducibilis R
felett:
f=(x%+1)(x*>+1).



Irreducibilitas vs. gyokok

Legalabb negyedfokd polinomok esetén

A GYOKNELKULISEGBOL

nem Nem NEM NEM NEM NEM N EM

KOVETKEZIK
AZ IRREDUCIBILITAS!!!



Irreducibilis faktorizacié

Pelda.

Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:

f:x6+3x4—x3+2x2+x—1€Z5[x].

Mivel az alaptestnek csak 6t eleme van, egyenként kiprébalhatjuk, hogy gyoke-e
valamelyik az f polinomnak.

Amelyik igen, annal a Horner-médszerrel megallapitjuk a multiplicitast, és
levalasztjuk a gyoktényezdket:

f=(x—1)"(x—3)(x—4) (x> +4x+2).

Az x2 + 4x + 2 polinomnak nincs gydke (ha lenne, megtalaltuk volna), és csak
masodfoku, ezért irreducibilis.

(Ha negyed- vagy magasabb foka polinom marad a gyoktényezék kiemelése utan,
akkor valami triikkre van sziikség .. .)



Polinomgytiri maradékosztalyteste

Tétel.
A T [x] / (m) maradékosztaly-gytirti akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T
felett.

Bizonyitas.

Tudjuk, hogy
1. T [x]/ (m) kommutativ egységelemes gyfirii (3.25. All.);
2. f-nak akkor és csak akkor van inverze, ha f L m (3.26. Teétel);

3. tehat T [x] / (m) akkor és csak akkor test, ha legalabb kételemd, és
(%) VfeT[x]: m{f = fLlm
» Ha me T\ {0}, akkor (és csak akkor) T [x] / (m) egyelemd, tehat nem test.
» Ha m =0, akkor (x)-ra f = x egy ellenpélda. (Ekkor T [x]/(m) = T [x].)
» Ha m = f - g egy nemtrivialis felbontas, akkor (x)-ra f egy ellenpélda.

» Ha m irreducibilis, akkor (x) teljesiil, mert Inko (f, m) csak 1 vagy m lehet.
O



Legyen m = x% 4+ x + 1 € Zo[x] (miért irreducibilis?).
A T := Z[x]/(m) testnek négy eleme van: 0, 1, X, x + L.

+ 0 1 X x+1 . 0 1 X x+1
0 0 1 X  x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 x x+1 1
x+1|x+1 x 1 0 x+1]0 x+1 1 X
Ugyanez tdmérebben, a 0:=0, 1:=1, a:=X, B:= x + 1 jeldléssel:
+]0 1 a B 01 a P
00 1 a B 0|0 0O O O
111 0 B « 110 1 a B
x la B 0 1 x |0 a B 1
BB a« 1 0 Bl10 B 1 «a

Figyeljik meg, hogy
» {0,1} = {0,1} egy Zp-vel izomorf résztestet alkot T-ben;

> o =X gydke az x*> + x + 1 € T[x] polinomnak:
PHat+l=x>+x+1=x2+x+1=0=0.



Polinomgytiri maradékosztalyteste

Tétel.
Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jeldlje n az m polinom
fokszamat. Ekkor a K = T [x] / (m) maradékosztalygylir(i olyan test, amelyben az

m polinomnak van gydke: az « =X € K elemre m(a) = m(x) = m(x) =m =20

A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

ap_1x" 14 4 ax+ag (an,l,...,ao eT)
alakban. (Ha T = Z,, akkor |K| = p".)



OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibdvitésében.

Haaz m = x"+ b, 1x" L 4 -4 byx + by € T [x] irreducibilis fépolinomnak
akarunk ,,gyokdt csinalni”, akkor a K = T [x] / (m) testet kell elkésziteniink.

A K test elemeinek kanonikus alakja:

ao+alo¢+~-+an,1zx”_1 (ag,a1,-..,an-1 € T).

Az o szimbélumrél csak annyit kell tudni, hogy m (a) = 0, azaz
a" 4+ b,_1a" L 4. 4 bja + by = 0. Tehat a szamolasi szabaly:

n 1

a"=—b,_ 14" " — - — bjax — by.

(Es ha m nem irreducibilis?)



Egyszerii algebrai bévités

Kovetkezmény.

Tetsz6leges T test és m € T [x] irreducibilis polinom esetén létezik olyan K test,
amelyre

1. K bévitése T-nek, azaz K O T;
2. létezik olyan o € K elem, amely gydke m-nek;

3. K minden eleme egyértelmiien el&all
ap_10"™ 14+ ag (ap—1,....30 € T) alakban, ahol n = deg m.

Bizonyitas.

Legyen K = T [x] / (m), és alkalmazzuk az el6z8 tételt.

Definicio.

Azt mondjuk, hogy a K test T-bdl az a elem adjungalasaval keletkezik (jeldlés:

K = T (a)), és az ilyen médon elall6 testeket T egyszerd algebrai bévitéseinek
nevezziik.



A komplex szamtest Gjratdltve

Hajtsuk végre az elébbi konstrukciét a T = R és m = x2 4 1 esetben.
Most n = deg(x? + 1) = 2, tehat

K ={ap+ aix | ap, a1 € R}.
Irjunk X helyett a-t, és hagyjuk el a vonasokat a konstansokrél.
Ekkor K egy tipikus eleme:
apt+aix =apt+ay-x=a +a-«,
és az a szimb6lumra vonatkozé (egyetlen) szamolasi szabaly: a® = —1.

Tehat R [x] / (x2 +1) = C, és ezt tekinthetnénk akar a komplex szamok
definiciéjanak is.



Egy végtelen maradékosztalytest
Példa.
Hatarozza meg a K = Q[x] / (x3 — 7) testben a 2 — x elem multiplikativ inverzét.

K elemei ax?+ bx + ¢ (a,b,c € Q) alakaak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemetis megkapni.

— JveQX:2-x)u=1+(3-T7)v
— u=x>+2x+4 (modx3—7)

= T=x2+2x+4

Tehat 2—x ! = x2 4+ 2x + 4.



Gyoktelenités

Menjiink le alfaba:
K= {avc2+bu¢+c: a,b,cEQ},

ahol & gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokot csinalni, mert mar van neki: & = /7!
(Vagy & = ¥/7cis i2”.) Tehat K tekinthet6 szamtestnek is:

:{af/@—i-b{’ﬁ—o—cza,b,ce(@}.

Az elébb kiszamoltuk, hogy 2 — x T=x2 + 2x + 4, ami azt jelenti, hogy
(2—a) ' = a2 420 + 4, azaz

1
= V49 +2V7+4
2- V7

Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezSket gyokteleniteni.



Irreducibilis polinomok Q felett




Racionalis gyokok

Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = apx" 4+ - - - + a1 x + ag egy tetszbleges egész egyiitthatds polinom.
Ha g egy egyszerisithetetlen tort alakjaban felirt racionalis szam (azaz
p.gE€Z, qg#0éslInko(p,g) =1), akkor

f(g):O: q|anésp|ap.

Specialisan: egész egyiitthatds fépolinom racionalis gydkei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ag nem garantalja,
hogy g gyoke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a j6", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
racionalis gyokst megtalalhatjuk (ha van egyaltalan racionalis gyok).



Irreducibilis felbontas Q felett

Példa.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

f:2x5+3x4—7x3—3x2+8x—12.

Racionalis gyok csak 1, £2, £3, £4, £6, £12, £3, £3 lehet.
Ezek koziil —2 kétszeres gyok, % pedig egyszeres gyok:

F= (= (-2 (x = 2) (22~ 2x+2) = (x+2)? (2x —3) (¥ —x + 1).

A kék polinom irreducibilis Q felett: csak masodfokd, és nincs racionalis gydke.



Primitiv polinomok

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csinalni a fellépé tortek
k6z8s nevezéjének kiemelésével.

Peélda.

_ 152 45 5 _ 60,2 315 70
f=7x+Pxt3=0px"+t3gx+tx

= & (60x% +315x +70) = & -(12x> + 63x + 14).
- T
r

f*
Definicié.
Az apx" + -+ -+ a1x + ag € Z [x] polinomot primitiv polinomnak nevezziik, ha
egyltthatdi relativ primek, azaz Inko (ag, ..., an) = 1.
Allitas.

Minden racionalis egyiitthatés polinom felbonthaté egy racionalis szam és egy
primitiv polinom szorzatéara:

VFeQ[x] 3reQ3f"€eZ[x]: f=r-f" és f* primitiv polinom.



Felbontas Q, illetve Z felett

Megjegyzés.

Az el6z6 allitasban f ~ * (ha f # 0), tehat Q [x]-ben asszociéltsag erejéig mindig
lehet egész egyiitthatds (s6t, primitiv) polinomokkal szamolni. Minket a Q feletti
irreducibilitas érdekel, ezért j6 lenne kapcsolatot talalni a Q feletti felbontasok és a
Z feletti felbontasok kozott.

Peélda.
72x% — 102x* — 2244x3 4+ 208x2 — 1036x — 280 =

_ (15 2+ x + ).(%x37224x2+‘“§—8x7112> =
= 3 (123> +63x +14) - 32 (3x3 — 20x? + 8x — 10) =

0. (12x2 + 63x 4 14) (3x> — 20x* + 8x — 10) =

|
%\m

= 2-(12x> +63x 4+ 14) (3x® —20x*> + 8x —10) =
(

= (24x% +126x+28) - (3x> — 20x% + 8x — 10)



Gauss-lemma

Tétel (Gauss-lemma).

Primitiv polinomok szorzata is primitiv.

Példa. 72x° — 102x* — 2244x3 + 208x% — 1036x — 280 =
f

= (B +8x+3) (1853 —224x + 48x —112) =

g h
= 55 (127 +63x+14)- 2 (3> —20° +8x—10) =
L ! )
r g* s h*
— 550 (12 +63x+ 14)(3x3 — 203 £ 8x — 10) =
——
rs g*h*

(apx" a1 x" 1 fax+ay) €Z [x]

p
q
~ primitiv
egyszerulsitett

= g=16ésf =pg*-h* (ez mar egy Z feletti felbontas)



Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;

(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés.

Mivel Q test, ezért Q* = Q \ {0}, tehat Q [x] egységei a nemnulla konstans
polinomok. Ebbé&l kévetkezik, hogy az alabbi két feltétel ekvivalens minden
n-edfoka f € Q [x] polinom esetén:

(2) flg.he Qx]: f=gh és 0<degg,degh < n;

(2') f irreducibilis Q felett.



Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;

(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés (folyt.).

Viszont Z nem test, hiszen Z* = {1, —1}, tehat Z [x]-ben csak a konstans 1 és

konstans —1 polinomok egységek. Ezért az alabbi két feltétel NEM ekvivalens
minden n-edfoka f € Z [x] polinom esetén:

(1) flg.h€ Z|x]: f =gh é 0<degg, degh < n;
(1') f irreducibilis Z felett.

Példaul az f = 2x polinomra (1) teljesiil, de (1') nem, mert Z [x|-ben az f =2 - x
felbontas nem trivialis (hiszen se 2 se x nem egység Z [x]-ben).



Felbontas Q, illetve Z felett

Tétel.

Ha egy legalabb elséfoki egész egyiitthatés polinom nem bonthaté fel nala kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z [x]| és deg f = n > 1, akkor az alabbi két
allitas ekvivalens:

(1) fg.h€ Z|[x]: f =gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg.heQx]: f=gh és 0<degg,degh < n.

Megjegyzés (folyt.).

Tehat a fenti tételt NEM fogalmazhatjuk meg egyszeriien Ggy, hogy barmely

f € Z [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha irreducibilis Z felett.
(Meg lehet mutatni, hogy a Z feletti irreducibilis polinomok éppen a Q felett
irreducibilis primitiv polinomok, valamint a primszamok, mint konstans polinomok.)

Ez a tétel mégis j6l hasznalhat6 Q feletti irreducibilitas vizsgalatara. Adott

f € Z [x] polinom esetén azt kell eldonteniink, hogy f felbomlik-e két kisebb
fokszam egész egyiitthatés polinom szorzatara. Ehhez pedig oszthatésagi
feltételeket lehet hasznalni. ..



Kronecker médszere
Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q [x] polinom?
AMN
Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < degg < degh < n.
Ekkor degg < 2, és minden k € Z esetén g (k) | f (k). Példaul
a:=g(0)]f(0)=3, b:=g()|f(1)=1, c:=g((2)|f(2)=3.
Tehat az (a, b, ¢) szamharmasra 32 lehetéség van:
(a,bc) € {—3,—1,1,3} x {—1,1} x {-3,—1,1,3}.

Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a g polinomot
Lagrange-interpolaciéval.

Ha valamelyik osztja f-et, akkor kapunk egy nemtrivialis felbontast;
ha egyik se osztja f-et, akkor f irreducibilis.

(a,b,c)=(1,1,3) ~ g:X2—X+1 ~s f:(xz—x+1)(x2—3x+3)



Pontos oszthatésag

Definici6.
Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztéja az a egész szamnak, ha a oszthaté
p-vel, de p%-tel mar nem.

Jeldleés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aeés p®fa.

Peélda.
312 de 2j12



Schonemann—Eisenstein

Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).
Legyen f = apx" + -+ -+ ajx + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre

ptanplani,....p|a.pl a.
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

Kovetkezmény.
Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.

Bizonyitas.
x" 42

Erdemes ezt Ssszehasonlitani a komplex és a valés szamtest esetével:
» C felett csak az elséfokiak,
P> IR felett csak az els6fokiak és bizonyos masodfokuak
irreducibilisek.



VIZSGAN KERDEZNI FOGOM!

Megjegyzés.

A Schoénemann—Eisenstein-tétel megforditasa...

NEM IGAZ!!

Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfelelé
oszthatésagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditas helyett kévetkezzék inkabb a tétel ,tiikérképe".

Tétel (muivativd izstilidioubomi slst-nistenszid—nnesmsndroe).

Legyen f = apx™ + - - - + a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszam amelyre
pllamp|an_1,....p| a1, ptag, akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste
felett.



Irreducibilis felbontas Q felett

Peélda.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

f=2x" +5x5 + 4x® + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.

Racionalis gyok csak +1, £2, £3, 24, £6, £12, 3, £3 lehet.
Ezek kozil —1 és —% valéban gydk. Horner-médszerrel levalasztva a
gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)2 (2x* +12x +24) = (2x + 1) (x + 1)% (x* + 6x + 12).

A kék polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 3).

Peélda.

Bontsuk Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

f = 3x100 _ 10x°% 4+ 100x — 50.

A polinom irreducibilis Q felett: Schénemann-Eisenstein (p = 2).



Elemi tortekre bontas




Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

Definicié. c
Elemi torteknek nevezziik a — alaki torteket, ahol p primszam, k és c pozitiv
p

egészek, és ¢ < p.

Tétel.
Minden racionalis szam felirhat6 egy egész szam és elemi tortek sszegeként.

Bizonyitas (vazlat).
Harom ,triikkre” lesz sziikségiink:
1. Tetszdleges a, b, c € Z (a, b # 0) esetén

Y

alb = dx,yeZ: izg—i-b

ab

Ezt ismételten alkalmazva minden racionalis szamot fel tudunk bontani
primhatvany nevezdji tortek Gsszegére. Példaul:

157 157  x L_§+—4
72 23.32 7 923 " 327 23

32



Elemi tortekre bontas a racionalis szamok korében

Bizonyitas (folyt.)
2. Maradékos osztas segitségével levalasztva a tortek egészrészét, elérhetjiik, hogy
minden tortiink ik alaka legyen, ahol 0 < ¢ < pk:
p
5 5

E—§+_—4—2+3+(—1)+3—1+ +
72 23 32 23 32 23 " 32

. c P Y L. . i P
3. Minden — alaki tértben a szamlalét felirjuk p-alapt szamrendszerben, és

»szamjegyenként szétszedjiik':

5 101, 22+1 22 1 1 1
23 23 23 23 T3 T 3
5 123 342 3,2 1,2
-3 Tz T ptxepTitay

Tehat a végeredmény:

157 _ +1+ i
2 2373 3'



Polinomokra minden ugyantgy megy

Tetsz6leges T test esetén a T [x]| polinomgyiirii elemeivel ,ugyanagy” lehet
szamolni, mint egész szamokkal (maradékos osztas, euklideszi algoritmus), ezért az
el6bbi eljaras T feletti polinomokra is miikddik.

Definicié. p

A T test feletti racionalis tortén — alaka formalis kifejezést értiink, ahol
g

f.g € T [x] és g # 0. Minden racionalis torthéz tartozik egy racionalis

tortfiiggvény (a két fogalom nem Gsszekeverendd!). A T feletti racionalis tortek
halmazat T (x) jeldli.

Definicié.

A T test felett elemi tértnek (vagy parcialis tortnek) olyan racionalis tortet
neveziink, amelyben a nevezé T felett irreducibilis (f&)polinom hatvanya, és a
szamlalé foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokanal:

ik € T(x), aholf,pe T[x], k€N, pirreducibilis T felett, degf < degp.
p



Elemi tortekre bontas test feletti racionalis tortek korében

Tétel.
Tetsz6leges T test felett minden racionalis tort felirhat6 egy polinom és elemi
racionalis tortek dsszegeként.

Kovetkezmény.

A komplex szdmok teste felett minden racionalis tort felirhaté egy polinom és véges
sok

A
——— (AaeC keN)
(x+a)
alaka racionalis tort Gsszegeként.
Kovetkezmény.
A valés szamok teste felett minden racionélis tort felirhaté egy polinom és véges sok
A
— (A,a e R, k€IN), illetve
(x+a)
Bx+ C
_2XFC (B CbceR, B —4c<0, keN)
(x2 4+ bx +¢c)

alaki racionalis tort 6sszegeként.



Elemi tortekre bontas R feletti racionalis tortek korében

Példa. )
Bontsuk parcialis tortek Gsszegére IR felett az ——— racionalis tortet.
X<+ X
1 1 _A+ B  A(x+1)+Bx (A+B)x+A
x2—|—x_x(x+1)_x x+1 x(x+1) - x(x+1)
(¥
A+B=0&&A=1
(¥
A=1éB=-1
Tehat

x2+x x x+1



Elemi tortekre bontas R feletti racionalis tortek korében

Példa. )
3 2x +1
Bontsuk parcialis tortek osszegére R felett a X AX

——————— racionalis tortet.
x7 4+ 2x5 4+ x3

3x2+2x+1  3x242x+1 3P +42x+1
xT+2x54+x3 3 (x4 +2x2+1) 3 (X2_|_1)2 N
A B C Dx+E Fx+ G
T
X X x<+1 (x241)
sz(x2+1)2+BX(X2+1)2+C(x2+1)2+(Dx+E)X3(X2+1)+(Fx+G)X3 .
x3(x2+1)2 o

(A+D)x8+(B+E)x®+(2A+ C+D+F)x*+(2B+E+G)x3+(A+2C)x*+Bx+C
x3(x2+1)2

i)

A+D=0 B+E=0, 2A+C+D+F =0,

X

2B+ E+G=0, A+2C=3, B=2 C=1



Elemi tortekre bontas R feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).

A kapott hétismeretlenes lineéris egyenletrendszert megoldjuk:

A=1 B=2 C=1 D=-1, E=-2 F=-2, G=2.

Tehat
3x2 +2x +1 1 2 1 —x—-2 —2x-2

T +2x5+x3  x X2




Elemi tortekre bontas C feletti racionalis tortek korében

Példa. ,
3 2 1
Bontsuk parcialis tortek dsszegére C felett a Sxthaxdl racionalis tortet.
X7 4 2x5 4+ x3
32 +2x+1  3x24+2x+1  3xF+2x+1
xXT+20+x3 33 (x241)° 3 (x+0)2 (x—i)?
e T ¢
x  x2 x3  x+i (x+i)2 X —i (x—i)2

0

A+D+F=0, B-iD+E+iF+G=0,2A+C+D—-2iIE4+F+2iG=0,

2B—iD-E+iF-G=0, A+2C=3, B=2, C=1



Elemi tortekre bontas C feletti racionalis tortek korében

Példa (folyt.).
A kapott hétismeretlenes linearis egyenletrendszert megoldjuk:
1 1 1 1
A=1 B=2 C=1, D:_E_gl' Ezi—f/, F=——+-i, G==-+ =i
Tehat
3x242x+1 1 2 1 —+-3;i 1L 1.3 141
T2t at + N2 i N2
X X X X+ (x+1) X—1 (x—1)

x7 4+ 2x5 4+ x3 -



