ALGEBRA ES SZAMELMELET 3

jegyzet az el6adéshozﬁ|
2020 6szi felev, OT

Waldhauser Tamas

1. Szamelméleti kongruenciak

Linearis diofantoszi egyenletek

1.1. Definicié. A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kézds osztdjanak nevezziik, ha kielégiti a
kovetkezs két feltételt:

(1) d|aésd]|b;
(2) VEeZ:(k|laésk|b) = k]|d.
Hasonlban definialhat6 egész szamok legkisebb k6zdos tobbszorose is.

Jel6lés. Az a és b szamok legnagyobb kozos osztojat lnko (a,b) vagy (a,b), legkisebb koz6s tobbszorosiiket pedig lkkt (a, b)
vagy |a, b] jeloli.

1.2. Megjegyzés. A legnagyobb kozos osztd nem egyértelmi: ha d legnagyobb kozds osztdja a-nak és b-nek, akkor —d
is az (de e két szamon kiviil nincs mas legnagyobb kozos oszt6). Altaldban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk
tekinteni.

1.3. Tétel. Barmely két egész szdmnak van legnagyobb k6zos osztdja, és az kifejezhets a két szam ,linearis kombinacio-
jaként™ minden a,b € Z esetén léteznek olyan z,y egész szamok, melyekre az + by = Inko (a, b).

Biz. (nyuszibogydkkal) Ha a = 0, akkor az &llitas trivialis: lnko (0,b) =b=0-239+b-1 (tehat pl. x = 239,y =1 jo
lesz). A b = 0 eset hasonlo, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy se a se b nem nulla. Legyen B az ax + by alakban
el6allo pozitiv egész szamok halmaza: B = {ax + by : x,y € Z} NN. Ez a halmaz nem {ires (miért?), tehat van legkisebb
eleme; jeloljlik ezt d-vel: d := min B. Mivel d € B, alkalmas x, yo egész szdmokkal d = axg + byg. Bebizonyitjuk, hogy
d ~ Inko (a,b). Az Inko definicidjanak masodik része konnyen igazolhat6: ha k | a és k | b, akkor k | axo+byy = d (ugye?).

Az els6 tulajdonsag bizonyitasahoz tth. d f a; ebbdl ellentmondéasra fogunk jutni. Ha a-t maradékosan osztjuk d-vel, a
maradék nem lesz nulla: a = dg+7r, ahol ¢, € Z és 0 < r < d (miért?). Fejezziik ki innen a maradékot, és irjuk d helyébe
az axg+byg kifejezést: r = a—dqg = a—(azo + byo) ¢ = a (1 — 20q) +b (—yoq). Azt kaptuk, hogy r el6all ax +by (z,y € Z)
alakban, tehat r € B (miért?). Ez ellentmondas, hiszen r < d, pedig allitolag d volt a B halmaz legkisebb eleme. Tehét,
feltevésiinkkel ellentétben, d mégis osztoja a-nak, és hasonléan belathato, hogy d | b.

Ezzel igazoltuk, hogy d eleget tesz az Inko definiciojanak, vagyis d ~ Inko (a, b). Belattuk tehat, hogy létezik legnagyobb
kozos osztoja a-nak és b-nek, és mivel d-t eleve d = axg + by alakban irtuk fel, a tétel ,linearis kombinécios” allitasa is
bizonyitast nyert. O

Biz. (euklideszi algoritmussal) Megint feltessziik, hogy a # 0 és b # 0. Ekkor végrehajthato az a, b szamokra az euklideszi
algoritmus (technikai okokbol a és b az rg és r1 fed6neveket” kapjak):

ro:=a = @11+ 72 (0 <7y <|r);
ri:=b = qoro +73 (0<r3 <m2);
o = q3r3+ 74 (0<ry<r3);

Tio1 = QT + i1 (0 <riq1 <15);5

Tn—2 = qn-1Tn-1+7n (0<71n <7p1);

Th—1 = QnTn + 0.
Tudjuk (Algszam. 1), hogy az eljaras véges szamu lépésben véget ér: el6bb utébb nulla lesz a maradék (r,41 = 0), és
a legnagyobb k6zos 0szt6 az utolsé nemnulla maradék: r, ~ lnko (a,b). Megmutatjuk ¢ szerinti teljes indukcioval, hogy
mindegyik r; elGall a és b ,Jinearis kombinacidjaként”

dx;,y; € Z: r; = ax; + by;. (1.1)

(Két dologban eltériink az indukeié szokasos sémajatol. Egyrészt nem minden ¢ nemnegativ egészre bizonyitunk, hanem
csak i =0,1,...,n-re. Mésrészt az indukcids 1épésben két 1épéssel nyilunk vissza: amikor i 4 1-re bizonyitjuk az allitast,

TA természetes szamok halmazat N, a nemnegativ egész szamok halmazat Ny jeloli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
1
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nemcsak i-re, hanem ¢ — 1-re is feltessziik, hogy (1.1 teljesiil. Emiatt a kezd6lépésnél is az els6 két értékre (i = 0 ési = 1)
kell ellendrizniink az allitast.)
Kezdglépés: i =0 és i = 1 esetén trivialisan teljesiil (1.1):

ro=a=a-14+b-0 (tehat g =1 és yo = 0 jo lesz);

rm=b=a-0+b-1 (tehat 1 =0 és y; =1 jo lesz).
Indukcios lépés: Legyen 2 < i < n, és tth. r;,_1 és r; elgall a kivaint modon; ez az indukcids feltevés:

ri_1=axr;—1+ byi—l és r, = axr; + byz (IH)
Be kell latnunk, hogy (1.1)) teljesiil ¢ + 1-re is. Ehhez fejezziik ki az r;11 maradékot az euklideszi algoritmus megfelels
1épésébdl: r;y1 = r;i—1 — q;r;. Helyettesitsiik r;_1 és r; helyébe az indukciés hipotézisben szerepld felirdsukat:
Tit1 = Ti—1 — qiri = (azi—1 +byi—1) — ¢; (az; + by;)
=a(wi—1 — qzi) +b(Yyi-1 — qivi) -

Azt kaptuk, hogy r; 41 is kifejezhets a és b segitségével az el6irt modon, pl. z;11 = Ti—1 — ¢T; €8 Yir1 = Yio1 — GiYi
egyiitthatokkal. Ezzel kész az indukcios bizonyitas. O

1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,b egész szamok relativ primek, ha Inko (a,b) ~ 1. Jelolés: a L b.

1.5. Kovetkezmény. Tetszileges a,b,c € Z esetén ha a L b, akkor a | bc <= a | c.

Biz. A, <=7 irany trividlis (miért?). A , = 7 irdny bizonyitasahoz tfh. a | be és persze azt is, hogy a L b. Hasznaljuk
az Tételt: léteznek olyan z,y egész szdmok, amelyekre az + by = 1 ~ Inko (a, ). Beszorozva c-vel azt kapjuk, hogy
acx + bey = c. Itt a bal oldalon mindkét tag oszthato a-val (miért?), tehat az osszegiik is oszthato a-val, vagyis a | c. O

1.6. Kovetkezmény. Tetszileges a, b egész szamok esetén ha Inko (a, b) # 0, akkor
@, b
Inko(a, b) Inko(a, b)
Biz. Tth. d := Inko(a,b) # 0 (milyen a,b esetén teljesiil ez?). Az a és b szamokat a = agd és b = bpd alakba irhatjuk
alkalmas ag, by egész szamokkal (miért?). Az Tétel szerint vannak olyan x,y egészek, amelyekre ax + by = d.

Egyszertsithetiink d-vel (miért?), és igy azt kapjuk, hogy apx + boy = 1. A bal oldal oszthato ag és by legnagyobb kiézos
osztojaval (miért?), tehat Inko (ag,bo) | 1, azaz ag és by valoban relativ primek. O

1.7. Kovetkezmény (Euklidész lemmaja). Tetszileges a, b, ¢ egész szamok esetén ha lnko (a, b) # 0, akkor

a|be <= | c.

v
Inko (a, b)

Biz. Tth. d := Inko (a,b) # 0, és irjuk fel az a és b szamokat az Kovetkezmény bizonyitasaban latott moédon a = agd
és b = bod alakban; ekkor tehat ag L bg. A két irdnyt egyszerre igazoljuk:

albc <= aopd]bodc (miért?)

< ag|boc (miért?)
= aqlc (miért?).
Ezzel kész is a bizonyités, hiszen a tételben szerepld m hényados nem mas, mint ag. ([

1.8. Tétel. Tekintsiik tetszsleges adott a, b, c egész szamok esetén az ax+by = ¢ kétismeretlenes linedris diofantoszi
egyenletet.

(i) Az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldasa, ha Inko (a,b) | c.

(ii) Tth. Inko (a,b) # 0. Ha (xo,y0) egy megoldas, akkor barmely ¢ € Z esetén az alabbi (x4,y:) par is megoldas,
tovabba minden megoldas elgéll ilyen alakban a ¢ szam alkalmas megvalasztasaval:

J— b . J— a
=T g (a,b) b H=U0 T ko (a,b) b
Biz.

(i) A feltétel szitkségességét konnyd belatni: ha (z,y) egy megoldas, azaz ax + by = ¢, akkor a bal oldal oszthato
Inko (a, b)-vel (miért?), és igy Inko (a,b) | c. Az elegenddség igazolasahoz tth. Inko (a,bd) | ¢, azaz ¢ = Inko (a,b) - ¢1
alkalmas ¢y egész szammal. Az Tétel szerint létezik u, v € Z, hogy au + bv = lnko (a, b). Beszorozva mindkét
oldalt ¢q-gyel, azt kapjuk, hogy a (ucy) + b (ver) = ¢, vagyis az (ucy, vey) szampéar megoldasa az egyenletnek.

(ii) Jelolje M az egyenlet megoldashalmazat: M = {(Ly) €Z%: ax+by = c}. Tth. a és b egyike sem nulla (HF
megvizsgalni azt az esetet, amikor az egyikiik nulla). Legyen (xo,y9) € M egy tetsz6leges rogzitett megoldas,
azaz axg + byo = c¢. Azt kell bizonyitanunk, hogy M = {(zs,y:) : t € Z}. A ,D” tartalmazast (vagyis azt, hogy
(z¢,y:) minden t-re megoldas), egyszertd behelyettesitéssel lehet ellendrizni:

axi +bys =al(x —&—# t)+b —— 2 ) =azo+byo=c (miért?)
L= " Inko (a, b) yo Inko (a, b) — oo = o



ALGEBRA ES A SZAMELMELET 3 3

A |, C” tartalmazas azt jelenti, hogy tetszsleges (z,y) € M megoldas esetén van olyan ¢ € Z, amelyre (z,y) =
(x¢,y:). Ennek igazolasadhoz tth. (z,y) € M, és ne feledjiik, hogy korabban feltettiik azt is, hogy (zo,yo) € M.
Tehat azt tudjuk, hogy ax + by = ¢ = axg + byo. Atrendezve, azt kapjuk, hogy a (z — x¢) = b(yo — ). Itt a
bal oldal szemlatomast oszthaté a-val, és igy a | b (yo — y). Euklidész lemmaéja szerint ebbdl az kovetkezik, hogy
W | yo — v, ez pedig az oszthatosag definicidja szerint azt jelenti, hogy yo — y = m -t alkalmas ¢ egész
szammal. Ezzel meg is kaptuk, hogy y = yo — m -t, azaz y = y;. Hogy megkapjuk z-et is, helyettesitsiink
vissza az a (x — xg) = b(yo — y) egyenlSségbe: a(x —xp) =b(yo—y) =b- ko) I+ EPbOl mar z-et kénnyen
kifejezhetjiik: © = xg + m -t, azaz T = xy. ([

Kongruenciarelacio

1.9. Definicié. Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m. Az m szamot a kongruencia modulusdnak nevezziik.

Jel6lés. A kongruenciat = jeloli, a modulust utana zarojelben tiintetjiik fel a mod roviditést hasznalva (de ezt idénként
elhagyjuk). Tehat a =b (modm) <= m |a —b.

1.10. Tétel. Tetszoleges m > 2,a,b € Z esetén a = b (modm) akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ugyanazt a
maradékot adja m-mel osztva.

Biz. Osszuk el a-t és b-t maradékosan m-mel: a = mq; + r1 és b = mqs + 1o, ahol 0 < rq, 79 < m. Ekkor

a=b (modm) < m|a—-b < m|m(g1—q)+(r1—r2) < m|ry—ry (miért?).

Azry —roszéma{—(m—1),—(m—2),...,m—2,m — 1} halmazba esik (miért?), marpedig ebben a halmazban csak
egyetlen m-mel oszthat6 szam van, nevezetesen a nulla (ugye?). Azt kaptuk tehat, hogy a =b (modm) <= r;—ry =0,
és éppen ezt kellett igazolnunk. (Il

1.11. Tétel. Tetszbleges m,my,mo > 2,a,b,c,a1,b1,a2,by € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
=a (modm) (reflexivitas);
) a=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria);
) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm) (tranzitivitas);
) 1 =b; (modm)
as = by (modm)
5) ha ¢ # 0, akkor ca = cb (modm) < a="b (mod 17— );
)
)
)

Q

} = a1 *ay =by b, a;-az =by - by (modm);
Inko(m,c)

a=0b (modmy)

0= (modmg)} <= a=b (mod[my,ms]);

Biz. Az els6 harom tulajdonsag az Tétel alapjan trivialis (visszavezet az egyenlSség relacio reflexivitasara, szim-
metridjara és tranzitivitasara), de be lehet latni ket (és a tobbi tulajdonsagot is) gy is, hogy minden kongruenciat a
definicié alapjan atirunk oszthatosagra, majd hasznaljuk az oszthatésag ismert tulajdonségait:

(1) a=a (modm) <= m|a—a < m |0, ez pedig minden m-re teljesiil.

a=b (modm) = m|a—b = m|—(a—b)=b—a = b=a (modm).

(a =b(modm) ésb=c(modm)) <= (m|a—bésm|b—c)=m|(a—b)+(b—c)=a—c<=a=c(modm).

4) Tth. a3 =b; (modm) és ag = bs (modm), azaz m | ax — by és m | ag — be. Nézziik el6szor az Osszegre vonatkozo
allitast:

a1 +ag = by + by (modm) < m|(a1+a2)f(b1+b2) < m|(alfbl)+(a2—b2),

és ez utobbi nyilvan teljesiil, mert feltevésiink szerint az Osszeg mindkét tagja oszthatdo m-mel. A kivonésra
vonatkozo allitas hasonloan egyszert.
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A szorzasnal méar be kell ,csempészni” egy tritkkkésen —aqbs 4+ a1by alakban irt nullat:
ay - ags = by by (modm) <= m|ajas —biby < m|ajas — a1bs + arbs — b1by <= m | aq (a2 — ba) + (a1 — by) ba.
Az utolso kifejezés megint csak oszthaté m-mel, mert mindkét tagban szerepel egy m-mel oszthaté tényezd.

(5) Ez gyakorlatilag Euklidész lemmaéja ,alruhaban”:

ca =cb (modm) <= m|ca—cb < m|c(a—b) <

a—b << a=b (mod

Inko (m, ¢)

(Hol hasznaltuk ki azt, hogy ¢ # 07 A fenti levezetés melyik lépésénél lenne baj, ha ¢ = 0 lenne?)
(6) Ez specialis esete az el6zének.

(7) Az a = b (modmy) és a = b (modmsy) kongruencidk azt jelentik, hogy my,ms | a — b, vagyis a — b egy
kozos tobbszorose mq-nek és mo-nek. A legkisebb k6z0s tObbszoros definicidja szerint ez azzal ekvivalens, hogy
a — b tobbszorose lkkt (my, mo)-nek, azaz [mi,ma] | a —b. A kongruencia definicidja alapjan ez azt jelenti,
hogy a = b (mod [my,ms]). (Hasonloan lehet ,Osszeolvasztani” ketténél tobb kongruenciat is, ha azok csak a
modulusaikban kiilonboznek.)

(8) Hajtsuk végre gondolatban az euklideszi algoritmust az (a,m) szdmparra. Az els6 lépésben a-t osztjuk m-mel
maradékosan; legyen a maradék r. A mésodik (és minden tovabbi) lépésben az a szam mar nem szerepel, csak m
és r. Ha a (b, m) szampérra hajtjuk végre az euklideszi algoritmust, akkor (az Tétel szerint) az els lépésben
megint 7 lesz a maradék, hiszen a = b (modm). Tehat a masodik lépéstsl kezdve a két algoritmus megegyezik,
igy a végeredményiik is ugyanaz lesz: Inko (a, m) = Inko (b, m).

Egy maésik bizonyitas az euklideszi algoritmus felhasznalasa nélkiil: Ha a = b (modm), akkor b = a + mt
alkalmas t egész szammal (miért?). Ebbdl latszik, hogy ha k egy tetsz6leges kozds osztoja a-nak és m-nek, akkor
k osztoja b-nek is és igy kozos osztoja b-nek és m-nek. Hasonloan belathato, hogy Vk € Z: k| b,m = k| a,m,
tehat a és m kozos osztoi ugyanazok, mint b és m kozos osztoi. Ebbol pedig mar kovetkezik, hogy Inko (a,m) ~
Inko (b, m) (miért?). O

Linearis kongruenciak és multiplikativ inverzek

1.12. Definicié. Linedris kongruencidnak nevezzik az ax = b (modm) alakt ,egyenletet”, ahol a,b, m adott egész
szamok, és az x ismeretlent is az egész szamok korében keressiik.

1.13. Tétel. Tekintsiik tetszoleges adott a,b,m (m > 2) egész szamok esetén az ax = b (modm) linearis kongruenciat.

(i) A kongruencidnak akkor és csak akkor van megoldésa, ha lnko (a,m) | b.
(ii) Ha van megoldas, akkor egyetlen megoldas van modulo m
(iii) Az eredeti m modulusra vonatkozoéan Inko (a, m) kiilénb6z6 megoldas van. Ha x( egy megoldas, akkor az altalanos
megoldas:

r=x0+t- (modm) (t=0,1,...,Inko(a,m)—1).

Inko (a,m)

diofantoszi egyenletté:
ar =b (modm) <= m|ar—b < Jye€Z:ar—b=my < JyeZ: ax —my=>.

Tehat = akkor és csak akkor megoldasa a linearis kongruencianknak, ha van olyan y egész szam, amelyre (z, y) megoldasa
az ar — my = b diofantoszi egyenletnek. Igy nincs mas dolgunk, mint alkalmazni erre az egyenletre az Tételt. A
képleteket egyszeriibb lesz felirni, ha bevezetjiik a d = Inko (a, m) jelolést.

(i) Az ax — my = b diofantoszi egyenletnek akkor és csak akkor van megoldésa, ha d | b.

(ii) Ha (zg,yo) egy megoldasa az egyenletnek, akkor az altalanos megoldas (csak az z-re vonatkoz6 formulat frjuk
fel, mert y-ra nincs sziikségiink): z; = xo + % -t (t € Z). A linearis kongruenciank megoldashalmaza tehat
M :={xg+ % -t:t e L}, ez pedig szemlatomést egy modulo % maradékosztaly.
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(iii) Lattuk, hogy a megolddsok mind ugyanazt a maradékot adjidk modulo %; most nézziik meg, hogy a ¢ paraméter
kiilénb6z6 értékeire hanyféle maradékot kaphatunk modulo m. Tekintsiink két tetszéleges t1,to € Z értéket, és

vizsgaljuk meg, hogy mikor lesz xz;, és x;, kongruens egymassal modulo m:
m m
T4, = T, (modm) <= x9+ q t =x0 + ”l -ty (modm)
= 2=
d '

e ty =ty [ mod —
te Inko (m, 2¥)

m
< t1 =1ty (mod m>

d
= 11 =1y (modd)

i ta (modm)

Tehat két megoldas akkor és csak akkor kongruens egymassal modulo m, ha a felirasukban szerepl6 ¢ paraméterek
kongruensek modulo d. Ezért a megoldasok annyiféle maradékot ,tudnak” adni m-mel osztva, ahanyféle maradékot
egy tetszGleges t egész szam adhat d-vel osztva. Utdbbira nyilvan d lehetéség van, és minden lehetséges maradékot
megkapunk, ha a ¢ paramétert egy modulo d teljes maradékrendszeren futtatjuk végig, pl. ¢t = 0,1,...,d — 1.
Tehat az ax = b (modm) linearis kongruencia altalanos megoldasa: = = z; (modm) (t=0,1,...,d —1), és
éppen ezt kellett igazolnunk.

O

1.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok egymas multiplikativ inverzei modulo m, haab =1 (modm).

Jeldlés. Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szam mod m multiplikativ inverzét a~!-gyel jeldljiik.

1.15. Teétel. Az a egész szamnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha a L m. Ilyenkor a
multiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatarozott.

Biz. Ez gyakorlatilag specialis esete az [L.13] Tételnek: amikor a modulo m multiplikativ inverzét keressiik, akkor az
ax =1 (modm) linearis kongruenciat kell megoldanunk. Az m Tétel szerint ennek akkor és csak akkor van megoldasa,
ha Inko (a,m) | 1, vagyis, ha a L m. Ha ez teljesiil, akkor a megoldasok lnko (a, m)-féle maradékot adnak m-mel osztva.
Mivel Inko (a, m) = 1, ez azt jelenti, hogy modulo m egyetlen megoldas van. O

Maradékosztalyok

1.16. Definicié. Egy a egész szam modulo m maradékosztdilyan aza={b € 7Z: a =b (modm)} halmazt értjiik.

Jeldlés. A modulo m maradékosztalyok halmazat Z, jeloli. Tehat Z,, = {a:a € Z} = {0,1,...,m —1}.

1.17. Definicié. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Tehat cq,...,c,, akkor és csak akkor teljes maradékrendszer
modulo m, ha {¢71,...,Cn} = Zn,.

1.18. Allitas. Ha a cy,...,c,, egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és a,b € Z,a L m, akkor
acy +b,...,ac,, + b is teljes maradékrendszer modulo m.

Biz. Tth. c¢y,...,¢, teljes maradékrendszer modulo m, és nézziik meg, hogy az ac; + b,...,ac,,, + b szamok kozott
vannak-e olyanok, amelyek kongruensek egymassal modulo m (a szamolas soran a kongruenciarelacio Tételben
felsorolt tulajdonsagait hasznaljuk):

ac; +b=ac; +b (modm) < ac; = ac; (modm) <= ¢; =c¢; (modm).

(Vegyiik észre, hogy az utolséd lépésben kihasznaltuk azt, hogy a L m.) Tudjuk, hogy c¢i,..., ¢, paronként inkongru-
ensek modulo m, igy ¢; = ¢; (modm) csak i = j esetén lehetséges. Ez pedig a fenti szdmolas alapjan azt jelenti,
hogy az aci + b, ..., ac, + b szamok is paronként inkongruensek modulo m, vagyis minden maradékosztalybol legfeljebb
egy elem szerepelhet kozottik. Mivel a maradékosztalyok szama is éppen m, a skatulya-elvbdl adédik, hogy minden
maradékosztalybol fel is 1ép egy szam. Ezzel belattuk, hogy aci +0,...,ac,, + b teljes maradékrendszer modulo m. 0O

1.19. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az dsszeadast és a szorzast a kovetkezSképpen:

tetszbleges a,b € Z esetén legyen a @b =a +b, a®b=a-b.

1.20. Tétel. A fenti miveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok Osszege (szorzata) nem fiigg attol, hogy az egyes
maradékosztalyokbol melyik szamot valasztjuk reprezentansnak. FEzekkel a miiveletekkel Z,, kommutativ egységelemes
gytrit alkot (modulo m maradékosztaly-gyiri).
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Biz. Az @ és b maradékosztalyok Osszege a fenti definicié szerint @ © b = a + b. Vegyiink az @ maradékosztalybol egy
masik elemet, legyen ez a;. Az, hogy a és a; ugyanabba a modulo m maradékosztalyba tartoznak, azt jelenti, hogy
a = a; (modm). Hasonléan, vegyiink egy b; € b szamot; ekkor b = b; (modm). Ismét az Definiciot hasznélva, azt
kapjuk, hogy @1 @ by = a; + b;. Node itt ugyanazt a két maradékosztalyt adtuk ssze mint az elébb (hiszen @ = @y és
b = by), tehat nagy baj lenne, ha az eredmény mas lenne! (Ekkor azt mondanank, hogy @ nem jéldefinialt a Z,, halmazon.)
Szerencsére nincs baj: a kongruencia (4)-es tulajdonsaga (T.11} Tétel) szerint a = a; (modm) és b = b; (modm) maga
utan vonja, hogy a + b = a1 + b1 (modm). Ez azt jelenti, hogy a +b = a1 + by, vagyis két maradékosztaly Osszege
nem fligg attol, hogy mely elemeikkel reprezentaljuk Sket a szamolds soran (a @ mivelet joldefinialt a Z,, halmazon).
Hasonl6an lehet belatni, hogy ® is joldefinialt miivelet a modulo m maradékosztalyok halmazan, igy tehat van értelme a
(Zm; @, ®) algebrai strukturarol beszélni.

Azt allitjuk, hogy ez a struktiura egy kommutativ egységelemes gytirti. Ehhez sok mindent kell ellenérizni, csak az egyik
legosszetettebbet, a disztributivitast részletezziik (a tobbi HF!). A (bal oldali) disztributivitashoz azt kell belatni, hogy
minden @, b, ¢ € Z,, esetén @ ® (B &) E) = (6 ® 5) @ (@ ®¢). Induljunk ki a bal oldalbol, és alkalmazzuk az m Definiciot
elébb az osszeadasra, majd a szorzasra: @ @ (E@é) =a®b+c=a-(b+c). Itt a,vonas” alatt mar egész szamokon
végezzilkk a miveleteket (nem pedig maradékosztalyokon), azt pedig tudjuk, hogy az egész szdmok korében teljesiil a
disztributivitas: a- (b+¢) = (a-b) + (a - ¢). Most ,yvisszafelé¢” alkalmazzuk az Definiciot elgbb az Gsszeadasra, majd
a szorzésra: (a-b)+(a-c) =a-b@da ¢ = (a®b) ® (@®7c). Ezzel belattuk, hogy a ® mivelet (balrsl) disztributiv
a @ miveletre, és, amint emlitettiik, a kommutativ egységelemes gyiiri definici6jaban szerepl6 tobbi tulajdonsagot is
hasonlbéan vissza lehet vezetni a (Z;+, ) gytrd megfelel§ tulajdonsagaira. O

1.21. Megjegyzés. A @ és © jeloléseket csak ideiglenesen, a fenti bizonyitas erejéig hasznéltuk, hogy meg tudjuk
kiiléonboztetni Z,,, miiveleteit Z miiveleteitsl. Ezentil elhagyjuk a ,karikakat”, de a szévegkornyezetbdl mindig vilagosnak
kell lennie, hogy +, illetve - éppen az egész szamok, vagy pedig a modulo m maradékosztalyok Gsszeadasat, illetve szorzasat
jeloli-e.

1.22. Definicié. Azt mondjuk, hogy az @, b € Z,, maradékosztalyok egymas multiplikativ inverzei, ha @-b = 1.
Jeldlés. Az @ € Z,, maradékosztaly multiplikativ inverzét @ jeldli.

1.23. Tétel. Az a € 7Z,, maradékosztialynak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze, ha a 1L m. Ilyenkor a
multiplikativ inverz egyértelmtien meghatarozott.

Biz. Ez csak atfogalmazasa az Tételnek. O

1.24. Megjegyzés. Az Tételbeli utolsd allitas szerint van értelme egy modm maradékosztaly és az m modulus
legnagyobb kozos osztojarol beszélni (hiszen nem fligg a reprezentans valasztasatol). Amint a fenti tételbdl is lathato,
fontos szerepet jatszanak azok a maradékosztalyok, amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és
jelolést vezetiink be.

1.25. Definicié. Az @ € Z,, maradékosztalyt redukdlt maradékosztdilynak hivjuk, halnko (a,m) ~ 1.

Jeldlés. A modm redukalt maradékosztalyok halmazat Z7, jeloli. Tehat Z), ={a € Zy, :a L m}.
1.26. Kovetkezmény. A 7Z,, maradékosztaly-gytrt akkor és csak akkor test, ha m primszam.

Biz. A ,csak akkor” rész igazolasdhoz tfh. m Osszetett szam, vagyis van nemtrivialis faktorizacidja: m = a - b, ahol
1 < a,b < m. Ekkor se a se b nem oszthaté m-mel, azaz @,b # 0, viszont @ - b = ab = m = 0. Ez azt jelenti, hogy @ és b
zérusosztok Z,,-ben, tehat Z,, nem test, s6t még csak nem is integritastartomany.

Az akkor” rész bizonyitasahoz tth. m primszam. Tudjuk, hogy Z,, kommutativ egységelemes gytri Tétel),
tovabba |Z.,| = m > 2. Tehat a test definiciojabol ,majdnem minden” teljesiil Z,,-re, csak azt kell még belatnunk, hogy
minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze. Tekintsiink tehat egy tetszbleges @ € Z,, \ {ﬁ} elemet. Ekkor
mta (miért?), és ebbdl kovetkezik, hogy a L m (miért?). Az Tétel szerint a-nak van multiplikativ inverze, és ezzel
belattuk, hogy Z,, test. O

1.27. Definicié. Ha a és m relativ primek, akkor tetszéleges k € N esetén értelmezziik az a~* negativ kitevsjt hatvanyt

modulo m: legyen o= = (ak)f1 (modm). Hasonloképpen a € Z,,, a L m esetén legyen (6)7}C = (6’“)71.

1.28. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvanyozas szokasos azonossigai érvényben maradnak az egész kitevds
modulo m hatvanyozés fenti értelmezése mellett.

1.29. Tétel (Wilson tétele). Ha p primszam, akkor (p — 1)/ = —1 (modp).

Biz. Fogalmazzuk at az allitast maradékosztalyokra: ha p prim, akkor az 1-...-p—1 = —1 egyenléség teljesiil Z,-ben.
Mivel p prim, a Z, \ {0} = {1 . ,pfl} halmaz minden elemének van multiplikativ inverze, és az inverz is megtalalhazo
ebben a halmazban (miért?). Ez lehetévé teszi, hogy parokba rendezziik a tényezéket: @ és b egy part alkot, ha egyméas
inverzei, azaz @- b = 1. Megtorténhet azonban, hogy egy maradékosztalynak sajat maga lesz a parja; nézziik meg, hogy
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mikor fordul ez el (minden lépéshez tessék odaképzelni egy ,miért?” kérdést):
@ sajat maganak a parja <= a-a=1 <= a’> =1 (modp)
= pla®—1=(a—1)(a+1) < pla—1vagyp|la+1
< a=1 (modp) vagy a = —1 (modp) <= a=1vagya=p— L.

Tehat csak 1 és p— 1 lesz sajat magénak a péarja. Rendezziik at gy a szorzatot (felhasznalva a maradékosztalyok
szorzésanak asszociativitasat és kommutativitdsat; lasd az m Tételt), hogy minden tényezs a parja mellé keriiljon:

To..op—1=1-(__)-...-(__)p—1
Itt minden zardjelen beliil a két tényezd szorzata 1, tehat a végeredmény p — 1 = —1, és ezt kellett bizonyitanunk. O

Az Euler-féle ¢ fiiggvény

1.30. Definicié. Jeldljiik ¢ (n)-nel az n-nél nem nagyobb természetes szamok koziil azoknak a szaméat, amelyek n-hez
relativ primek:

pn)=Ha:1<a<nésaln}.
Az igy kapott fiiggvényt Fuler-féle ¢ fliggvénynek nevezziik. Ha megallapodunk abban, hogy Z7 egyelemtd halmaz,
akkor tomorebben is megfogalmazhatjuk a definiciot:

¢: NN, n—|Z;|.

1.31. Tétel. Legyen az n természetes szam primhatvanytényezss felbontasa n = Hle p;*. Ekkor
k

k 1 k
pm)=n-1] (1_ p) =TI =) =TIp " i = 1)
i=1 g i=1

i=1
Biz. Legyen U ={1,...,n} és A; ={a €U : p; | a} minden i = 1,...,k esetén. Ekkor az U halmaz azon elemei, amelyek
relativ primek n-hez, éppen az A; U---U A, halmaz komplementerét alkotjak (ugye?), tehat ¢ (n) = |A1 U---U Ak|. Ezt
a szita-formula segitségével szamithatjuk ki:

) =40 UL =U- Y [A,l+ Y [Aundyl— Y A, nA, nAgl+ +(=DP A0 N Ayl
1<i1 <k 1<i1<io <k 1<i1 <ia<iz<k
Ugyanezt felirhatjuk egyetlen szummaéaban is:

) =AU ULl= > (-D)°4,n--n4l.
0<s<k
1<ip<-<is <k
(Itt s = 0 esetén nulla db halmazt metsziink; ennek eredménye U. Ez hasonlé megéllapodas, mint az, hogy az iires
Osszeg értéke 0, az iires szorzaté pedig 1. Gondoljuk meg, hogy miért értelmes az iires uniét (-nak, az iires metszetet
pedig U-nak definialni.) Ki kell tehat szamitanunk tetszoleges 1 < i3 < -+ < i < k indexek esetén az A;, N--- N A;,

metszet elemszamat. Ez a halmaz azokbdl az a € U szamokbdl all, amelyek oszthatoak p;,,. .., p;, mindegyikével, ami
azzal ekvivalens, hogy p;, - ... p;, | a (miért?). Ilyen a szambol pedig ﬁ van az U halmazban (ugye?). Ezt
iy Pis
behelyettesitve a szita-formuléba, azt kapjuk, hogy
- n
oS Piy - Pig

1<i1 < <is <k

Egy kicsit részletesebben kiirva:

o) = MU UAl=n- Y L+ ¥ Ly

1§i1§k‘ pll 1§i1<i2§k pll plz 1§i1<i2<i3§k} p21 plz ng pll A p’Lk

o= (i 3) (-2

és ezzel meg is kaptuk a tételbeli els6 alakot ¢ (n)-re. (Ez a szorzatta alakitas talan nem vilagos elsé latasra. Kénnyebb

Ezt {igyesen szorzatta alakitjuk:

,visszafelé¢” megérteni: bontsuk fel a zardjeleket az (1 — p%) Caae (1 — p%) szorzatban, és gy6z6djiink meg roéla, hogy

éppen a fenti Osszeget kapjuk. (Hany tagja van az Osszegnek?) Célszert lehet elszor a k = 2,3 esetekben felirni ezt a
zérojelfelbontast.) O

1.32. Definicié. Modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely min-
den modm redukalt maradékosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Tehat ci,...,c, akkor és csak akkor redukalt
maradékrendszer modulo m, ha {e1,...,¢} = Z%,. (Itt persze sziikségképpen k = |Z%,| = ¢(m).)
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1.33. Allitas. Ha a cq,. .. , Co(m) €8esz szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m, és a € Z,a 1 m, akkor
acy, . . ., ACy(m) is redukalt maradékrendszer modulo m.

Biz. Tth. ci,...,cy(m) redukalt maradékrendszer modulo m. AZ Allitas bizonyitasahoz hasonléan belathato, hogy az
acy, - . ., ACy(m) szdmok is paronként inkongruensek modulo m, vagyis {Tq, . ,W} C Zy, egy p(m)-elemd halmaz.
(Itt most még nem elég a skatulya-elvre hivatkozni, mert a Z,, halmaznak tobb ¢(m)-elemd részhalmaza is van.) A
redukalt maradékrendszer definiciojabol kovetkezik, hogy ¢; L m minden ¢ = 1,...,p(m) esetén. Mivel a L m, azt
kapjuk, hogy ac; L m minden i =1,...,¢(m) esetén (ugye?). Ez azt jelenti, hogy {@c1, ..., acy(m) } C Zj,, és most mar
johet a skatulya-elv: mindkét halmaznak ¢(m) eleme van, ezért {Tq, e ,W} = Ly, Vagyis acy, ..., aCy(m) valoban
redukalt maradékrendszer modulo m. U

1.34. Tétel (Euler-Fermat-tétel). Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a*(™ =1 (modm).

-, Co(m) €8y tetszbleges redukalt maradékrendszer modulo m, azaz {a, e cw(m)} =Z;,. Haa L m,
akkor az Allitas szerint aci, . .., ACy(m) 18 redukalt maradékrendszer modulo m, azaz {Tq, .. .,acw(m)} = Z,.
Ebbdl kovetkezik, hogy €1 - ... € m) = @CL - . .. - UCy(m), hiszen mindkét oldalon Zy, 6sszes elemének szorzata all. Ezt az

egyenldséget kongruenciaval is megfogalmazhatjuk: ¢ ... - cym) = aci-...-acyqy) (modm). Jeldlje C' a bal oldalon allo

Biz. Legyen cq,..

szamot, és a jobb oldalon emeljiik ki az a-kat: C' = a®(™ -C (modm) (ugye?). Mivel C' L m (miért?), egyszertisithetiink
C-vel (ugye?), és igy megkapjuk a bizonyitani kivant 1 = a¥("™ (modm) kongruenciat. O

1.35. Kovetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszam és a nem oszthato p-vel, akkor aP~! = 1 (modp). Mas
(ekvivalens) megfogalmazasban: Ha p primszam, akkor minden a egész szamra a? = a (mod p).

Biz. Alkalmazzuk az Euler—Fermat-tételt az m = p esetben, ahol p primszam. Ekkor az a L m feltétel azt jelenti, hogy
pta (miért?) és o (m) = p(p) = p—1 (ugye?). Tehat ebben az esetben igy fest az Euler—Fermat-tétel: minden a egész
szdmra pfa = aP?~! =1 (modp). Ha beszorzunk a-val, akkor az a? = a (mod p) kongruenciat kapjuk, ami még akkor
is igaz, ha p | a (miért?). O

1.36. Kovetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor
ki = ko (modp(m)) = a" =da* (modm).
Biz. Tth. a L m és k1 = ko (mod ¢ (m)). Ekkor k1 = ¢ (m) - t + ko alkalmas ¢ egész szammal (ugye?), tehat

P (a“"(m))t ca*? =1' . a* =6 (modm) (miért?).

Linearis kongruenciarendszerek

1.37. Definicié. Adott a;,b;,n; (i =1,...,k) egész szamok esetén az alabbi .egyenletrendszert” linedris kongruenci-
arendszernek nevezzik (az x ismeretlent is természetesen az egész szamok korében keressiik):

a1z =b; (modny)

arx = b (modng)
1.38. Megjegyzés. Az Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon megoldhatjuk (ha
van megoldasuk), és igy a kongruenciarendszert a kovetkezs alakra hozhatjuk:

z=c¢; (modmy)
: (%)
x = ¢ (modmy)
1.39. Tétel. A lineéris kongruenciarendszernek k = 2 esetén pontosan akkor van megoldasa, ha Inko (my,ms) | ¢1—ca.
Biz. Mindkét kongruenciat atfogalmazzuk a kongruenciarelacié és az oszthatosagi relacio definicioja alapjan:
x=c (modmy) <= my|x—c1 < Ty € Z: x =y1my + c1;
x=cy (modmgy) < ma |z —cy <= Tys € Z: = yama + co.

Tehét a kongruenciarendszeriinknek akkor és csak akkor van megoldasa, ha léteznek olyan yq, y2 egész szamok, amelyekre
y1my + 1 = yamsa + ¢ (ekkor x = y;m; + ¢; megoldasa a kongruenciarendszernek). Atrendezve, azt kapjuk, hogy
y1m1 — Yamo = co — c1. Ennek a kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek az [1.8] Tétel szerint akkor és csak akkor van
megoldasa, ha lnko (mq, ms) | c2 — ¢1, tehat ez a kongruenciarenszer megoldhatosidganak feltétele. O
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1.40. Tétel. A linearis kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldésa, ha barmely két kongruencidbol
allo részrendszerének van megoldasa, azaz Vi, j : Inko (m;,m;) | ¢; — ¢;. Speciélisan, paronként relativ prim modulusok
esetén mindig van megoldés.

1.41. Tétel. Ha a linearis kongruenciarendszernek van megoldasa, akkor megoldasai egyetlen mod [my, ..., my]
maradékosztéalyt alkotnak.

Biz. Tth. b egy megoldasa a kongruenciarendszernek. Ekkor minden ¢ € {1,...,k} esetén az x = ¢; (mod m;) kongruencia
ekvivalens az © = b (mod m;) kongruenciaval, hiszen b = ¢; (mod m;) (miért?). Tehat a («)) kongruenciarendszer ekvivalens
a kovetkezével:

x=b (modmy)

x=b (modmy)

Az Tételben szerepls (7) tulajdonsag alapjan ez a kongruenciarendszer ekvivalens az x = b (mod [my,...,mg])
kongruenciaval, amelynek megoldashalmaza nyilvan egyetlen mod [my, ..., mj] maradékosztaly. (I

1.42. Tétel (kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy az my, ..., m; modulusok paronként relativ primek, jelolje a szor-
zatukat M, tovabba legyen M; = li (i=1,...,k). Jelolje y; az M,;y; = 1 (modm;) segédkongruencia egy megoldasat
(i=1,...,k), és legyen x; = M;y,;. Ekkor a lineéaris kongruenciarendszer megoldésa:

k

x=) c¢z; (modM).

i=1
Biz. Mivel az m; modulusok paronként relativ primek, M; L m; teljesiil minden i = 1,..., k esetén (miért?). Igy az
m Tétel (vagy izlés szerint az m Tétel) alapjan minden i-re létezik olyan y; € Z, amelyre M;y; = 1 (modmy).
Legyen x; = M,y;, ekkor y; megvalasztasa miatt x; = 1 (modm;); ha pedig j # ¢, akkor ; =0 (modm;), hiszen m; | M;
(ugye?). Tehat minden ¢,j € {1,...,k} esetén x; = 6;; (modm;); pontosan ez az a tulajdonség, amit az x; szamok
konstrukciojaval el akartunk érni[] Ellenérizziik, hogy a b := i1 +- - - + ¢k sz4m megoldésa a kongruenciarendszernek:

b201$1+"'+6j_1$j_1 +ijj+cj+ll'j+1+"'+ck$k
=c-0+--+¢-1-04+¢-1+¢j41-04+--+cx-0=¢; (modm;).

Tehat b kielégiti a j-edik kongruenciat minden j-re, azaz megoldasa a kongruenciarendszernek. Az Tétel szerint a
kongruenciarendszer altalanos megoldasa x = b (mod [my, ..., mg]), és épp ezt kellett igazolnunk. O

1.43. Kovetkezmény. Ha m L n, akkor az alabbi & leképezés bijektiv:
& Lo, — Loy X L, T (T, T).

Biz. Egyszerre harom kiilonb6z6 modulus szerint kell maradékosztélyokat tekinteniink, ezért harom kiilonboz8 jelolést
hasznalunk: az x egész szamot tartalmazé modulo mn maradékosztalyt T jeloli, az x-et tartalmazé modulo m maradék-
osztalyt T, az x-et tartalmaz6 modulo n maradékosztalyt pedig 7 fogja jeldlni. ElSszor vizsgaljuk meg, hogy a £ leképezés
joldefinialt-e egyaltalan. Ha T7 = T3, akkor #1 = 2o (modmn), ezért 1 = x5 (modm) és 1 = xz2 (modn) is teljesiil
(miért?). Ez pedig azt jelenti, hogy 71 = T3 és 71 = T3, tehat (z1,71) = (T3, 72), vagyis £ joldefinialt.

Tth. m L n és keressiik meg egy tetszéleges (a,E) € Ly X Ly, elempéar Osszes Gsét a € leképezés mellett. Tehat az

Osszes olyan x egész szamot (pontosabban ezek modulo mn maradékosztélyait) keressiik, amelyre (Z,7) = (a, b) teljesiil.

Ez azzal ekvivalens, hogy Z = @ és T = b, amit pedig atirhatunk kongruenciarendszerré: z = a (modm) és z = b (modn)
(miért?). A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruenciarendszernek van megoldasa, és a megoldasok egyetlen modulo

mn maradékosztalyt alkotnak. Ez pedig azt mutatja, hogy az (a, b) € Zpy X Z,, elemparnak pontosan egy Gsképe van a
Zomy halmazban. Ezzel belattuk, hogy £ valéban bijekcio. (I

2. Szamelméleti fliggvények

Oszt6k szama, osztok Gsszege
Jeldlés. Az n pozitiv egész szam pozitiv osztéinak halmazat D,, jeloli (1 és maga n is beletartozik).
2.1. Definicié. Szamelméleti fliggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szamok halmazan van értel-

mezve, értékei pedig valos (vagy komplex) szamok.

*Itt &;; a Kronecker-szimbdlum, melynek értéke ¢ = j esetén 1, i # j esetén pedig 0.
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2.2. Definicié. Néhany nevezetes szamelméleti fiiggvény:
e 7(n)=|D,| (n pozitiv osztéinak széma);

e g(n)=>d (n pozitiv osztoéinak Ssszege);
d|n

e p(n)={aeN:1<a<nésaln} (redukilt maradékosztalyok szdma, Euler-féle ¢ fiiggvény).

2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha f (1) = 1 és minden a,b € N
esetén a L b = f(ab) = f(a)- f (D).

2.4. Tétel. Ha az f szamelméleti fliggvény gyengén multiplikativ, akkor tetszdleges paronként kiilonb6zé pq, ..., px
primszamok és tetszéleges ag, . .., o pozitiv kitevGk esetén

FO ) = f ) ().

Biz. Alkalmazzuk a gyenge multiplikativitas definiciojat az a = pi*, b = p5? - ... - pp* ,szereposztéssal” (ezek relativ
primek, ugye?):
f@ o) = f(ab) = f(a) - f(b) = f(p")- f(PS* - D).

A maésodik tényez6t hasonloan ,szétszedhetjiik”, ismét alkalmazva a gyenge multiplikativitas definiciojat: f (p32 - ... pp*) =
F@052) - f(ps®-...-ppk). Igy folytatva, Gsszesen k — 1 alkalommal hasznélva a gyenge multiplikativitast, megkapjuk a
kivant felbontast. O

2.5. Tétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ.

Biz. Tekintsiik az Kovetkezményben szerepld &: Zpy, — Zpy X Zp, T — (Z,T) bijekciot. Szoritsuk meg ezt a
leképezést a redukilt modulo mn maradékosztalyokra. Egy a egész szam akkor és csak akkor relativ prim mn-hez,
ha a relativ prim m-hez is és n-hez is (miért?) Tehat minden @ € Z,,, esetén a € Z},, < £&(a) € ZF, x ZF
(ugye?). Ezek szerint, ha a ¢ leképezést megszoritjuk a ZZ,, halmazra, akkor értékkészlete pont Z¥ x Z% lesz. Igy
tehat & megszoritasa egy Zr,,, — Z%, x ZX bijekcidt szolgaltat (miért?), és eszerint a két halmaz elemszama egyenld:

mn

¢ (mn) = |Z,,| = |Z;, x Z,| = |Z3,| - |Z;,] = ¢ (m) - ¢ (n) (ugye?). O
2.6. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezss felbontasa n = Hle pi*. Ekkor

k

i i—1
o (n) =] @ ).

i=1
Biz. Ezt a tételt mar korabban bizonyitottuk (lasd az Tételt), most a gyenge multiplikativitas segitségével egy
révidebb bizonyitast adunk. ElGszor tekintsiik azt a specialis esetet, amikor n primhatvany: n = p*. Az {1,...,p%}
halmaz minden p-edik eleme oszthatoé p-vel (ezek szdma p®~1!), a tobbiek viszont relativ primek p®-hoz (ugye?). Igy
tehat ¢ (p*) = p* — p*~ 1. Az altalanos esetben, ha n primtényezss felbontasa n = p{* - ... - pi*, akkor a Tételt (és
¢ imént bizonyitott gyenge multiplikativitasat) felhasznalva kapjuk, hogy ¢ (n) = ¢ (pi") - ... ¢ (pp*). Ha itt minden

primhatvényra alkalmazzuk a fenti megfigyelésiinket (¢ (p'*) = p® —p®i~1), akkor megkapjuk bizonyitandé formulat. [

2.7. Lemma. Ha a és b relativ prim pozitiv egész szamok, akkor ab minden pozitiv osztdja el6all, mégpedig egyértelmiien,
a egy pozitiv osztojanak és b egy pozitiv osztdjanak szorzataként. Masképpen fogalmazva, az alabbi n leképezés bijekcio:

1: Dy X Dy = Dgy, (u, v) — uv.

Biz. Az injektivitas és sziirjektivitas mellett (vagy inkabb el6tt) igazolni kell azt is, hogy 7 valoban a D, halmazba képez.
Tehat 6sszesen harom dolgot kell bizonyitanunk (melyik az injektivitas és melyik a sziirjektivitas?):
(i) Yu € Do Yv € Dy: uv € Dgp;
(ii) Vd € DopJu € Dy v € Dy d = uv;
(iil) Yuq,ug € Do V1,09 € Dy: ugv) = ugve = u1 = Usg és v1 = Us.
Lassunk hozza:
(i) Ha u | a és v | b, akkor uv | ab; ez trivialis (ugye?).
(ii) Tth. d | ab, és legyen u = Inko (d, a), v = m. Ekkor w | a (miért?), v | b (miért?) és nyilvan d = uv (ugye?).
(iii) Tth. uy,us | @, v1,v2 | b és uzvr = ugva. Abbol, hogy a és b relativ prim, kovetkezik, hogy u; L ve (miért?). Az
u1v] = ugvy egyenldséghbdl kovetkezik, hogy uy | usvs (ugye?). Alkalmazva az Kovetkezményt, nyerjiik, hogy
uy | ug. Hasonléan belathato, hogy us | uy, tehat u; = ug (miért?). Ezutdn mar az uiv; = ugve egyenléségbdl
egyszeri egyszertsitéssel kapjuk, hogy v; = vs.
([

2.8. Tétel. A 7 és o szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.

Biz. Az vilagos, hogy 7(1) = o (1) = 1. Ha a L b, akkor a Lemma szerint létezik bijekcid a Dy, és D, X Dy
halmazok kozott, és igy elemszamuk egyenls: 7 (ab) = |Dap| = |Do X Dy| = |Dal| - |Dp| = 7(a) - 7(b) (miért?). Eazzel
7 gyenge multiplikativitasat be is lattuk. A o fiiggvény vizsgéalatdhoz célszert lesz felsorolni a és b osztoit: legyen
D, ={uq,...,ux}, illetve Dy = {vy,...,v¢} (tehat 7(a) =k és 7(b) ={). A Lemma ezzel a jeloléssel azt adja, hogy
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Doy = {uvjii=1,...,k, j=1,...,¢}, és az itt felsorolt k - £ elem paronként kiilénb6zd (ez ismét azt mutatja, hogy
T(ab)=k-L=71(a ) 7 (b)). Ezt felhasznalva, ha felirjuk a o (a) - o (b) szorzatot és felbontjuk a zardjeleket, akkor éppen

o (ab) fog kijonni:
a<a>.a(b>:( zkui)( 3 >: S iy = (o)

i=1,....k G=1,...,0

1,

1,@

Ugyanez ,szumma’” jelek nélkil:
oga)-o(d)=(ur 4+ +ug) (v1+--+vp) =uvy + ugve + - - + urvy = o (ab).

(Akarmelyik felirast is tekintjiik, a lényeg az, hogy az utolsé Gsszegben ab minden osztoja pontosan egyszer lép fel, és
ehhez volt sziikségiink a Lemmara.) Ezzel belattuk, hogy o is gyengén multiplikativ. ([l

2.9. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontasa n = Hf,l p;*. Ekkor

a;+1

k k
) 1
Haﬂrl H 1+pi+p2+ -+pf‘")*Hp7’ T
i=1 i=1 =1 Pi—

Biz. Ha n = p® (primhatvany), akkor D,, = {1,p,...,p%}, ésigy 7(n) = |D,|=a+1,illetve c (n) =1+p+ -+ +p* =

a+1

B p+_; L (miért?). Mivel a 7 és o fiiggvények gyengén multiplikativak 1 Tétel), a Tételt hasznalva mar kész is a

bizonyitas. (I

2.10. Definicié. Az M, = 2™ — 1 alaka szamokat Mersenne-szdmoknak, az ilyen alaka primeket Mersenne-
primeknek nevezzik.

2.11. Lemma. Ha M, primszam, akkor n is primszam.

Biz. Kontrapozicioval bizonyitunk, vagyis azt mutatjuk meg, hogy ha n Osszetett szam, akkor M, is Osszetett. (Az
n = 1 eset HF.) Tehat tfh. n Osszetett, azaz n = ab és 1 < a,b < n. Ekkor az M, szamot szorzattd tudjuk alakitani:
om—1=2%_1=(20)" —1b = (22 — 1)-(...); itt a masodik tényez felirdsa HF. Mivel 1 < a < n, ezért 1 < 2% —1 < M,
(ugye?), tehat a fenti szorzatfelbontas nem trivialis, és igy M, valoban Osszetett szam. O

2.12. Definicié. Az n természetes szadmot tokéletes szdammnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv valodi osztéinak
Osszegével, azaz o (n) = 2n

2.13. Tétel (Euler tétele). Az n péaros szém akkor és csak akkor tokéletes, ha el6all n = 2P~1 (2P — 1) alakban, ahol
2P — 1 primszam (ekkor p is sziikségképpen prim a Lemma alapjan).

Biz. Az ,akkor” rész igazolasahoz tfth. m = 2P~1 (2P — 1), ahol 2” — 1 primszdm. Mivel 2271 | 27 — 1 (ugye?), al-
kalmazhatjuk a o fliggvény gyenge multiplikativitasat: o (n) = o (21’_1) -0 (2P —1). Tudjuk, hogy o (2p_1) =27 -1
(miért?) és o (2P — 1) = 2P (miért?). Tehat o (n) = (2P — 1) - 2P, ami valoban egyenls 2n-nel (ugye?), tehat n tokéletes
szam.

A ,csak akkor” irdny bizonyitasahoz tfh. n paros tokéletes szam. Mivel n paros, primtényezds felbontasaban szerepel
a 2-es, mondjuk k-adik hatvanyon (k > 1), tehat n felirhato n = 2% -  alakban, ahol ¢ paratlan szam. Akarcsak az el6z6
részben, 2% L t, és igy o (n) = (2871 — 1) - o (¢). Feltettiik, hogy n tékéletes, vagyis o (n) = 2n = 28+t . ¢, Osszevetve az
utobbi két eredményt, azt kapjuk, hogy (2"7! —1) -0 (t) = 2" . t. Fejezziik ki innen o (t) értékét:

okl (M —141) -t t
2k+1 _ 1 2k+1 _q - 2k+1 _ 1

o(t)= =t+s.

A 5rh— tOrt egész szam (hiszen nem mas, mint o (t) —t), jeldljiik ezt s-sel. Ekkor t = (28F! — 1) .5, azaz s osztoja t-nek.
S6t, k > 1 miatt 28Tt — 1 > 1, tehat s valodi osztéja t-nek (s < t). Nézziik meg most jol a o (t) = t + s egyenlSséget.
A bal oldalon t 6sszes osztojanak Osszege all, a jobb oldalon pedig két osztdjanak Gsszege. Ez csak ugy lehetséges, hogy
minddssze két osztoja van t-nek, vagyis ¢ primszam (ugye?). Kovetkezésképp s = 1, és igy t = 2F+1 — 1. Mar csak annyit
kell tenniink, hogy ,elnevezziik” k + 1-et p-nek. Ezzel a jeloléssel t = 2P — 1 (és mar tudjuk, hogy ez primszam) maga n
pedig igy fest: n = 2F .+ = 2P~1. (2P — 1). Ez pedig éppen az az eléallitas, ami a célunk volt. O

2.14. Megjegyzés. Abbol, hogy n prim, még nem kovetkezik, hogy M, is az, példaul M, Osszetett szdm. Nem
ismert, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehat azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok paros tokéletes
szam. Péaratlan tokéletes szdmot egyet sem ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik. A jelenleg
(2020. oktober 22.) ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim: M gssg9933, ami tizes szamrendszerben 24 862 048
szamjegybdl all.

2.15. Definicié. Az F,, = 22" + 1 alaka szamokat Fermat-szdmoknak, az ilyen alaka primeket Fermat-primeknek
nevezzik.
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2.16. Megjegyzés. A Lemmahoz hasonléan meggondolhat6, hogy ha 2¥ + 1 primszam, akkor k sziikségképpen
kettGhatvany. Ezért a ,kettGhatvany plusz egy” alaka primeket csak az F,, = 22" + 1 Fermat-szamok kozott érdemes
keresni. Fermat azt sejtette, hogy F,, mindig prim. Az els§ 6t Fermat-szam valoban prim:

Fy=3, [\ =5, F, =17, F3 =257, F; = 65537,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 - 6700417. Minden tovabbi Fermat-szam, amit sikeriilt megvizsgalni (részben
szamitogéppel), Osszetettnek bizonyult. Az altalanosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van
(valoszintileg csak a fenti 6t).

Osszegzési és megforditasi fiiggvény

2.17. Allitas. Minden n természetes szam esetén, a primitiv n-edik egységgyokok szama ¢ (n).

. . PUT _ 2k 2k 2k
Biz. Az n-edik egységgyokdk eo,...,e,-1, ahol e = cos =% + isin = =

egészekre teljesiil, hogy Ei =1 (e, akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha a legkisebb ilyen ,,j6” kitevs n):

= cis Nézziik meg, hogy mely ¢ pozitiv

=1 (cis2m) =1 > cisZT—1  (miert?)

= n |kl (miért?)

< m | I (mlért'?)
Tehat 15ty tobbszordsei lesznek a jo kitevSk ex-hoz, ezek koziil a legkisebb (pozitiv) nyilvin maga (g B2 azt
jelenti, hogy ) akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha Inko (n, k) ~ 1. Vagyis a primitiv n-edik egységgyokok
halmaza {e: 0 <k <n—1és k L n}, ennek a halmaznak pedig éppen ¢ (n) eleme van (ugye?). O

2.18. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra > ¢ (d) = n.
d|n
Biz. (egységgybkokkel) Megmutatjuk, hogy a > ¢ (d) Osszeg az n-edik egységgyokoket szamolja meg, ezekbdl pedig
d|n
tudjuk, hogy n van. Legyen E,, = {ey,...,e,—1} az n-edik egységgyokok halmaza, és tetszsleges d € N esetén jelolje Py a
d-edik primitiv egységgyokok halmazat. A Allitas bizonyitasa soran lattuk, hogy az 5, = cis 2% komplex szamhoz

n
tartozé legkisebb pozitiv jo kitevs d := T

Inko(n,k)’
(miért?), tehat azt kaptuk, hogy minden n-edik egységgyok primitiv d-edik egységgyok n valamely d osztojara. Forditva,
ha z primitiv d-edik egységgyok n valamely d osztojara, akkor 2" = (zd)n/d =17/ = (ugye?), tehat z € E,,. Latjuk
tehat, hogy E,, felbonthaté a Py (d | n) halmazok egyesitésére, és ezek a halmazok paronként diszjunktak (miért?):

E, = UPd.
d|n

Diszjunkt halmazok egyesitésénél az elemszamok sszeaddédnak, tehét

n=|En| = ‘UPd’ =3P
d|n d|n

vagyis ey primitiv d-edik egységgyok (azaz e, € Py). Nyilvan d | n

A Allitasbol tudjuk, hogy |Py| = ¢ (d), tehat a fenti egyenléség igazolja, hogy n = Zd‘n v (d). O
Biz. (tortekkel) Tekintsiik a T' = {%, %, cee %} halmazt; ennek szemlatomast n eleme van. Ha egy T-beli tortet egysze-

risitliink amennyire csak lehet, akkor egy olyan % alaku tortet kapunk, ahol d | n (miért?), k L d (miért?) és 1 <k <d
(miért?). Forditva, had|n, k L dés1 <k <d, akkor & = ¥/% szerepel a T halmazban (miért?). Azt ltjuk tehat, hogy

n
a T-beli torteket egyszertsitve, éppen a % (d]n, k Ldés1l<k<d) torteket kapjuk meg, tehat ezekbdl is n darab van.
Rogzitett d nevezs esetén a k szamlalora ¢ (d) lehetdség van (ugye?). Eszerint ha a T-beli tortek egyszertsitett alakjait a

nevezdik szerint csoportositva szamoljuk ssze, akkor éppen a dn P (d) Osszeget kapjuk, és ezzel kész is a bizonyitas. O

2.19. Definicié. Az f szamelméleti fiiggvény Gsszegzési fiiggvényén az F (n) = Zd|nf(d) szamelméleti fliggvényt
értjiikk. Az f fliggvényt az F fiiggvény megforditdsi fiiggvényének nevezzik.

Jeldlés. Azt a tényt, hogy F' az f Osszegzési fliggvénye gyakran egyszertien csak f — F jeloli.

2.20. Megjegyzés. A Tétel szerint az Euler-féle ¢ fliggvény Osszegzési fliggvénye az identikus fiiggvény: ¢ — id.
Masképpen fogalmazva: az identikus fiiggvény megforditasi fiiggvénye az Euler-féle ¢ fiiggvény. Ha nem ismernénk a
Tételt, akkor nem lenne kénnyt feladat meghatarozni az identikus fliggvény megforditasi fiiggvényét. A kovetkezdsk-
ben bevezetiink egy kétvaltozos miiveletet a szamelmeéleti fiiggvények halmazan, aminek segitségével modszert (képletet)
tudunk adni egy tetsz6leges szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvényének kiszamitésara.
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2.21. Definicio. Az [ és g szamelméleti fiiggvények konwolicidjan az alabbi képlettel definialt f * g szamelméleti

fliggvényt értjiik:
(Frg)m) =Y F-g(5) = fl@g®)

d|n ab=n

2.22. Definicié. A konvolicié tulajdonsagainak vizsgalatdhoz sziikségiink lesz az alabbi harom — a kordbban targyaltakhoz
képest nagyon egyszert — szamelméleti fiiggvényre:

e id (n) = n (identikus fiiggvény);

e 1(n)=1 (konstans 1 fliggvény);
1, han=1,;

* 0(n)=0m = {07 han > 1.

2.23. Tétel. A konvolucié miivelete kommutativ, asszociativ, és minden f szamelméleti fliggvényre f*xd =6 x f = f.
Biz. Az asszociativitas igazolasdhoz ki kell szamolni az (f x g) x h és f = (g * h) konvoltciok n helyen felvett értékét; azt
kapjuk, hogy

(fxg)xh)(n)=(f*(gxh)(n)= > fla ().

abc=n

A kommutativitas vilagos (ugye?) az utolsé allitas pedig egyszertien adodik a ¢ fliggvény definiciojabol:
W=/ S(5)=rm-s@)=rm.

hiszen a d = n eset kivételével az Gsszeg minden tagja nulla (miért?). O
2.24. Teétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvények konvoluci6ja is gyengén multiplikativ.

Biz. Tth. f és g is gyengén multiplikativ. Az vilagos, hogy (f*¢) (1) = f(1)-g(1) =1 (ugye?). Tth. a L b, és irjuk fel
a definici6 szerint (f * g) (ab) értékét:
(f +g) (ab) = 3"/ (d ( )

d|ab
A Lemma szerint ab minden d osztoja egyértelmten felirhaté d = uv alakban, ahol u | a és v | b. Igy a fenti sszeget
a kovetkezoképpen alakithatjuk at, felhasznéalva f és g gyenge multiplikativitasat:

%f(d)-g((?)z%f(uv)-g<$>=% (u)f(y).g(Z)g(z)_

(Honnan tudjuk, hogy u L v és & L %?) Az utolso lépés mar csak egy szorzatta alakitas (jobbrol balra olvasva kénnyebb
4 )
megérteni):

Srwrwea(2)e(2) = (Trws ()] (Zrwe(})) 0@ .

ula ula v|b
v|b

2.25. Teétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény Osszegzési fiiggvénye is gyengén multiplikativ.

Biz. Az 0sszegzési fliggvény képzése speciélis esete a konvolucionak: ha f — F', akkor

W)=Y @)1= f@-1(5)
dn

d|n
minden n természetes szamra, azaz F = f * 1. Ha f gyengén multiplikativ, akkor a [2.24] Tétel szerint f * 1 is gyengén
multiplikativ (miért?). O
2.26. Teétel. A tanult nevezetes szamelméleti fiiggvények kozott fennallnak a kovetkezs Osszefiiggések: 6 — 1 — 7 és
p —id = o.

Biz. Irjuk fel a bizonyitando sszegzéseket:

Ysd=1(n), D 1d=7mn), D ¢@d=idn), Y idd=c(n).

d|n d|n dn d|n
A harmadik allitas kivételével mindegyik trivialis (ugye?). A harmadik allitas pedig nem més, mint a Tétel. Ezt mar
kétféleképpen is bizonyitottuk, de most egy harmadik, egyszertibb bizonyitast is adunk, ¢ gyenge multiplikativitasanak
felhasznalasaval. Legyen ® (n) = >, ¢ (d); ezzel a jeloléssel a bizonyitand6 allitas az, hogy @ (n) = n minden n € N

esetén, azaz ® az identikus fuggveny (az N halmazon). A [2.25 - Tétel szerint ¢ gyenge multiplikativitasabol kovetkezik
® gyenge multiplikativitasa. Igy a Tétel szerint a ® fliggvényt egyértelmiien meghatarozzék a primhatvany helyeken
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felvett értékei, ezért elég primhatvanyokra ellenérizni, hogy ® (n) = n. Legyen tehat n = p® (p prim, a € N), és szamitsuk
kia},, ¢ (d) osszeget:

)= )= ¢@E)=eM)+e®@) +e @)+ -+ ")+ ")
dlp® i=0
=1+ -+ @ —p) + -+ ("7 =p7) + (0" ) =
(Minden lépéshez tessék odaképzelni, hogy ,miért?”.) (I

2.27. Definicié. Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthato egyetlen 1-nél nagyobb négy-
zetszémmal sem.

2.28. Megjegyzés. Konnyt meggondolni, hogy egy szam akkor és csak akkor négyzetmentes, ha primfelbontasaban
minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvanyon) fordul el6.

2.29. Definicié. Mdabius-filiggvénynek nevezziik az alabbi képlettel definialt 11 szamelméleti fiiggvényt:

(n) = 0, ha n nem négyzetmentes;
pin (=1)", ha n elsall k kiilsnboz6 prim szorzataként.

2.30. Tétel. A Mobius-fiiggvény Osszegzési fiiggvénye a ¢ fliggvény, azaz px 1 = 0.

Biz. A Tételt szeretnénk hasznalni, ezért elGszor azt ellendrizziik, hogy p gyengén multiplikativ. A definiciébol
(1) = 1, hiszen 1 nulla darab prim szorzata (iires szorzat). Tth. a L b és vizsgaljuk p(ab) értékét. Ha a nem
négyzetmentes, akkor ab sem az, (ugye?), tehat u(a) =0 = p (ab) = 0, ekkor tehat teljesiil, hogy p (ab) = p(a) - p (b).
A p(b) = 0 eset hasonlo, tehat feltehetjiik, hogy a és b is négyzetmentes: a = p; - ... pg (ahol p1,...,pr paronként
kiilénb6z6 primszamok) és b = ¢ - ... - g¢ (ahol ¢1,...,qe paronként kilénb6z6 primszamok). Az a L b feltevésbgl
kévetkezik, hogy a {p1,...,pr} és {q1,...,q¢} halmazok diszjunktak, igy az ab=p1-...-pgp-q1-...-q felbontasban k + ¢
kiilénb6z6 primszam szerepel. Ebbsl mar ki tudjuk szamitani p (ab) értéket: p (ab) = (—1)F = (=1)*.(=1)* = p(a)-1 (b)
(ugye?). Ezzel belattuk, hogy p gyengén multiplikativ.

Jeldje u Osszegzési fliggvényét M (nagy ,mi” betd). A Tétel szerint M gyengén multiplikativ. Tudjuk, hogy o
is gyengén multiplikativ, ezért az M (n) = 6 (n) egyenlGséget elegendd primhatvanyokra ellendrizni (lasd a Tételt).
Legyen tehat n = p; ekkor

M@n)=> pd)=> p@)=pQ)+un@+u@*)+-+p@)=1+(-1)+0+---+0=0=0(n).
dn i=0

O

2.31. Tétel (Mébius-féle megforditasi képlet). Tetsz6leges F' szamelméleti fliiggvény esetén F-nek egyetlen megforditasi
fiiggvénye van, mégpedig F' . Masképpen fogalmazva f — F akkor és csak akkor all fenn, ha f = Fxpu. Részletesebben:
tetszGleges f, F' szamelméleti fiiggvények esetén

n
MmEN:F(n)=) f(d) <> WneN:f(m)=Y F(d) u(%)-
din d|n
Biz. Azt kell igazolnunk, hogy tetszGleges f és F' szamelméleti fliggvények esetén
F=fx1 < f=F=xpu.

Az , = 7 irdanyhoz tth. F = f x 1, és ,konvolvaljuk be” mindkét oldalt u-vel: F x = (f *1)x p. A jobb oldalt elGszor
zardjelezziik at, felhasznalva a konvolucio asszociativitasat (2.23] Tétel): (f 1) xp = f * (1% ). Most hasznaljuk a
m Tételt, majd azt, hogy a konvolacionak § az egységeleme (2.23] Tétel): f* (1 xp) = fxd = f. Ezzel belattuk, hogy
F=f+x1 = f=Fxp.

Az , < 7 iranyhoz tfth. f = F % u, és konvolvaljuk be” mindkét oldalt a konstans 1 fliggvénnyel. A szdmolas az
el6z6h6z hasonlé (indokoljunk meg minden lépést!): fx1 = (Fxpu)x1=F % (ux1) = F*§ = F. Ezzel belattuk, hogy
f=Fsp — F=fx1. O

2.32. Kovetkezmény. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvény megforditasi fiiggvénye is gyengén multiplikativ.

Biz. A Mobius-féle megforditasi képlet szerint F' megforditasi fliggvénye Fxu. A Tétel bizonyitésa soran lattuk, hogy
 gyengén multiplikativ. Ha még F' is gyengén multiplikativ, akkor a2.24] Tétel alapjan F'*p is gyengén multiplikativ. [
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3. Polinomok

Oszthat6sag, asszocialtsag, legnagyobb koz6s oszté test feletti polinomgyiiriiben (ismétlés)

Legyen R egy tetszdleges integritastartomény (azaz kommutativ, egységelemes és zérusosztomentes gytri). Ekkor az
R feletti polinomok is integritastartomanyt alkotnak (jelolés: R [z]). Specidlisan, ha T test (a tovabbiakban 7' mindig
egy tetszbleges testet jelol), akkor T [z] integritastartomany. A legfontosabb példak: Clz], Rz], Qz], Zp [z] (ahol p
primszam). Minden f € T [z] polinomhoz tartozik egy f: T — T, ¢ — f (c) polinomfiiggvény, amit szintén f-fel jeloliink,
de ez nem egyezik meg az f polinommal! A kiévetkez§ példa mutatja, hogy véges testek folott kiillonboz6 polinomokhoz
tartozhat ugyanaz a polinomfiiggvény, ezért nagyon fontos, hogy ne keverjiik 6ssze a polinomot a polinomfiiggvénnyel!
(Végtelen test folott ilyen nem fordulhat el§ (miért?), de ott sem szabad Gsszemosni a két fogalmat.)

3.1. Példa. Az f =z, g = 2® € Zy [z] polinomok nyilvan kiilénbézéek (még a fokszamuk sem egyforma), de ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik hozzajuk:

f0)=0=9(0) ¢ f(I)=1=g(1).

Test feletti polinomok kérében az oszthatosag hasonloan értelmezhetd, mint az egész szamok korében, és hasonld
tulajdonsagokkal rendelkezik.

3.2. Definicié (ism.). Az f € T [z] polinom osztdja a g € T [z] polinomnak (jelolés: f | g), ha létezik olyan h € T [z]
polinom amelyre g = fh.

3.3. Definicié (ism.). Az f és g polinomok asszocidltak (jelolés: f~ g),ha flgeésg]| f.

3.4. Tétel (ism.). A polinomok oszthatésaga reflexiv (f | f) és tranzitiv (f | gésg | h = f | h), de altalaban nem
antiszimmetrikus (f | g és g | f =& f =g). Az antiszimmetria helyett a kovetkez6t mondhatjuk: tetszéleges f, g € T []
polinomokra f ~¢g <= e €T\ {0} :g=cf. Ha f| g és g # 0, akkor deg f < degg.

3.5. Tétel (ism.). Az asszocialtsag ekvivalenciarelacio T [z]-en. A nulla osztalyat kivéve minden asszocialtsagi osztély
tartalmaz pontosan egy fépolinomot.

3.6. Megjegyzés. Asszocialt polinomokat nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az oszthatosigot
vizsgaljuk. Ha az oszthatosagi relaciot az asszocidltsagi osztalyok halmazéan értelmezziik, akkor mar nemcsak reflexiv és
tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (T [z] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb
eleme 1/ ~= T\ {0}, legnagyobb eleme 0/ ~= {0}. Test feletti polinomgytiriiben minden asszocialtsagi osztaly (a
nullaét kivéve) pontosan egy f6polinomot tartalmaz, itt tehat asszocialtsag erejéig mindig dolgozhatunk f6polinomokkal.
(Hasonloképpen, az egész szamok gytriijében minden asszocialtsagi osztaly {a, —a} alaki, tehat minden osztalyban van
egy (és csak egy) nemnegativ szam. Ha minden asszocialtsagi osztalyt a nemnegativ elemével reprezentalunk, akkor az
(No;|) részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|) részbenrendezett halmaz.)

3.7. Tétel (ism.). Barmely f € T'[z] és a € T esetén
f@)=0 < z—al f.

3.8. Tétel (ism.). Ha f,g € T [z], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatarozott ¢ és r € T [x] polinomok,
amelyekre f = qg + 1 és degr < degg.

3.9. Definicié (ism.). A d € T [z] polinom legnagyobb kézds osztdja az f és g € T [z] polinomoknak, ha teljesiil a
kovetkezs két feltétel:

(1) d| fésd]yg;
2)VkeT[z]:(k|fésk|g) = k|d

Hasonl6an definialhatd polinomok legkisebb k6zos t6bbszorose is.

3.10. Tétel (ism.). Barmely két f,g € T [z] polinomnak létezik legnagyobb kozds osztoja és legkisebb kozos tobb-
szOrose, és ezek asszocialtsag erejéig egyértelmiien meghatarozottak. A legnagyobb k6z0s oszto kiszamithatod az euklideszi
algoritmussal.
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Linearis ,diofantoszi”’ egyenlet test feletti polinomgyiiriiben

3.11. Tétel. Az f,g € T [z] polinomok legnagyobb kozos osztéja mindig kifejezhets f és g ,linearis kombinaciojaként”:
Ju,v € T[z]: fu+ gv=Inko(f,g). (3.2)

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlé az Tétel bizonyitasahoz. Ha f = 0 vagy g = 0, akkor az allitas trivialis (ugye?).
Tegyiik fel tehat, hogy f, g # 0, és tekintsiik az 6sszes fu + gv alakd polinomok I halmazat:

I={fu+gv:uveTlx]}.

Nyilvan 0 € I, de vannak I-ben nemzér6 polinomok is (példaul f és g). Legyen d az I\ {0} halmaz (egyik) legkisebb
fokszamu eleme. Mivel d € I, vannak olyan wg,vg € T [z]| polinomok, amelyekre fug + gvg = d. Megmutatjuk, hogy
d ~ Inko(f,g). A legnagyobb kozos oszt6 definicidjanak masodik pontja nyilvan teljesiil d-re: ha k | f és k | g, akkor
k| fup + guo = d (ugye?). A definici6 elsé pontjahoz igazolnunk kell, hogy d | f. Tegyiik fel, hogy d { f; ekkor ha f-et
maradékosan osztjuk d-vel, a keletkez6 r maradék nem lesz nulla: f = qd + r, ahol degr < degd és r # 0. Az r polinom
is eleme az I halmaznak, hiszen r = f — qd = f — q(fuo + gvo) = f (1 — quo) + g (—quvo). Mivel r nem nulla, és foka
szigortan kisebb d fokanal, ellentmondast kaptunk, hiszen d minimalis fokszamu eleme volt az I \ {0} halmaznak. Ez az
ellentmondas azt mutatja, hogy d | f, és hasonléan bizonyithato a d | g oszthatosag is. Ezzel belattuk, hogy d eleget tesz
a legnagyobb koz6s oszto definiciojanak, azaz d ~ Inko (f, g); masrészt d = fug + gvo, és ez igazolja a tétel allitasat. O

3.12. Megjegyzés. A fenti bizonyitas az Tétel ,,nyuszibogyos” bizonyitdsanak gondolatmenetét kovette. Itt is lehet
egy masik bizonyitast adni az euklideszi algoritmus segitségével. Ezt nem részletezziik, de a szamolasokban hasznalni
fogjuk.

3.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f, g € T [z] polinomok relativ primek, ha lnko (f,g) ~ 1. Jelolés: f L g.

3.14. Tétel. Tetsz6leges f,g,h € T [x] polinomok esetén, ha f L g, akkor f | gh <= f|h.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlo az Tétel bizonyitasahoz (HF). O
3.15. Tétel. Tetsz6leges f,g,h € T [x] polinomok esetén, ha Inko (f, g) ~ 0, akkor
f
h < ——— | h. 3.3
Floh = | (33
Biz. A bizonyitas nagyon hasonl6 az Kovetkezmény bizonyitasahoz (HF). O

3.16. Tétel. Legyen T egy test és f,g,h € T [x] (nemnulla) polinomok. Ekkor az fu + gv = h kétismeretlenes linearis
wdiofantoszi” egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [z] polinomokra nézve, ha Inko (f,g) | h.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlé az Tétel (els6 allitasanak) bizonyitasahoz (HF). O

Kongruenciarelacié, maradékosztalyok

3.17. Definicié. Tetsz6leges f,g,m € T [x] polinomok esetén azt mondjuk, hogy [ kongruens g-vel modulo m (jelolés:
f=g (modm)),ham| f—g.

3.18. Megjegyzés. Egész szamoknal fel szoktuk tenni, hogy m > 2. Itt semmilyen kikotést nem tettiink a modulusra,
ezért el6fordulnak ,degeneralt” esetek is. Ha m = 0, akkor f = ¢ (modm) <= f = g (miért?). Ha pedig m ~ 1 (azaz
m nemzér6 konstans polinom), akkor f = ¢ (modm) teljestil minden f, g € T [z] esetén (miért?).

3.19. Tétel. Ha 0 # m € T [z], akkor tetszSleges f,g € T [z] polinomok esetén f = g (modm) akkor és csak akkor
teljesil, ha f és g ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonl6 az m Tétel bizonyitasahoz (HF), a test feletti polinomok maradékos osztésarol szolo
tételt (3.8] Tétel) hasznalva. O

3.20. Tétel. A mod m kongruencia ekvivalenciarelacio T [z]-en (azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv), tovabba tet-
sz6leges f1, g1, f2,92 € T [x] esetén érvényesek az alabbiak:

fi = g1 (modm)

fo = g2 (modm)} = fitfe=q*e fi-f2=09- g2 (modm).

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlo az[L.11] Tétel megfelels részeinek bizonyitasahoz; itt is ugyantgy lehet visszavezetni a
kongruencia tulajdonséagait az oszthatosag tulajdonsagaira, mint az egész szamok korében (HF). (Il
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3.21. Tetel. Tetszoleges f,g,h € T [z] esetén az fu = h (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhato
meg (az ismeretlen u € T [z] polinomra nézve), ha Inko (f,m) | h.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlo az m Tétel (elss allitasanak) bizonyitasahoz; itt is ugyanigy lehet visszavezetni a
linedris kongruenciat kétismeretlenes lineéris ,diofantoszi” egyenletre, mint az egész szamok korében (HF). (]

3.22. Definici6. A modm kongruencidhoz tartoz6 ekvivalenciaosztalyokat modulo m maradékosztdlyoknak nevez-

ziik. Az f € T[x] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeloli: f = {g€ T[z]: f =g (modm)}. A
maradékosztalyok halmazat (vagyis a modulo m kongruenciahoz tartozo faktorhalmazt) T [x] / (m) jeloli, azaz T [z] / (m) =

{?fET[x]}

3.23. Megjegyzés. A T [z] / (m) halmaz a Z,, halmaz analogonja, csak itt kicsit csunyabb a jelolés. A jelolésnek megvan
a pontos magyarazata: (m) jeloli az m polinom altal generalt féidedlt a T [x] polinomgytirtben, T [x] / (m) pedig az
ehhez az idealhoz tartozo faktorgydrije T [x]-nek. Ezeket a fogalmakat majd absztrakt algebrabol tanuljuk. (Lehetne Z,,
helyett is Z/ (m)-et irni, de ott szokas az egyszertibb Z,, jelolést hasznélni.)

3.24. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazén értelmezziik az Osszeadést és a szorzast a kovetkezdképpen:
tetszdleges f,g € T [x] esetén legyen fdg=f+g, fOg=["g.

3.25. Allitas. A fenti miiveletek joldefinialtak, azaz maradékosztalyok Gsszege (szorzata) nem fiigg attol, hogy az
egyes maradékosztalyokbol melyik elemet valasztjuk reprezenténsnak, és ezekkel a mtiveletekkel T' [x] / (m) kommutativ
egységelemes gytriit alkot (maradékosztdly-gytird). Ha degm = n > 1, akkor a T [z] /(m) maradékosztaly-gytrid
minden eleme egyértelmiien felirhaté az alabbi alakban:

Q12" L4+ +ajz+ag (an-1,-..,01,a0 €T).

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlo az m Tétel bizonyitasdhoz; itt is a kongruencia tulajdonsigai Tétel) garan-
taljak, hogy a maradékosztalyok Osszege és szorzata joldefinialt, és itt is ugyanigy lehet visszavezetni a miveleti tulajdon-
sdgokat a T [z] gytribeli tulajdonsdgokra, mint ahogy a Z,, halmazon definialt mtveletek tulajdonsagait visszavezettiik
az egész szamok megfelels miveleti tulajdonsagaira (HF). A tétel utolso allitdsa annak a ténynek az analogonja, hogy
Loy = {6, 1,...,m— 1}, és azon mulik, hogy ha egy tetszsleges f € T [z] polinomot maradékosan osztunk az n-edfoka
m polinommmal, akkor a maradék mindig egy legfeljebb (n — 1)-edfoki polinom lesz, tovabba a maradék egyértelmien
meghatarozott. Tehat minden f € T [x] polinomhoz létezik egy és csak egy fi € T [z] polinom, amelyre f = f; (modm)
és deg f1 <n—1. O

3.26. Tetel. Az f € T[]/ (m) maradékosztalynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ inverze, ha f és m relativ
primek.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonlé az Tétel bizonyitasahoz; itt is a linearis kongruencia megoldhatésagi kritériumét
(3.21} Tétel) kell alkalmazni (HF). O

Irreducibilis polinomok, irreducibilis faktorizacié (jorészt ismétlés)

3.27. Definicié (ism.). A p € T [z] polinom irreducibilis, ha legalabb els6foki, és csak tigy bonthat6é két polinom
szorzatara, hogy az egyik tényez6 asszocialt p-hez. (Ekkor a maésik tényezs sziikségképpen asszocialt 1-hez; ilyenkor
trividlis faktorizdciordl beszéliink.) Forméalisan:

VfgeTlaxl:p=fg = (p~ fvagyp~g).
3.28. Allitas (ism.). Legyen T egy test és p € T'[x]. A p polinom akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha legalabb
els6foki, és nem bonthato deg p-nél kisebb fokszami polinomok szorzatara:
Bf,g€T[z]: p=f-g & 1<degf,degg<degp.

3.29. Megjegyzés. Gytrik felett ez altalaban nem igaz! Példaul a p = 22 € Z [z] polinom nem bonthaté kisebb fokszamu
polinomok szorzatara (ugye?), de mégsem irreducibilis Z felett, mert a p = 2 - = felbontés itt nem trividlis (miért?).

3.30. Definicié (ism.). A p € T[z] polinom prim, ha legalabb els6fokud, és valahanyszor osztoja egy szorzatnak,
mindannyiszor osztoja a szorzat egyik tényezd§jének. Formalisan:

Vf,geTlz]:plfg = (| fvagyplyg).

3.31. Tétel (ism.). Test feletti polinomokra az irreducibilitas és a primtulajdonsag ekvivalens.
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3.32. Allitas (ism.). Tetszoleges T testre és f € T [z] polinomra. ..
e deg f =1 esetén f irreducibilis T felett, és van gytke T-ben;

e deg f € {2,3} esetén f pontosan akkor irreducibilis T felett, ha nincs gyoke T-ben;
e deg f > 4 esetén ha f irreducibilis T felett, akkor nincs gyoke T-ben.

3.33. Megjegyzés (ism.). Az utolsod pontbeli implikaciéo megforditasa nem igaz: ha deg f > 4, akkor dnmagéban az a
tény, hogy f-nek nincs gyoke T-ben még nem garantalja, hogy f irreducibilis T felett (keressiink példat!).

3.34. Tétel (ism.). Test feletti polinomgytriiben minden legaldbb elssfokt polinom felbomlik irreducibilis polinomok
szorzatara, és ez a felbontas lényegében (azaz a tényezSk sorrendjétol és asszocialtsagtol eltekintve) egyértelmi.

3.35. Teétel. A T [z]/(m) maradékosztaly-gytird akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T felett.

Biz. A bizonyitas nagyon hasonld az Kovetkezmény bizonyitasahoz; csak a ,degeneralt” eseteket kiilon meg kell
nézni.

e Ha m = 0, akkor m nem irreducibilis, és T [z] / (m) valéban nem test, mert minden f € T [z] polinomra f = {f}
(lasd a Megjegyzést), tehat T [z] / (m) lényegében ugyanaz, mint T [z] (szaknyelven: a T [z] / (m) és T [z]
gytrtk izomorfak egyméassal), méarpedig T [z] nem test (miért?).

e Ha m ~ 1, akkor m megint csak nem irreducibilis, és T[] / (m) valoban nem test (miért?).

e Ha degm > 1 és m nem irreducibilis, akkor van nemtrivialis felbontédsa: m = fg, ahol 1 < deg f,degg <
degm (lasd a Allitast). Ekkor f,g # 0, de f-g = 0, tehat T [z] /(m) nem test, s6t, még csak nem is
integritastartomany (miért?).

e Ha m irreducibilis, akkor 7' [x] / (m) kommutativ egységelemes gytiri, amelynek legalabb két eleme van (miért?),
tehdt ahhoz, hogy beldssuk, hogy T'[z] / (m) test, elég ellendrizni, hogy minden nemnulla elemének van multipli-
kativ inverze. Legyen tehat 0 # f € T'[x]/(m), és keressiik f multiplikativ inverzét. Mivel m irreducibilis és
m1 f, ezért f L m (miért?). A Tétel szerint ekkor f-nak valdéban létezik multiplikativ inverze.

O

3.36. Tétel (ism.). Minden legalabb elstfokt komplex egyiitthatos polinomnak van gyoke a komplex szamok testében.
3.37. Kovetkezmény (ism.). A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoki polinomok irreducibilisek.

3.38. Kovetkezmény (ism.). Minden legalabb elstfokt komplex egyiitthatos polinom elséfoki polinomok szorzatara
bomlik. Ha f = a,2™ + -4+ a1z + ap € Clz] (n>1,a, #0), akkor f-nek multiplicitassal szamolva pontosan n
gyoke van. Ha ezek a gyokok ai,...,a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa), akkor f =
an (x —aq) -+ (x — ). Ezt nevezziik a polinom gydktényezds felbontdsdnak.

3.39. Tétel (ism.). Egy valos egylitthatos polinom pontosan akkor irreducibilis a valos szamok teste felett, ha elséfok,
vagy olyan masodfokd polinom, melynek nincs valés gyoke. Tehat az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezok:

e ax +b (a,beR,a#0);
o az? +bx+c (a,b,cGR,a#O,b274ac<0).

Irreducibilis polinomok a racionalis szamtest felett

3.40. Tétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,z™ + - + a1z + ag egy tetszbleges egész egylitthatos polinom. Ha % egy
egyszertsithetetlen tort alakjaban felirt racionalis szam (azaz p,q € Z, g # 0 és p L q), akkor

f(%):() = ql|a,ésplap.

Specialisan: egész egyiitthatos fépolinom racionalis gyokei mindig egész szamok.
Biz. Tth. f(%) =0, ahol p,q €7Z, ¢#0és p L q. Irjuk fel az f(%) helyettesitési értéket:

n n—1
f(zz):an'pin+an71'1)717_1+"'+a1'19+a():0'
q q q q

Mindkét oldalt ¢"—nel beszorozva azt kapjuk, hogy
an P+ an—yp" gt +arpg" ™ +ag gt =0,

pl
Itt az utolso kivételével minden tag oszthato p-vel, igy p | ag - ¢" (ugye?). Mivel p és ¢™ relativ primek (miért?), az
kovetkezik, hogy p | ag (miért?). Hasonldan (a fenti Osszeg els6 tagjat vizsgalva) belathato, hogy ¢ | a,, (HF). O
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3.41. Tétel. Ha egy legalabb els6foku egész egyiitthatos polinom nem bonthato fel néla kisebb fokszamu egész egyiitthatos
polinomok szorzatéra, akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont. Formalisan: ha f € Z[z] és deg f = n > 1, akkor az
alabbi két allitas ekvivalens:

(1) 3g,h € Z[x]: f = gh és 0 < degg,degh < n;

(2) 3g,h € Q[z]: f =gh és 0 < degg,degh < n.

Biz. Az egyik irany teljesen trividlis (melyik az, és miért trivialis?), a masik viszont nehéz (Gauss kell hozza!), azt nem
bizonyitjuk. O

3.42. Megjegyzés. A masodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az els6 viszont nem ekvivalens
azzal, hogy f reducibilis Z felett (miért?). Tehat a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszertien ugy, hogy egy egész
egylitthatos polinom akkor és csak akkor (ir)reducibilis Z felett, ha (ir)reducibilis Q felett.

3.43. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthatd p-vel, de p>-tel
mAr nem.

Jelblés. A pontos oszthatoségot || jeldli: p || a <= p|a és p? ta.

3.44. Tétel (Schonemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a,2" + - -+ a1z + ap € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszam amelyre

plan, plan—1,..., plai, p| ao,
akkor f irreducibilis a racionalis szamok teste felett.

Biz. Tfh. az f polinom egyiitthatbira teljesiilnek a fenti oszthatosagi feltételek, de ennek ellenére f nem irreducibilis
Q felett. Ekkor léteznek olyan gi,hq raciondlis egyiitthatés polinomok, amelyekre f = g1hy és 0 < deggyi,degh; < n
(miért?). A Tétel szerint vannak olyan g, h egész egyiitthatds polinomok, amelyekre f = gh és 0 < degg,degh < n.
Legyen g = bpa® + - + bz + by és h = cpxt + -+ + c12 + ¢, és irjuk fel sorra az f = gh egyenléség mindkét oldalanak
egylitthatoit. A konstans tag: ag = boco (ugye?), és tudjuk, hogy ez oszthato p-vel, igy p | bo vagy p | ¢o (miért?). Ha by is
és ¢ is oszthato lenne p-vel, akkor p? | ag, ami ellentmond a p || ag feltevésnek (ugye?). Tehat by és ¢y koziil egyik oszthato
p-vel, a masik nem. Csak a p | by, p 1t co esetet vizsgaljuk; a maéasik eset hasonlé (HF). Az f = gh egyenlGségben az
elssfoku tagok egyiitthatoi azt adjak, hogy a; = bocy +bico. Mivel p | ay és p | bg, ebbdl kovetkezik, hogy p | bico (ugye?).
Feltettiik, hogy p 1 co, ezért p | by (miért?). Tehat mar tudjuk, hogy p osztja a g polinomban a by és by egyiitthatokat.
Nézziik most a masodfoku tagokat az f = gh egyenldségben: as = bgca + bicy + bacg. Itt bacy kivételével minden tagrol
tudjuk mar, hogy oszthatod p-vel, ezért p | baco (ugye?). Ismét felhasznalva, hogy p 1 co, azt kapjuk, hogy p | by (miért?).
Most méar tudjuk, hogy p | by, b1, ba, és ebbdl a harmadfoki tagokat vizsgalva levezethetjiik, hogy p | bs:

miért? miért?

p\a3:b003+b102—|—b201+b360 — p|b3€0 — p|b3.

Folytatva ezt a gondolatmenetet, sorra megkapjuk, hogy a bg, by, ..., b; egyiitthatok mind oszthatok p-vel. Az utolsd
lépés igy fest:

plar=bock +bick 1+ +bp1cr+brco " plbrey T p| by
Nézziik végiil az n-edfoka tagot az f = gh egyenl&ségben: a, = brce (ugye?). Mivel p | by, ez ellentmond a p t a,
feltevésnek, tehat az f felbonthatosagara vonatkozo indirekt feltevésiink helytelen volt. (Keresztkérdés: Hol hasznaltuk
ki, hogy 0 < deg g,degh < n?) O

3.45. Koévetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.
Biz. Minden n € N esetén az z™ + 2 polinom irreducibilis Q felett (miért?). O

3.46. Megjegyzés. A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditasa nem igaz. Vagyis abbol, hogy nem létezik olyan p prim-
szam, ami teljesitené a megfelel§ oszthatosagi feltételeket, nem kdvetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis (keressiink
ellenpéldat!). A megforditas helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,titkorképe”.

3.47. Tétel (muirstivl izstilidioubsni slst-nistenszid—nnemsndda). Legyen f = ap,z™ 4+ -+ + a12 + ap € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszam amelyre p || an,p | an-1,...,p | a1,pt ag, akkor f irreducibilis a racionélis szdmok teste felett.

Elemi tortekre bontas

3.48. Definicié. A T test feletti raciondlis torton S alakut formalis kifejezést értiink, ahol f, g € T [z] és g # 0. Minden

g
racionalis torthoz tartozik egy raciondlis tortfiiggvény (a két fogalom nem Osszekeverendd!). A T feletti racionalis
tortek halmazat T (z) jeloli.

3.49. Definicié. A T test felett elemi tortnek (vagy parcialis tortnek) olyan racionalis tortet neveziink, amelyben a
nevezd T felett irreducibilis (f6)polinom hatvanya, és a szamlalo foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokanal:

1% €T (z), ahol f,peT]|x], k€N, pirreducibilis T felett, deg f < degp.
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3.50. Tetel. Tetszbleges T test felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és elemi tortek Gsszegeként.

3.51. Kovetkezmény. A komplex szadmok teste felett minden racionélis tort felirhato egy polinom és véges sok
A

——— (A,a€C, keN)
(z+a)

alaku racionalis tort Osszegeként.

3.52. Kovetkezmény. A valos szamok teste felett minden racionalis tort felirhato egy polinom és véges sok

A B
—— (4,a€R, ke€N), és 2+ C
(@ +a)*

alaki racionalis tort Gsszegeként.

ot (B,C,b,c€R, b* —4c <0, k €N)
%+ bx + ¢

Szimmetrikus polinomok

3.53. Tétel (ism.). Legyenek az n-edfokt f = 2" +a,_12" "1+ +a1x+ag € C [x] f6polinom komplex gydkei a, ..., ayp
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitasa). Ekkor fennallnak az alabbi osszefiiggések:

—Op-1 = Q1+ Q2+ -+ Qg

Ap—2 = Q1Q2 + 103 + -+ Qp_1Qyp;

—Qp-3 = Q103 + Q100 + -+ + Qp_20n 100

n—1
(—1)"" a1 = oo, 1 F O Qo s Q23 1O

(=1)"ag = a1z - - 10ty

3.54. Megjegyzés (ism.). A fenti képleteket Viéte-formuldknak hivjuk. A k-adik sor bal oldalan (=1)* a,_ 411, a jobb
oldalon pedig az ax, ..., a, bettikbsl képezett Osszes k-tényezbs szorzat Osszege, tehat egy (Z)—tagﬁ Osszeg. Formalisan:

(—1)kan,k = Z Oy - Qi * oot Ol

1<ii<iz<---<ix<n

3.55. Definicié. Az f € C[x] f6polinom diszkrimindnsa:

H (ai _O‘j>2a

1<i<j<n

3.56. Definicié. Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezzik az ax™ - - -z~ alaka formalis kifejezéseket,

ahol 0 £ a € T és ki,...,k, € Ny. Az ilyen monomok véges Osszegeit pedig T feletti n-hatdrozatlani polinomoknak
nevezzik.

Jelolés. A T feletti n-hatarozatlant polinomok halmazat T [x1, ..., z,] jeloli.

3.57. Tétel. A természetes modon definialt szorzassal és Osszeadassal T [y, ..., z,] integritastartoméany.

3.58. Megjegyzés. Az n-hatarozatlant polinomok gyftirtjét lehetne rekurzivan is definialni: legyen

Tlx1,... 2] = (T[x1,...,20-1]) [zn],
azaz a T [x1,...,2y—1] integritdstartomany feletti (egyhatarozatlant) polinomgytri.
3.59. Definicié. Az f € T [z1,...,z,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invarians a hatarozatlanok

Vo€ Sp i f(T1my s Tnm) = f (21, 20).

3.60. Definicié. A k-adik n-hatarozatlani elemi szimmetrikus polinom az x1,...,x, hatarozatlanokbol képezett
Osszes k-tényezds szorzatok Osszege (k= 1,...,n).

Jel6lés. A k-adik n-hatarozatlant elemi szimmetrikus polinomot oy, jeloli (az alaptest és n értéke altalaban vilagos a
szovegkornyezetbdl), tehat
o = Z iy "Xy oo Xy, €T [T1,. .0, 20].
1<i1<i2< < <n
3.61. Megjegyzés. Az elemi szimmetrikus polinomokkal mér taladlkoztunk: segitségiikkel fejezhetSk ki egy komplex
egylitthatos f6polinom egyiitthatoi a polinom gydkeibsl. Tehat a Viete-formulak oy, (aq,...,q,) = (—1)k a,,_}, alakban is
felirhatok.
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3.62. Tétel. A szimmetrikus polinomok részgytrtt alkotnak a 7' [z1,. .., z,] polinomgytrtben.

3.63. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele). Barmely szimmetrikus polinom felirhat6, mégpedig egyetlen modon,
az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

VfeT[r,...,xy]: f szimmetrikus = Jh € T [z1,...,x,): f=h(01,...,00).

Algebrai és transzcendens szamok

3.64. Definicié. Az a komplex szdmot algebrai szammnak nevezziik, ha gyoke valamely nemzéré racionalis egyiitthatos
polinomnak. A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak nevezzik.

3.65. Definicié. Ha f € Q[z] minimalis fokszdmu mindazon nemzérd racionalis egylitthatos f6polinomok kozott, melyek-
nek « gyoke, akkor f-et az « algebrai szam minimdlpolinomjdnak nevezziik.

3.66. Tétel. Algebrai szam minimélpolinomja mindig egyértelmtien meghatarozott, és irreducibilis a racionalis szamtest
felett. Tovabba, ha f € Q[z] olyan irreducibilis f6polinom melynek az « algebrai szam gyoke, akkor f megegyezik «
minimalpolinomjaval.

3.67. Tétel. Létezik transzcendens szam.

3.68. Megjegyzés. A fenti tételt a megfelel§ halmazelméleti ismeretek birtokdban nem nehéz bebizonyitani: komplex
szadmbol ,t6bb” van, mint algebrai szambol. (Az algebrai szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen, C viszont kontin-
uum szamossagi.) Ez egy an. nemkonstruktiv egzisztenciabizonyitds: igazolja, hogy van transzcendens szam (s6t, a kom-
plex (vagy valos) szamok ,talnyomo tobbsége” transzcendens), de nem mutat egyetlen példat sem transzcendens szamra.
Nem konnyt feladat egy konkrét szamrol belatni, hogy transzcendens. Az ilyen bizonyitasok altalaban azt hasznaljak
fel, hogy algebrai szamokat nem lehet nagyon jol kozeliteni racionalis szamokkal (lasd a m Tételt). Ez a diofantoszi
approrimdcid témakore: adott a valds szdmhoz szeretnénk olyan % kozelits tortet talalni (p,q € Z,q > 0,p L q), amelyre

|a - §| kicsi, és ¢ nem tul nagy.

3.69. Tétel (Dirichlet approximacids tétele). Minden « valos szam és minden N természetes szam esetén van a-nak

olyan 2 kozelitése, amelyre

P L
a—=|<— é qg<N
‘ Q‘ Ngq
3.70. Kovetkezmény. Ha « irracionalis szam, akkor végtelen sok olyan %’ kozelitése van, amelyre ’oz — % < q%.
3.71. Allitas. Ha o racionalis szam, akkor csak véges sok olyan % kozelitése van, amelyre ‘a — %’ < q%.
3.72. Tétel (Hurwitz). Ha « irracionalis szam, akkor végtelen sok olyan %’ kozelitése van, amelyre
p 1
a——| < .
Q‘ V5¢?

1+v5

5=, akkor az éllitas nem javithato: nem frhatunk a nevezébe semmilyen v/5-nél nagyobb szamot.

Ha o =

3.73. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth). Ha « irraciondlis algebrai szam és e > 0, akkor csak véges sok olyan %

kozelitése van, amelyre

a— =
q

3.74. Teétel. Az algebrai szamok résztestet alkotnak a komplex szamok testében.

q2+s

P ’ 1

3.75. Tétel. Ha « algebrai szam és n > 2, akkor {/«a is algebrai szam (a gyoknek mind az n értékére).

3.76. Definicié. Az o komplex szamot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphato racionalis szamokbol kiindulva a
négy alapmiivelet (6sszeadas, kivonds, szorzas, osztas) és egész kitevis gyokvonas véges szamu alkalmazasaval.

3.77. Kovetkezmény. A gyokmennyiségek algebrai szdmok.

3.78. Tétel. Van olyan algebrai szam, ami nem gyokmennyiség.

A fenti artatlannak latszo tételbsl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté meg gyokjelek segitségével. Az
dtodfokn egyenletnek mar nincs altaldnos megoldoképlete, sét, példaul az x° — 4o + 2 = 0 egyenletnek még ,ad hoc”
megoldoképlete sincs, mert gydkei nem gyokmennyiségek.

3.79. Tétel. Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha o € C gyoke a legalabb els6fokt f = a,z™ +---+a1x +ag
polinomnak, ahol ag, ..., a, algebrai szamok, akkor a maga is algebrai szam.
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4. Relacidk

Ekvivalenciak és osztalyozasok

4.1. Definicié. Adott A halmazon értelmezett reldcion A-beli elemekbdl alkotott elempérok halmazat értjiik, azaz egy
tetszéleges p C A x A halmaszt.

Jel6lés. Az egyszertiség kedvéért (a,b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.

4.2. Definicié. Ekvivalenciareldcionak nevezziik a p C A X A relaciot, ha rendelkezik az alabbi harom tulajdonsaggal:
(1) Va € A : apa (reflexivitas);
(2) Va,be A:apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitas).

4.3. Definicié. Az A halmazon értelmezett legsziikebb ekvivalenciarelacio az wy := {(a,a) : a € A} egyenldség reldcio,
a legb&vebb ekvivalenciarelacié pedig az A x A teljes reldcio.

4.4. Példa. Az egész szamok halmazan a modulo m kongruencia ekvivalenciarelacio (lasd az Tétel els harom
pontjat). Ahogy az egész szamokat a modulo m kongruencia alapjan maradékosztalyokba tudjuk sorolni, ugy tetszéleges
p C Ax A ekvivalenciarelacio is meghataroz egy osztalyozast az A halmazon. A kovetkezSkben definialjuk a maradékoszta-
lyok mintajara az ekvivalenciaosztalyokat, és megmutatjuk, hogy ezek valoban ,osztalyozzak” az A halmaz elemeit.

4.5. Definicié. Legyen p C A x A egy ekvivalenciarelacio és a tetszsleges eleme A-nak. Ekkor az
a:={be A:apb}

halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia) osztdlydnak, az ekvivalenciaosztalyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti
faktorhalmazdnak nevezzikk. Az a elem p szerinti osztalyat szokas a/p-val, a’-val vagy [a] ,-val jel6lni, de mi inkabb az
egyszertibb @ jel6lést hasznéljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de altalaban kideriil a szévegkdrnyezetbdl, hogy mi a széban
forgo ekvivalenciarelacio. A faktorhalmazt A/p jeloli, tehat

Alp={a:a € A}.

4.6. Példa. Legyen A = {a,b,c,d,e, f} és
p = {(a,a),(b,b),(c,c), (d, d), (e,e), (£, f), (a:b), (b,a), (d, ), (e, d), (d, f), (f.d), (e, f), (f,e)}.

Ez egy ekvivalenciarelacio, de ezt elég nehézkes volna ellendrizni (f6leg a tranzitivitast). Ha felrajzoljuk a relacio grafjat (a
graf csucsai az A halmaz elemei, és minden (v, w) € p csticsparnal berajzolunk egy v — w nyilat), akkor azt latjuk, hogy
harom Osszefligg6 komponens van, és a komponensek mind irdnyitott teljes grafok (egy komponensen beliil ,;mindenki
mindenkivel, oda-vissza”). Igy mar a tranzitivitas is vilagos. Be fogjuk bizonyitani, hogy minden ekvivalenciarelacio
esetén igy néznek ki az osszefiiggd komponensek (gondoljuk majd meg, hogy a Tétel (i) allitasanak ez a szemléletes
jelentése). Az osszefiiggs komponensek éppen az ekvivalenciaosztalyok:

a={a,b}, b={a,b}, c={c}, d={d,e, f}, e={d,e, f}, f={de, f}.
A faktorhalmaz tehat igy fest:

Afp={abedef} = {{ab} {a bk {ch{de fhAde fhAde f} ] = {{a.b}{c} {d.e. f}}.

(Elsszor a Definiciot betii szerint alkalmazva irtuk fel a faktorhalmazt, azutan ugy, hogy az ismétl6ds elemekbdl csak
egyet tartottunk meg. Célszerd mindig kihagyni az ismétldéseket, mert igy jobban attekinthets a faktorhalmaz.)

4.7. Példa. Ha p a modulo m kongruencia az egész szamok halmazan (azaz apb <= a = b (mod m)), akkor az ekvivalen-
ciaosztalyok éppen a maradékosztalyok (lasd az Definciot), a faktorhalmaz pedig Z,, lesz: Z/p = {6, 1,...,m— 1} =
Z,,. A maradékosztalyok esetén vilagos, hogy két egész szam akkor és csak akkor esik ugyanabba a maradékosztalyba,
ha relacioban vannak egyméssal (azaz kongruensek modulo m). Megmutatjuk, hogy ez minden ekvivalenciarelaciora
érvényes (lasd a Allitast), majd ennek segitségével igazoljuk, hogy az ekvivalenciaosztalyok paronként diszjunktak
(lasd a Tételt). A maradékosztalyoknal ez trivialis, mert egy szam nem adhat kétféle maradékot m-mel osztva. Ugyan
a kongruencids-maradékosztalyos példa segit elképzelni ezeket az elvont fogalmakat, az alabbi bizonyitasoknal nagyon kell
figyelni arra, hogy ne hasznaljunk semmit pusztan a szemléletiink alapjan: csak arra tdmaszkodhatunk, amit feltettiink,
vagyis arra, hogy p reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

4.8. Allitas. Legyen p ekvivalenciarelaci6 az A halmazon. Ekkor minden a,b € A esetén @ = b <= apb.
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Biz. Tegyiik fel el6szor, hogy @ = b. A reflexivitasbol kovetkezik, hogy b € b (ugye?), tehat b € @ (miért?). Ez utobbi
pedig éppen azt jelenti, hogy apb (ugye?).

A masik irany igazolasahoz tfh. apb, és legyen x € b egy tetszoleges elem. Ekkor bpx (ugye?), és ebbdl az apb feltevés
és a tranzitivitas segitségével megkapjuk, hogy apz (miért?), ez pedig azt jelenti, hogy = € @. Ezzel belattuk, hogy b C @
(ugye?). A maésik iranyu tartalmazas hasonloan (de nem sz6 szerint ugyanigy!) lathato be (HF). O

4.9. Tetel. Az ekvivalenciaosztilyok paronként diszjunktak: ha p C A x A ekvivalenciarelacio, akkor minden a,b € A
esetén a £b = anb=10.

Biz. Kontrapoziciéval bizonyitunk: azt mutatjuk meg, hogy @n b# (0 = a@=b. Tegyiik fel tehat, hogy anb # 0, és
legyen ¢ € aNb. Ekkor apc és bpe (miért?), és a szimmetriat hasznalva cpb is teljestil. A tranzitivitdsnak készonhetGen
apc és cpb maga utan vonja, hogy apb (ugye?). Ebbdl pedig a Allitas alapjan kovetkezik, hogy @ = b. O

4.10. Definicié. Egy nemiires halmaz osztdlyozdsan olyan paronként diszjunkt nemiires részhalmazainak halmazat
értjik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt. Formalisan: C C P (A) osztalyozéas a nemiires A halmazon, ha

(a) VBeC: B #0;
(b) vBl,BQ€C:Bl7éB2 — BlﬂBgz(Z);
() UB=A4.

BeC

4.11. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

(i) Ha p C A x A ekvivalenciarelacio, akkor A/p osztélyozas az A halmazon.
(ii) Ha pedig C C P (A) osztélyozas, akkor az
apb <—= dBe€C:a,be B

formuléval definialt p relacié ekvivalenciarelacié az A halmazon.

tulajdonsag kovetkezik a Tételbsl. Az (a) és (c) tulajdonsagok kulcsa pedig az, hogy a reflexivitds miatt a € @
teljesiil minden a € A esetén (ugye?). Ebbdl kovetkezik, hogy @ nem iires (hiszen a biztosan eleme), és az is, hogy az
ekvivalenciaosztalyok egylitt lefedik az a halmazt (hiszen az a elemet lefedi az @ osztaly).

A masodik allitas bizonyitasahoz tth. C osztalyozas az A halmazon. Mivel az osztalyok lefedik az alaphalmazt ((c)
tulajdonsag), minden elem benne van legalabb egy osztalyban. Mivel az osztalyok paronként diszjunktak ((b) tulajdon-
sag), minden elem lefeljebb egy osztalyban lehet benne. Tehat az alaphalmaz minden eleme pontosan egy osztalyban van
benne. Legyen f: A — C az a leképezés amelyik minden a € A elemhez hozzéarendeli azt az egyetlen B € C osztalyt,
amelyre a € B. Az f leképezés magja éppen a tétel kimondasaban szerepls p relacio (miért?), és igy a Allitas szerint
p ekvivalenciarelacio. O

4.12. Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy a fenti tételben megadott ,,ekvivalenciareldcio — osztdlyozds” és
,,08ztdlyozds — ekvivalenciareldcid” megfeleltetések egymas inverzei, vagyis egy tetszéleges alaphalmaz ekvivalenciarelacioi
és osztalyozasai kolcsonosen egyértelmien megfelelnek egymésnak.

4.13. Megjegyzés. Ha egy ,szép szabalyos” ekvivalenciarelaciorol van szo, akkor meg lehet mondani, hogy milyen szabaly
szerint soroljuk ekvivalenciaosztalyokba az elemeket (a Példaban példaul az m-mel adott osztasi maradékaik szerint).
A kovetkezd fogalom ezt a jelenséget ragadja meg absztrakt formaban: minden elemhez hozzarendeliink ,valamit” (pl. a
modulo m maradékat), és két elemet akkor tesziink egy osztalyba (vagyis akkor allnak relacioban egymassal), ha ez a
,valamijiik” megegyezik.

4.14. Allitas. Tetszoleges f: A — B leképezés esetén a
ker f:= {(a1,a2) : a1f = azf} CAx A

relacié ekvivalenciarelacié az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

Biz. A mag tulajdonsigai rendre visszavezethetSek az egyenl@ség tulajdonsagaira:
(1) ker f reflexiv, mert Va € A : af = af;
(2) ker f szimmetrikus, mert Vai,a2 € A:a1f = asf = aof = a1 f;
(3) ker f tranzitiv, mert Vay,a0,a3 € A: (a1 f = aaf és asf = asf) = a1f =asf.
O

4.15. Példa. A Példaban szerepls p relacio elég szabalytalannak tiinik; els6re talan nem latszik, hogy van-e olyan
leképezés, aminek éppen ez a relacio a magja. Ha belegondolunk a mag (és az ekvivalenciaosztaly) definiciojaba, akkor
észrevehetjiik, hogy nagyon sok ilyen leképezés van: minden olyan f: A — B leképezés jo (barmilyen legalabb haromelemd
B halmazzal), amire x f = yf akkor és csak akkor 4ll fenn, ha  és y ugyanabba az osztalyba esnek. Ime egy ilyen lelépezés:

fiA=>{ %0 8}, a—d b—d c—0O d—Md c— B f— B
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Ha a ,szarvanal ragadjuk meg a bikat”, akkor nem is kell gondolkoznunk rajta, hogy miket rendeljiink az A halmaz
elemeihez: legyen B = A/p, és rendeljiik minden elemhez a sajat ekvivalenciaosztalyat. Ezt nevezziik természetes
leképezésnek:

viA— Alp, x—T.
Gondoljuk meg, hogy a Allitas épp azt jelenti, hogy tetszdleges A halmaz és p C A x A ekvivalenciarelacié esetén az
igy definialt v leképezés magja éppen p. Tehat a Allitasban szerepld példa ,univerzalis”: minden ekvivalenciarelacio
egy alkalmas leképezés magja.

Részbenrendezések

4.16. Definicié. Részbenrendezési reldcionak nevezzik a p C A x A relaciot, ha rendelkezik az alabbi harom
tulajdonsaggal:

(1) Va € A: apa (reflexivitas);
(2) Va,be A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivitas).
Ha még a kovetkez6 tulajdonsag is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy lineéris rendezésnek, vagy roviden
csak rendezésnek) nevezziik:

(4) Va,b e A: apb vagy bpa (dichotéomia).

Jeldlés. A részbenrendezéseket szokas a < szimbolummal jel6lni, még akkor is, ha az alaphalmaz elemei esetleg nem is
szamok. Ha a < b de a # b, akkor azt irjuk, hogy a < b.

4.17. Definicié. Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz, és < részbenren-
dezés A-n.

4.18. Definicié. Legyen (A4; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a,b € A. Azt mondjuk, hogy b fedi a-t, ha a < b,
de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt a < b jeloli, és a < relaciot az adott részbenrendezéshez
tartozo fedési reldacionak hivjuk.

4.19. Példa. Ime néhany nevezetes (részben)rendezett halmaz:

(a) Az egész szamok halmazan a szokésos ,nagysag szerinti” rendezés teljes rendezés. A (Z; <) rendezett halmazban két
szam akkor és csak akkor fedi egymaést, ha a nagyobbik csak 1-gyel nagyobb a kisebbiknél: a < b <— b=a+ 1.

valés szamok halmazan is teljes rendezés a szokasos ,nagysag szerinti” rendezés, de itt a < b soha nem teljesii
b) A valés szamok halmazan is telj dezé ka : inti” rendezés, de itt b soh teljestil
(miért?), vagyis a fedési relaci6 tires: <= {).

(¢) A nemnegativ egész szamok halmazan az oszthatosag részbenrendezés (de nem teljes rendezés). Az (Np;|) részben-
rendezett halmazban két szam akkor és csak akkor fedi egymést, ha a nagyobbik ,primszerese” a kisebbiknek:
a <b <= dpprimszdm : b=p-a.

(d) Tetszdleges U halmaz esetén U hatvanyhalmazan (vagyis U Osszes részhalmazainak halmazan) a tartalmazasi relacio
részbenrendezés (de csak akkor teljes rendezés, ha U legfeljebb egyelemii). A (P(U); C) részbenrendezett halmazban
két elem akkor és csak akkor fedi egymaést, ha a nagyobbik csak egyetlen elemmel b6vebb a kisebbiknél: A < B <—
JueU\A: B=AU{u}.

4.20. Tétel. Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatérozza a fedési relacioja.

Biz. Legyen (A; <) egy véges részbenrendezett halmaz, és legyen < a megfelels fedési relacio. Azt allitjuk, hogy minden
a,b € A esetén
a<b < dIneNgyde,c,...,cnEAra=cy<c1 <--<¢c, =0

(Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b Gsszekothets egy véges hosszisaga,
fedésekbdl allo lanccal.) A |, <=7 irany igazolasédhoz tth. a =cp <¢; <+ < ¢, =b. Ekkora=¢p <c¢1 < -+ <¢p =b
(miért?), és igy a tranzitivitas miatt a < b (ugye?). A ,, = 7 irany igazolasdhoz tth. a < b. Ha a = b, akkor készen
vagyunk (n =0 és ¢g = a = b); ha a < b, akkor is készen vagyunk (n =1 és ¢g = a,c; = b). Ellenkez esetben létezik
a és b kozott” legalabb egy d elem: a < d < b. Ha a < d < b, akkor készen vagyunk (n =2 és ¢y = a,¢; = d,ca = b).
Ellenkezs esetben a és d kozé, vagy d és b kozé (esetleg mindkét helyre) tudunk ajabb elemeket illeszteni, és igy tovabb.
Mivel A véges, ez nem mehet végtelen sokiig: el6bb-utobb olyan lancot kapunk, amelynek szomszédos ,lancszemei”
kozé mar nem lehet Gjabb elemeket illeszteni, vagyis a szomszédos elemek fedik egymaéast. (Ezt a gondolatmenetet az
[a,b] = {x € A: a < 2 < b} intervallum elemszama szerinti teljes indukcioval lehet precizzé tenni.) O

4.21. Definicié. Egy (A; <) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjdn egy olyan abrat értiink, amelynél A elemeit
(sikbeli) pontokkal abrazoljuk oly modon, hogy a < b esetén a b-nek megfelels pont ,foljebb” van, mint az a-nak megfelels
pont, és e két pontot akkor és csak akkor kotjiik Ossze, ha b fedi a-t. Az el6z6 tétel szerint véges részbenrendezett
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halmazokat ,érdemes” Hasse-diagrammal abrazolni. Néha végtelen részbenrendezett halmazokroél is jo képet ad a Hasse-
diagram (példaul a (Z; <) és (Ny;|) részbenrendezett halmazok esetén), de példaul az (R; <) rendezett halmaz Hasse-
diagramjat bajos volna lerajzolni, mert itt a fedési relécio iires.

4.22. Példa. Tekintsiik az ({1,2,3,6}; <) részbenrendezett halmazt. Ebben az esetben a részbenrendezési relacio és a
fedési relacio igy fest:

< ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(2,2),(2,3),(2,6),(3,3),(3,6),(6,6)}, < ={(1,2),(2,3),(3,6)}.
Ennek megfeleléen a Hasse-diagramon csak az 1 — 2, 2 — 3 és 3 — 6 éleket kell berajzolni (nyilhegyeket nem rajzolunk,
helyette a cstcsokat gy rendezziik el, hogy a nagyobb szam mindig féljebb legyen):

4.23. Példa. Tekintsiik az ({1,2,3,6};|) részbenrendezett halmazt. Ebben az esetben a részbenrendezési relacio és a
fedési relacio igy fest:

| ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(2,2),(2,6),(3,3),(3,6),(6,6)}, < ={(1,2),(1,3),(2,6),(3,6)}.

Ennek megfeleléen a Hasse-diagramon csak az 1 —2, 1 — 3, 2 — 6 és 3 — 6 éleket kell berajzolni:

4.24. Példa. Tekintsiik az alabbi Hasse-diagrammal megadott részbenrendezett halmazt:

Itt az alaphalmaz A = {a,b,c,d}, és a diagramrol leolvashatjuk a megfelels részbenrendezési relaciot és fedési relaciot:
< = {(a,a), (a,c¢), (a,d), (b,b), (b, ), (b,d), (c,c),(c,d), (d, d)}7 < = {(a, ¢), (b, ¢), (c, d)}

4.25. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz. Az a € A elemet minimdlis elemnek nevezziik, ha nincs
néala kisebb elem, és legkisebb elemnek nevezziik, ha ¢ mindenki méasnal kisebb. Hasonloan a € A maximdlis, ha nincs
nala nagyobb elem, és a € A legnagyobb, ha § mindenki masnal nagyobb. Formaélisan:

e o minimalis <= fccAd:c<aq;
e a legkisebb <= Vee A:a<g
o ¢ maximilis <= fceAd:c>a;

e alegnagyobb <= VYce€ A:a>c.

4.26. Példa. A Példaban szerepls ({1,2,3,6}; <) részbenrendezett halmazban 1 minimélis és legkisebb elem, 6
maximalis és legnagyobb elem. Ugyanez érvényes a Példaban szerepls ({1,2,3,6};|) részbenrendezett halmazra.
A Példaban szerepls ({a,b,c,d}; <) részbenrendezett halmazban a és b minimalis elemek, legkisebb elem nincs, d
maximalis és legnagyobb elem. A (Z; <) részbenrendezett halmazban nincs se minimalis, se legkisebb, se maximalis,
se legnagyobb elem. Az (Np; <) részbenrendezett halmazban 0 minimalis és legkisebb elem, és nincs se maximalis, se
legnagyobb elem. Az (Np;|) részbenrendezett halmazban 1 minimaélis és legkisebb elem, 0 maximalis és legnagyobb elem.
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4.27. Tétel. Részbenrendezett halmazban legfljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van legkisebb elem, akkor az
minimalis elem is, s6t ilyenkor § az egyetlen minimélis elem. Formaélisan: ha (4;<) egy részbenrendezett halmaz és
a,b e A, akkor

(i) a és b is legkisebb elem = a = b;

(ii) a legkisebb = a minimalis;

(iii) a legkisebb és b minimalis = a = b.

Hasonlo érvényes a legnagyobb elemre is.
Biz.

(i) Ha a és b is legkisebb elem, akkor a < b (miért?) és b < a (miért?), és igy az antiszimmetria miatt a = b.

(ii) Indirekten bizonyitunk: tfh. a legkisebb elem, de nem minimalis. Mivel ¢ nem minimalis, létezik olyan ¢ € A,
amelyre ¢ < a. Mivel a a legkisebb, a < ¢. Trivialisnak ttinik, hogy ¢ < a és a < c ellentmondanak egymasnak,
de ne feledjiik, hogy nem szamokrol és a szokasos ,kisebb vagy egyenls” relaciorél van szo, hanem egy tetszéleges
részbenrendezett halmazrol! Tehat a reflexivitason, antiszimmetrian és tranzitivitason kiviil semmit nem tudunk;
csak ezt a harom tulajdonsagot hasznéalhatjuk fel. A ¢ < a jelolés azt jelenti, hogy ¢ < a, de ¢ # a (ugye?). Tehat
tudjuk, hogy ¢ < a és a < ¢, és igy az antiszimmetria miatt ¢ = a. Node tudjuk azt is, hogy ¢ # a, és ez méar
tényleg ellentmondas.

(iii) Tth. a legkisebb elem és b minimalis elem. Mivel a legkisebb, a < b. Ha itt egyenlGség teljesiil, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor a < b, ami nem lehetséges, mert b minimalis (ugye?).

O

4.28. Megjegyzés. Ha a és b pozitiv egészek, akkor a és b pozitiv k6zos osztoinak halmaza D, N Dp. Ezen a halmazon
kétféle részbenrendezést is értelmezhetiink: a nagysag szerinti rendezést és az oszthatosig szerinti rendezést. A leg-
nagyobb koz0s oszto altalanos és kozépiskolaban hasznalatos definicidja szerint lnko (a, b) nem mas, mint a (D, N Dy; <)
rendezett halmaz legnagyobb eleme. Az &altalunk hasznéalt Definici6 szerint Inko (a,b) nem mas, mint a (D, N Dy;|)
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. (Példaul a = 18, b = 30 esetén D1gNDsg = Dinko(1s,30) = De = {1,2,3,6}. A
(Do N Dy; <) rendezett halmaz Hasse-diagramjat a Példa, a (D, N Dy;|) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat
pedig a Példa mutatja ebben a konkrét esetben.) Ha a és b is pozitiv (s6t, még akkor is, ha egyikiik nulla), akkor
a két definicio ekvivalens egymaéssal: ha d a legnagyobb eleme a (D, N Dy;|) részbenrendezett halmaznak, akkor minden
k€ D,NDy esetén k | d, és igy k < d is teljesiil, tehat d legnagyobb eleme a (D, N Dy; <) rendezett halmaznak is (ugye?).
Ha azonban a = b = 0, akkor a (D, N Dp; <) rendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme (miért?), mig a (D, N Dy;|)
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme 0 (ugye?). Tehat a = b = 0 esetén az ,iskolas” definici6 nem hasznalhato, az
segyetemi” definicio viszont igen. Egy maésik el6nye az Definicionak, hogy altalanosithato az egész szamok gytirdjérdsl
més gytriikre, ahol nincs is ,nagysag szerinti” rendezés (méas kérdés, hogy legnagyobb kozos osztok nem minden gytriiben
léteznek).

5. Permutacidk

Permutaciék szorzasa, ciklusfelbontas

5.1. Definicié. Permutdcionak nevezzik egy nemiires (véges) halmaz 6nmagara valo bijektiv leképezését.

5.2. Definicié. Az {1,2,...,n} halmaz Gsszes permutacioi csoportot alkotnak a leképezésszorzas miiveletével. Ezt a
csoportot n-edfoki szimmetrikus csoportnak nevezziik, és S,-nel jeloljik.

5.3. Allitas. TetszSleges m, p € S,, permutaciok esetén (mp) ' = p~ir—L.

Biz. A permutéciok szorzésanak asszociativitasat hasznélva: (mp) (p~ 7~ ') =7 (pp™ ') 7! = midr ! = 7~ =id és
(ptn ) (mp) =p "t (r7'm) p=ptidp=p~tp =id. O

5.4. Definicié. Permutéciok pozitiv egész kitevs hatvanyat természetes modon értelmezhetjiik: = € S, és k € N esetén

legyen 7% := - .... 7 (k darab 7 szorzata). A nulladik hatvany az identikus permutaci6: 7° := id, a negativ kitevés
hatvanyt pedig az inverz segitségével definidljuk: 7—% := (7*)~!. A hatvanyozis szokdsos azonossigainak egy része
érvényben marad permutaciokra is: 7% - 78 = 7F+E (7F)f = 7k¢ ellenben a (m0)*F = 7 - 0¥ egyenléség mar nem mindig

érvényes. Egy fontos specialis esetben azonban az utoébbi is teljesiil: ha 7 és o felcserélhetdek, azaz w- o = o - w, akkor
(mo)k = 7F . ok,

5.5. Definicié. Legyen m € S,, és a € {1,2,...,n}. Ha ar = a, akkor azt mondjuk, hogy a fizpontja m-nek. Ha am # a,
akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme m-nek.
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5.6. Definicié. Két permutacié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

5.7. Tétel. Ha 7, p € S,, idegen permutéciok, akkor folcserélhetSek, azaz wp = pr.

Biz. Legyen M, a 7 permutaci6 mozgatott elemeinek halmaza. ElSkésziiletként belatjuk, hogy minden a € {1,2,...,n}
esetén

a €M, = am € M,. (5.4)

Valoban, ha az allitassal ellentétben a € M, és b := ar ¢ M, akkor a # b (miért?) és ar = b = br (miért?), ez pedig
ellentmond 7 injektivitasanak (ugye?).

Ezek utan nekikezdhetiink a tétel bizonyitasanak: tfh. 7 és p idegen, azaz M, N M, = 0. Azt kell belatnunk, hogy
minden a € {1,2,...,n} esetén a (mp) = a (pm). Négy esetet kiilonboztetiink meg:

1) a ¢ My és a ¢ M,: Ekkor ar = a és ap = a, tehat a bal oldalon a (mp) = (am) p = ap = a, a jobb oldalon pedig
a(pr) = (ap) ™ = am = a &ll (ugye?).

2) a € M, és a ¢ M, Ekkor szerint am € M, kovetkezésképp am ¢ M, (miért?). Tehat p-nak fixpontja a és
am is (ugye?). Ennek felhasznéalasaval a bal oldal a (7p) = (aw) p = am, a jobb oldal pedig a (p7) = (ap) ® = ax.

3) a ¢ M, és a € M,: Ez ugyanaz, mint az elézs eset, csak 7 és p szerepet cserél.

4) a € M, és a € M,: Ez lehetetlen (miért?).

Minden esetben (ami egyaltalan felléphet) ugyanazt kaptuk a (mp) és a (pr) kiszamitasakor, ezzel tehat igazoltuk, hogy
mp = pm. (]

5.8. Definicié. Legyenek ay,...,a; € {1,2,...,n} kiilonboz6 elemek (k > 2), és legyen w € S, az alabbi permutéacio:
1T = Az, AT = Az, ..., Qp_1T = Ak, QT = a1 és br=bhab¢ {a,...,ar}.

Ezt a m permutéciot igy jeloljik: 7 = (a1 ag -+ ak—1 ag) és ciklikus permutdcionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

5.9. Tétel. Minden S,,-beli permutacié elgall paronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elGallitas a tényezsk
sorrendjétdl eltekintve egyértelmii.

Biz. Csak az egzisztenciat igazoljuk, azt is csak vazlatosan. Legyen A = {1,2,...,n} és m € S4 = S,. Induljunk ki egy
tetszoleges a; € A elembdl, és alkalmazzuk ra a 7 permutaciot tobbszor egymas utan. Igy egy ap,as,as, ... sorozatot
kapunk, ahol a;41 = a;7 minden i-re. Mivel A véges, elébb-utébb lesz ismétlédés ebben a sorozatban: 3 < j: a; = a;.
Tegyiik fel, hogy ez a legelsd ismétlédés; ekkor az ay, aq, ..., a;—1 elemek még paronként kiilonbozdek. Azt allitjuk, hogy
t = 1, vagyis a legels6 elem, ami méasodszorra is fellép a sorozatban, az csak a; lehet. Ha nem igy lenne, azaz i > 1
lenne, akkor még az a;—; elem is szerepelne a sorozatban, és felirhatnank, hogy a;—1m = a; = a;j = a;_17, ami ellentmond
m injektivitasanak, hiszen a;—1 # aj—1 (miért?). Tehéat csak i = 1 lehet, és ezzel kialakult egy (aias --- a;—1) ciklus
(ugye?).

Ha{ai,..., a1} G A, akkor vegyiink egy tetsz6leges by € A\{a1,...,a; 1} elemet és arra is alkalmazzuk ismételten a
m permutéciot. Igy egy by, ba, bs, ... sorozatot kapunk, ahol by1; = by minden k-ra. A fenti gondolatmenethez hasonléan
belathato, hogy ebben a sorozatban is by lesz az els6 ismétlsds elem, pl. by = by, és igy kialakul egy (bybe - by—1)
ciklus. Azt allitjuk, hogy ez a ciklus idegen az (aj as --- a;_1) ciklustol. Ellenkezs esetben legyen by, a by, ba, ... sorozat
els6 olyan tagja, ami szerepel az (a1 as --- a;_1) ciklusban is; legyen mondjuk by = a;. A by elem megvalasztasa miatt
sziikségképpen k > 1 (ugye?), és megint ellentmondéasba keriiliink 7 injektivitasaval: by_17m = by = a; = a;—17 (mi a
helyzet akkor, ha i = 17).

Ezt az eljarast folytatva ujabb, a korabbiaktdl idegen ciklusokat tudunk konstrualni (megengedve az 1 hosszisagu
ciklusokat, azaz fixpontokat is), amig el nem fogynak A elemei. Mivel A véges, ez el6bb-utobb be fog kivetkezni, és ekkor
megkapjuk 7 felbontasat paronként idegen ciklusok szorzatéra. O

Paros és paratlan permutaciék

5.10. Definicié. A 2 hosszusagu ciklusokat, vagyis az (i j) alaka permutéciokat transzpozicioknak nevezziik.

5.11. Tétel. Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S, -beli permutéacio elGall transzpozicidk szorzataként.

Biz. Mivel minden permutacio felirhato ciklusok szorzataként (5.9] Tétel), elég megmutatni, hogy minden ciklus elgal-
lithato transzpoziciok szorzataként. Az (aj ag - -+ ax—1 ay) ciklust példaul igy irhatjuk fel (de sok maéas lehetGség is van):
(a1ag -+ ag—1 ar) = (a1a2) (aras) - - - (a1a) (ugye?). O

5.12. Tétel. Egy S, -beli permutacié transzpozicidk szorzataként valo felirasaban a tényez6k szamanak paritasa egyértelmten
meghatarozott. Eszerint beszélhetiink pdros permutdciokrdl és paratlan permutdciokrol.



ALGEBRA ES A SZAMELMELET 3 28

Biz. Tekintsiik egy 7 € S,, permutécio két kiilonb6zs felbontéasat transzpozicidok szorzatara:
ﬂ:TlTQ...Tk: :0-10—2...0-87

ahol mindegyik 7; és o, transzpozicié. Azt kell igazolnunk, hogy k = ¢ (mod 2), vagy, ami ezzel ekvivalens, hogy k + ¢
paros. Atrendezve az egyenldséget, azt kapjuk, hogy az identikus permutécio elgall k + ¢ transzpozicié szorzataként:

id=mmy- - ToOp - 0207.

Az abra mutat egy ilyen elgallitast Sy-ben: a négy elemet kiillonb6z6 szinek jelzik, és az elemek ,huzzék a csikot”, ahogy
cserélgetjik Gket. Jelolje m a keletkez6 metszéspontok szaméat; két kiilonb6z6 modon is meg fogjuk hatarozni m-et
(pontosabban csak m paritasat), és a két eredményt Osszehasonlitva kapjuk majd, hogy k + ¢ paros. (A csikokat ugy
kanyaritjuk, hogy ne menjen 4t harom csik egy ponton, tehat minden metszéspontban két szin talalkozik.)

(i) Az els6 transzpozici6 (piros—kék csere) 1 metszéspontot hozott létre, a masodik transzpozicio (kék—sarga csere)
3 metszéspontot, a tovabbi transzpozicidk rendre 5, 1, 1, 3 metszéspontot hoztak létre. Nem véletlen, hogy ezek
a szamok mind péaratlanok: ha két olyan csikot cseréliink meg, amelyek kozott ¢ darab csik fut, akkor 2¢ + 1
metszéspont keletkezik (miért?). Azt latjuk tehat, hogy modulo 2 szamolva minden csere 1 metszéspontot ad,
azaz m =k + £ (mod 2) (ugye?).

(ii) Most szamoljuk meg a metszéspontokat szinparonként: a piros és a kék csik 2 helyen metszi egymast, a kék és a
sarga csik 4 pontban metszi egymast, és igy tovabb. Itt azt figyelhetjiik meg, hogy barmely két csik paros szamu
pontban metszi egyméast. Ez sem véletlen: mivel a sok csere utan az identikus permutéciot kaptuk, az dbra bal és
jobb szélén ugyanaz a szinek sorrendje. Minden metszéspontnal az adott két szin helyet cserél (amelyik eddig feliil
volt, az alulra kertil), ezért barmely két csiknak péaros sokszor kell metszenie egymast, hogy a végére visszaalljon
a két szin eredeti sorrendje. Tehat a metszéspontok szinparonkénti Gsszeszamolésakor csupa paros szamot adunk
Ossze, vagyis m = 0 (mod 2)

El&szor azt kaptuk, hogy m = k+ ¢ (mod 2), méasodszor pedig azt, hogy m = 0 (mod 2), ebbdl pedig az kovetkezik, hogy
k + ¢ paros, és épp ezt kellett bizonyitanunk. O

Biz. (inverzidkkal, csak vazlatosan) Legyen m € S, és i,5 € {1,2,...,n}, i < j. Azt mondjuk, hogy i és j inverzidt
alkot, ha im > jm. Meg lehet mutatni, hogy minden 7 € S,, permutaci6 és 7 € S, transzpozicié esetén inv (77) és
inv (7) paritasa kiilonbozé (itt inv () jeloli a m permutacié inverzidinak szamat). Ebbé&l kovetkezik, hogy 7 barmely
transzpoziciok szorzatara valo felirasaban a tényezok szaméanak paritasa megegyezik inv (7) paritasaval. O

5.13. Allitas. A paros hosszusagu ciklusok paratlan permutaciok, mig a paratlan hosszusagu ciklusok paros permutaciok.
Biz. A Tétel bizonyitasa sorén lattuk, hogy barmely k£ hosszisagu ciklus elGall k£ — 1 transzpozicié szorzataként. [J

5.14. Definici6. Az S,-beli paros permutaciok csoportot alkotnak (miért?). Ezt a csoportot n-edfokd alterndlo
csoportnak nevezzik, és A,-nel jeloljik.

5.15. Teétel. Ha n > 2, akkor az S,-beli permutaciok fele paros és fele paratlan.

Biz. A tétel bizonyitasahoz elegends megadni egy bijekciot A,, és S, \ A, kozott (ugye?). Legyen T € S,, egy tetszileges
rogzitett transzpozicié (pl. 7 = (12)), és definialjuk a ¢ leképezést a kovetkezképpen: ¢: A, — S, \ A, 7 — n7. Harom
dolgot kell ellenérizniink:
(i) ¢ valoban az S, \ A, halmazba képez, azaz ha 7 € A,,, akkor 77 € S,, \ A,,. Ez vilagos (ugye?).
(ii) o sziirjektiv, azaz minden p € S, \ 4,, permutéciohoz létezik olyan m € A,,, amelyre 77 = p. A ®m = p7 permutécio
megfelels lesz (miért?), és ez valoban paros permutacio, mert p paratlan (ugye?).
(iii) ¢ injektiv, azaz minden 71,7y € S, esetén m T = MeT =—> m = mo. Ezt konnytd igazolni, csak be kell szorozni
jobbrol a w7 = mo7 egyenlség mindkét oldalat 7-val (ugye?).
O

5.16. Kévetkezmény. Ha n > 2, akkor |A,| =[S, \ 4,| = %
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6. Nevezetes szamelméleti problémak

Szamok felbontasa hatvanyok Gsszegére

6.1. Definici6. Az (7,y,2) € N® szamharmast pitagoraszi szdmhdrmasnak nevezziik, ha 2% + y? = 22. Az (z,v, 2)
pitagoraszi szamhéarmas primitiv, ha lnko (x,y, z) = 1.

6.2. Megjegyzés. Tetszileges (x,y, z) pitagoraszi szamharmas esetén (x/d,y/d, z/d) primitiv pitagoraszi szimharmas,
ahol d = Ilnko(z,y,z). Tehat elegendd a primitiv pitagoraszi szamharmasokat meghatarozni, mert ezekbgl minden
pitagoraszi szamharmas megkaphat6 (egy konstanssal valo szorzassal).

6.3. Lemma. Primitiv pitagoraszi szamhéarmasban a tagok paronként is relativ primek.

Biz. Legyen (z,v,2) primitiv pitagoraszi szamharmas, és legyen d = Inko (x,y). Ekkor d | z,v, és igy d? | 22,9? (ugye?),
tehat d? | 22 +y? = 22. Ebbdl kovetkezik, hogy d | 2 (miért?), azaz d osztja mindharom szadmot, vagyis d | Inko (z,y, 2) ~ 1
(hiszen (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas). Tehat d ~ 1, és ezzel belattuk, hogy x és y relativ prim. Hasonl6an
igazolhato, hogy © L z és y L z (HF). O
6.4. Lemma. Ha (z,y, 2) primitiv pitagoraszi szamharmas, akkor x és y paritasa kiilonbozs, z pedig paratlan.

Biz. Paros szam négyzete nullat, paratlan szam négyzete pedig egyet ad maradékul 4-gyel osztva (miért?). Ezt fel-
hasznalva négy esetet kiilonboztethetiink meg:

rmod2  ymod2 2% +3%=22mod4

0 0 0

1 1
1 0 1
1 1 2

Az utolsoé eset lehetetlen, mert, ahogy fent megfigyeltiik, 22 csak nullat vagy egyet adhat maradékul 4-gyel osztva. Az
elss esetben x,y, z mind parosak, és ez ellentmond annak, hogy (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamharmas. Tehat csak a
kozépss két eset fordulhat els, és éppen ezt kellett igazolnunk. ([

6.5. Lemma. Ha U és V relativ prim természetes szamok, és UV négyzetszam, akkor U és V' is négyzetszam.

Biz. Tekintsiik U és V' primhatvanytényezss felbontasat: U = [[pi*, V =] qjj . Mivel U és V relativ prim, nincs kozos
primosztojuk, vagyis az UV szorzat kiszamitasakor nem lehet Gsszevonni azonos alapi hatvanyokat; UV primhatvany-
tényezGs felbontésat egyszertien U és V' felbontdsdt egymas mellé illesztve kapjuk: UV = [[pf" - [[¢;*. Tudjuk, hogy
UV négyzetszam, ezért primhatvanytényezds felbontasaban minden kitevd paros (miért?), azaz minden «; és minden §;
kitev paros. Ez pedig azt jelenti, hogy U is és V is négyzetszam (ugye?). O

6.6. Tétel. Legyen (x,y,z) primitiv pitagoraszi szamharmas, és tegyiik fel, hogy = paros. Ekkor léteznek olyan u,v
természetes szamok, melyekre

u>wv, uZv (mod?2), u L v, ésx=2uv, y=u>—v%2=u?+0v% (A)
Forditva, a fenti formulakkal definialt (z,y, z) szamharmas mindig primitiv pitagoraszi szamharmas.

Biz. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy minden primitiv pitagoraszi szamhéarmas eléall a fenti moédon. Tth. (z,y, z) primitiv
pitagoraszi szamhéarmas. A[6.4] Lemma alapjan az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy = péaros, y és z pedig
paratlan. Fejezziik ki z-et a ,,Pitagorasz-tételbdl”

x\2 z+y z—y
Pyt =2 = ==ty (2 —y) = (5) =5
S~

U v

A paritasokra vonatkozo feltevésiink miatt itt minden tort értéke egész szam (ugye?). Megmutatjuk, hogy U L V. Ha
k|UV,akkor k |U+V =zésk |U—-V =y. Mivel z L y (miért?), ez csak k ~ 1 esetén lehetséges, tehat U és V
valoban relativ primek. A Lemma szerint ekkor U és V is négyzetszam: U = u? és V = v2. Tudjuk, hogy v?2 —v%2 =y
(ugye?), és ez egy pozitiv paratlan szam, igy u > v és u Z v (mod 2). Lattuk, hogy U L V, és ebbdl kovetkezik, hogy u
és v is relativ prim (miért?). A @—beli utols6 harom egyenl@ség u és v definiciojabol konnyen levezethetd:

2
(g) =UV =v*v? = z = 2uw, w0t =U-V =y, WP =U+V =z
A masik irany igazolasidhoz tegyiik fel, hogy @ teljesiil. Az 22 + y? = 22 egyenlséget egyszeri szamolas mutatja:

2 +y? = du? + (u2 — 1)2)2 =ut + 202 40t = (u2 —|—112)2 = 22,
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Ezzel belattuk, hogy (z,y, z) pitagoraszi szamharmas. A szamharmas primitivségéhez elegendd azt belatni, hogy vy L z
(ugye?). Ha k | y,2, akkor k | z +y = 2u? és k | z — y = 20%. Mivel u L v, ez csak k ~ 1,2 esetén lehetséges (miért?).
Node y (és z is) paratlan (miért?), tehat k ~ 2 lehetetlen, azaz y L z. O

6.7. Tétel (Fermat). Az 2* + y* = 2* egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl all6 megoldasa.

6.8. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor). Ha n > 3, akkor az 2™ + y™ = 2™ egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl
all6 megoldasa.

6.9. Lemma. Ha m és n el6all két négyzetszam Osszegeként, akkor mn is elGall.

Biz. Tth. m = a?+b? ésn = 2 +d?. Egyszerti szamolas mutatja, hogy ekkor mn is felirhat6 két négyzetszam Gsszegeként:
mn = (a® + b%) (¢ + d?) = (ac — bd)? + (ad + be) . O

6.10. Lemma. A 4k + 1 alaka primszamok elGallnak két négyzetszam Osszegeként, a 4k + 3 alakd primek viszont nem.

6.11. Tétel (Fermat-féle kétnégyzetszam-tétel). Pontosan azok a szamok allnak el6 két négyzetszam Osszegeként,
amelyek primfelbontasdban a 4k + 3 alaka primek péaros kitevivel szerepelnek.

6.12. Tétel (Lagrange-féle négynégyzetszam-tétel). Minden természetes szam el6éll négy négyzetszam Osszegeként.

6.13. Megjegyzés. Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy harom négyzetszam Osszegeként nem lehet minden
természetes szamot elGallitani (keressiink ellenpéldat!). A természetes szamok hatvanyosszegekként valo elGallitasaival
kapcsolatos problémakat 6sszefoglaldé néven Waring-problémakornek szokas nevezni. Edward Waring X VIII. szazadi angol
matematikus Meditationes Algebraicae cimd miivében azt allitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szam eléallithato
kilenc kobszam Gsszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatvany Osszegeként. Ezek az allitasok helyesnek bizonyultak, de
csak a huszadik szazadban talaltak rajuk bizonyitast.

Altalaban g (k) jeloli azt a legkisebb szamot, amelyre igaz az, hogy minden természetes szam elGallithaté g (k) darab k-
adik hatvany Osszegeként. Az el6zdek alapjan tehéat g (2) = 4,9 (3) < 9,9 (4) < 19, és példak mutatjak, hogy 8 kib, illetve
18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehat g (3) =9 és g (4) = 19. A g (k) szdmok meghatarozéasa igen nehéz probléma,
még az sem vilagos, hogy egyaltalan léteznek minden & eseténﬁ ezt Hilbert igazolta 1909-ben. Van egy feltételezett képlet
is a g (k) szamokra; bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és altalanosan elfogadott az
a sejtés, hogy val6jaban minden k-ra érvényes:

g (k) =2"+ [;’:] - 2.

Primszamok

6.14. Tétel (Euklidész). Végtelen sok primszam van.

Biz. Tth. véges sok primszam van; legyenek ezek p1,...,pn, éslegyen N =p;-...-p,+1. Mivel N > 1, van primosztéja.
Node N nem oszthaté a pi,...,p, szadmok egyikével sem (ugye?). Tehat, feltevésiinkkel ellentétben, van még tovabbi
prim a p1,...,p, szamokon kiviil. U

6.15. Teétel. Végtelen sok 4k — 1 alakt primszam van.

Biz. Tfh. py,...,p, az Osszes 4k — 1 alaka prim, és legyen N = 4-py-...-p, — 1. Mivel N > 1, van primosztoja.
Node N nem oszthato a pi,...,p, szdmok egyikével sem (ugye?), tehat minden primosztoja 4k + 1 alaka. Eszerint N
elgall 4k + 1 alakia szamok szorzataként, és igy maga is 4k + 1 alakt (miért?). Ez ellentmondas, hiszen szemlatoméast
N = -1 (mod4). O

6.16. Teétel. Végtelen sok 4k + 1 alakt primszam van.

6.17. Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdétagja és differencisja egymashoz relativ prim,
akkor a szamtani sorozatban végtelen sok primszam talalhatoé.

6.18. Tétel (Csebisev tétele). Barmely szam és a kétszerese kozott van primszam. Pontosabban: minden n természetes
szamhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

6.19. Tétel. A szomszédos primek kozott tetszélegesen nagy hézagok talalhatok. (Azaz minden N € N esetén lehet
talalni N egymast kovetd Osszetett szamot.)

Biz. Ha n > 2, akkor az n! +2, n!+ 3,...,n! + n szdmok mind Osszetettek, hiszen k valodi osztoja az n! + k szamnak
minden k € {2,...,n} esetén (miért?). Ez n — 1 egymast kovetd Osszetett szam, és itt n tetszGlegesen nagy lehet. (Ha N
egymast kovets Osszetett szamot akarunk talalni, akkor az n = N + 1 értékkel kell felirni a konstrukeiot.) O

6.20. Definicié. Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.

8§Mit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?
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6.21. Megjegyzés. Azt sejtik, hogy végtelen sok ikerprim van. Yitang Zhang 2013 aprilisiban bebizonyitotta, hogy
létezik olyan K korlat, amelyre végtelen sok olyan primpér létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K (K = 70000 000
értékre, de ezt kés6bb levitték K = 246-ra).

6.22. Teétel. A primszamok reciprokaibol alkotott sor divergens, azaz

1
E — = 00.
o P

6.23. Megjegyzés. Fz a tétel durvan fogalmazva azt allitja, hogy ,.sok” primszdm van. Ismert tény, hogy ,kevés” paratlan
tokeéletes szam, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbdl persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e belsliik).

6.24. Megjegyzés. A Z% harmonikus sor lassan divergal, a Z% primharmonikus sor még lassabban. Példaul
Zp<1018 % < 4 (ez kb. a sor els§ huszonnégybilliard tagja).

6.25. Tétel. Az n-edik primszam nem nagyobb, mint 22" "

Biz. Legyen p1,po,... a primek sorozata (névekvs sorrendben). Euklidész gondolatmenete szerint (lasd a Tétel
bizonyitasat) az N = p; - ... p, + 1 szdmnak van olyan p primosztoja, amelyre p ¢ {p1,...,pn} teljesiil. Ekkor tehat
Pl <Pp<p1-...-pp+1 (miért?), azaz

Pnt1 <P1--..-Pn+ 1 (EU)
Ezt az egyenlGtlenséget hasznélva teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy p, < 227 A kezd6lépés: az n = 1 esetben
pr=2<22"" =22° =21 Az indukciés lépéshez tfh.

21—1 22—1 2n—1
p1§2 7p2§2 77pn§2 . (IH)
Azt kell megmutatnunk, hogy p,+1 < 22" (ugye?). Ehhez becsiiljiik p,,; 1-et az (EU)) és egyenlGtlenségek segitségével:
(EV) (H) - e n— n
Prst < Preee.opptl < 2279202 g gl 22T 4 02"
Azt kaptuk tehat, hogy p,1 < 22" ! 4 1, ez pedig (sokkal) kisebb, mint 22" = 22" 1 4-22"~1 (ugye?). O

6.26. Definicié. A primszamok eloszlasanak pontosabb vizsgalatanal hasznos a 7 (z) fliggvény, az ugynevezett prim-
szamlalo fliggvény, amely megadja az x pozitiv valoés szamnal nem nagyobb primek szamat:

77(3:)221.

p<z

T

Toe T fliggvénnyel, azaz

6.27. Tétel (primszamtétel). A 7 (z) primszamlalo fliggvény aszimptotikusan ekvivalens az

7 () 1

log z

lim
xr—r00

6.28. Kovetkezmény. Az n-edik primszam aszimptotikusan nlogn, azaz lim,,_, #En =1.



