Testbovitések, algebrai szamok




A négyelemii test

A K :=Z5[x] / (x? + x + 1) mardékosztaly-gyiri test, mert m = x2 4+ x + 1

irreducibilis Z, felett.

Ennek a testnek négy eleme van: Z [x] /(X2+X+1) = {6, 1, x, m}
+ 0 1 X x+1 : 0 1 X x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 [
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
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Ugyanez tomorebben, a 0 := 0, 1:=

1, a:=X, B:=x+1 jeloléssel:
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A négyelemii test
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Figyeljik meg, hogy

» {0,1} = {6,1} egy Zo-vel izomorf résztestet alkot K-ban, tehat kis
joindulattal mondhatjuk, hogy Z> C K, vagyis K kibovitése Zy-nek;

> o = X gydke az m = x> + x + 1 € K [x] polinomnak:
PHat+l=x+x+1=x2+x+1=m=0=0.

Ez azt jelenti, hogy a K testben mér van gydke az m = x% + x + 1 polinomnak!



A nyolcelemii test

Az m = x3 4+ x + 1 € Z5 [x] polinom irreducibilis (mert nincs gydke, és csak
harmadfokd), ezért a K := Zj [x] / (x3 4+ x + 1) maradékosztaly-gyiirii test.
Ennek a testnek 8 eleme van:

0,1 x, x+1, )T2 x24+1, x24+x, x2+x+1.

Vezessik be az o« = X jelolést, és hagyjuk el a vonasokat a konstansokrél.
Ezzel a jeloléssel a K test 8 eleme:

0, 1, a, o +1, a2, vc2+1, 0(2—|—06, o +a+l.

Figyeljik meg, hogy {0,1} egy Zy-vel izomorf résztestet alkot K-ban, tehat
Zy C K, vagyis K bovitése Zy-nek.

Szamitsuk ki m («) értékét:

ma)=a3+a+1=x+x+1=x3+x+1=m=0.

Tehst a K testben mér van gydke az m = x3 + x + 1 polinomnak.



A nyolcelemii test miivelettablazatai
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OROMHIR!

Minden polinomnak van gyoke! Ha nem az eredeti testben, akkor annak egy
alkalmas kibovitésében.

Tétel.

Legyen T test, m € T [x] irreducibilis polinom, és jeldlje n az m polinom fokszdmit.
Ekkor a K = T [x] / (m) faktorgyiirli olyan testb&vitése T-nek, amelyben az m
polinomnak van gydke (pl. « =X). A K test minden eleme egyértelmiien felirhaté

an_lx”*1—|—~-~—|—alx+ag (a,,_l,...,ao S T)
alakban. Ha T = Z,, akkor |K| = p".
Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:
ag+a+---+a,_1a"t (ag, a1,-...an—1 € T).

Az o szimbdélumrdl csak annyit kell tudni, hogy m («) = 0. Ezzel a szdmol3si
szabdllyal mar barmit ki tudunk szdmolni a K testben.

(Es ha m nem irreducibilis?)



A komplex szamtest udjratoltve

Készitsiik el a K = T [x] / (m) testet a T =R és m = x° + 1 esetben.
Most n = 2, tehat
K ={ap + aix | ap, a1 € R}.

Menjiink le alfdba. ..
A K test elemeinek kanonikus alakja:
ap+aix  (ag,a1 € R).
Az a szimbdlumra vonatkozé szémoldsi szabdly: m (a) = a® +1 = 0, vagyis

a?=—1.

Ezzel éppen a komplex szdmok testét kaptuk (csak a helyett i a szokdsos jel6lés).

Tehdt C = R [x] / (X2 + 1), és ezt tekinthetnénk akdr a komplex szamok
definiciéjanak is.



Véges testek

Tétel.
Akkor és csak akkor létezik g-elemii test, ha g primhatvany.

A g-elemli testet (mely izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott),
Galois tiszteletére GF (q) jeldli (Galois Field).

Példa.
> kételemii test: GF (2) = Z;
> hdromelemii test: GF (3) = Z3
=~ 75 [x]/ (x2+x+1)
» Otelemii test: GF (5) = Zs

> négyelem(i test: GF (4)

> hatelemi test: nincs!

> hételem(i test: GF (7) =2 Z7

> nyolcelemii test: GF (8) & Zs [x] / (X3 +x+1) X Zs[x] / (x®* + x> +1)
> kilencelemii test: GF (9) = Z3[x] / (x> +1) = {a+bi: a,b € Z3}

> tizelem( test: nincsl!



Egy végtelen maradékosztalytest

Hatdrozzuk meg a K = Q [x] / (X3 —7) testben a 2 — x elem multiplikativ
inverzét.

K elemei ax2+ bx+c (a,b,c € Q) alakdak, ilyen alakban szeretnénk
azT=2—x " elemet is megkapni.

-1

2—x = u<+=2—-x-u=1
<~ 2-x)u=1 (modx3-7)
— JveQX:2-x)u=1+(x>-T7)v
< u=x>+2x+4 (modx3—7)

— T=x2+4+2x+14

Tehdt 2—x = x2 4 2x + 4.



Gyoktelenités

Menjunk le alfaba:
K= {aoc2+boc+c: a,b,cGQ},

ahol a gydke az x3 — 7 polinomnak.

Node ennek a polinomnak nem kell gyokét csindlni, mert mar van neki: @ = /7!
(Vagy a = v/ cis £ £27 ) Tehat K tekinthetd szémtestnek is:

K:{am—i—beﬁ—i—c:a,b,ceQ}.

Az elébb kiszamoltuk, hogy 2 — x 1= X2 + 2x + 4, ami azt jelenti, hogy
(2—0()71 = a? 420 + 4, azaz

zif—\ﬁ+2f+4

Ezzel a médszerrel (Iényegében az euklideszi algoritmussal) lehet bonyolult
nevezOket gyokteleniteni.



Megolddképlet

Legyen a € C egy megolddsa az x® — 4x + 2 = 0 egyenletnek.

Ha van megoldéképlete az otodfokd egyenletnek, akkor azt erre az egyenletre
alkalmazva megkapjuk az & szdmot valami olyan képlettel, amely raciondlis
szdmokbdl épiil fel a négy alapmiivelet (Osszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és
egész kitevOs gyokvonds véges szamu alkalmazasaval, pl.

% V2 + 3+ N/323 - /2014
o = .
V2+ 3+ /5

Hogy van-e ilyen képlet, annak eldontésére haszndlhatdk a testbovitések: a
racionalis szamok testét lépésenként bovitjiik a képletben szereplé gyokokkel:

QcQ(vama) c Q(vama) ( {32 - vaom) c -

A cél az, hogy véges sok lépésben eljussunk egy olyan radikalbovitéshez,
ami mar tartalmazza az o szdmot.




Algebrai szamok és gyokmennyiségek

Definicié.
> Az o komplex szamot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionélis

szdmokbdl kiindulva a négy alapmiivelet (8sszead3s, kivonds, szorzas, osztas)
és egész kitevos gyokvonas véges szamu alkalmazasdval.

> Az a komplex szamot algebrai szamnak nevezziik, ha gyoke valamely
nemzérd raciondlis egyuitthatds polinomnak.

> A legkisebb fokszamii ilyen polinomot (asszocidltsag erejéig egyértelmil)
az « algebrai szam minimalpolinomjanak nevezziik.

> A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak nevezziik.
Tétel.

Minden gyokmennyiség algebrai szdm, de van olyan algebrai szdm, ami nem
gyokmennyiség.






Algebrai és transzcendens szdmok

Tétel.
Létezik transzcendens szam.

Példa.

» /2 algebrai szédm, minimélpolinomja: x% — 2.

v

{/2 algebrai szam, minimalpolinomja: x" — 2.
> i algebrai szdm, minimalpolinomja: x2 + 1.

» 7T és e transzcendens szamok.

v

A Liouville-féle Y~ ﬁ konstans transzcendens szam.

v

Gelfond—Schneider-tétel: Ha & % 0,1 és B ¢ Q algebrai szamok,
akkor &P transzcendens szam.

1 2, _ .
Példaul 2\/5, \@f és i = e~ /2 transzcendens szamok.



Diofantoszi approximacié

Megjegyzés.
A transzcendenciabizonyitdsok egy fontos eszkoze, az a megfigyelés, hogy algebrai

szamokat nem lehet nagyon j6l kozeliteni raciondlis szamokkal. Ez a diofantoszi
approximacié témakore: adott a valés szamhoz szeretnénk olyan g kozelito tortet

taldlni (p,g € Z,q > 0,p L q), amelyre ‘oc — g‘ kicsi, és g nem tdl nagy.

Tétel (Dirichlet approximacids tétele).

Minden « valés szam és minden N természetes szam esetén van a-nak olyan g
kozelitése, amelyre

p 1
—=|<— é g<N
q‘ Nq
Kovetkezmény.
Ha & ¢ Q, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre ‘zx - %’ < q—lz.
Allitas.

Ha a € Q, akkor csak véges sok olyan g kozelitése van, amelyre ’oc — g‘ < L.



Diofantoszi approximacié

Tétel (Hurwitz tétele).

Ha « irraciondlis szam, akkor végtelen sok olyan g kozelitése van, amelyre

1
V5q2

2| <
q

Ha a = % akkor az allitds nem javithaté: nem irhatunk a nevezébe semmilyen

\/g—nél nagyobb szamot.

Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth).
P

Ha « irracionélis algebrai szam és e > 0, akkor csak véges sok olyan q kozelitése
van, amelyre




