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1. Szamelméleti kongruencidk

Linedris diofantoszi egyenletek

1.1. Definicié. A d egész szamot az a és b egész szamok legnagyobb kozds osztdojanak nevezziik, ha kielégiti a
kovetkezo két feltételt:

(1) d|aésd]|b;
(2) VkeZ:(k|laésk|b) = k]|d.
Hasonléan definidlhaté egész szémok legkisebb kozds tobbszordse is.

Jellés. Az a és b szdmok legnagyobb kozos osztdjat Inko (a, b) vagy (a, b), legkisebb kozos tobbszorosiiket pedig lkkt (a, b)
vagy la, b] jeloli.

1.2. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté nem egyértelmii: ha d legnagyobb kozos osztdja a-nak és b-nek, akkor —d
is az (de e két szdmon kiviil nincs mds legnagyobb kozos osztd). Altaldban a két érték koziil a nemnegativat szoktuk
tekinteni.

1.3. Tétel. Barmely két egész szamnak van legnagyobb kozos osztéja, és az kifejezhetd a két szdm ,linedris kombindcié-
jaként”: minden a,b € Z esetén léteznek olyan z,y egész szdmok, melyekre ax + by = Inko (a, b).

Biz. (nyuszibogy6kkal) Ha a = 0, akkor az &llitas trividlis: Inko (0,0) =b=0-239+4b-1 (tehdt pl. © =239,y =1 j6
lesz). A b = 0 eset hasonld, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy se a se b nem nulla. Legyen B az az + by alakban
elballs pozitiv egész szamok halmaza: B = {axz + by : 2,y € Z} NN. Ez a halmaz nem tires (miért?), tehdt van legkisebb
eleme; jelvljiik ezt d-vel: d := min B. Mivel d € B, alkalmas xg,yo egész szdmokkal d = axy + byy. Bebizonyitjuk, hogy
d ~ Inko (a,b). Az Inko definiciéjanak mésodik része konnyen igazolhaté: ha k | a és k | b, akkor k | axo+byo = d (ugye?).

Az elst tulajdonsdg bizonyitdsahoz tth. d 1 a; ebbdl ellentmondasra fogunk jutni. Ha a-t maradékosan osztjuk d-vel, a
maradék nem lesz nulla: a = dg+r, ahol ¢, € Z és 0 < r < d (miért?). Fejezziik ki innen a maradékot, és irjuk d helyébe
az axg+ byg kifejezést: r = a—dg = a—(azo + byo) ¢ = a (1 — 20q) +b(—yoq). Azt kaptuk, hogy r el6dll ax + by (z,y € Z)
alakban, tehat r € B (miért?). Ez ellentmondds, hiszen r < d, pedig allit6lag d volt a B halmaz legkisebb eleme. Teh4t,
feltevesiinkkel ellentétben, d mégis osztdja a-nak, és hasonléan belathats, hogy d | b.

Ezzel igazoltuk, hogy d eleget tesz az Inko definicidjanak, vagyis d ~ Inko (a, b). Beldttuk tehdt, hogy létezik legnagyobb
kozos osztéja a-nak és b-nek, és mivel d-t eleve d = axg + byy alakban frtuk fel, a tétel ,linedris kombindciés” allitdsa is
bizonyitdst nyert. ([

Biz. (euklideszi algoritmussal) Megint feltessziik, hogy a # 0 és b # 0. Ekkor végrehajthaté az a, b szémokra az euklideszi
algoritmus (technikai okokbdl a és b az ro és r1 ,fedéneveket” kapjdk):

roi=a = 71+ 7o (0<ry<|rl);
rii=b = q@rot+rz (0513 <rg);
rg = qars+ry  (0<ry <r3)

b
ric1 = @i +rip1r (0 < <1y);

Tn-1 = qnTn+0.
Tudjuk (Algszdm. 1), hogy az eljards véges szdmu lépésben véget ér: el6bb utébb nulla lesz a maradék (r, 11 = 0), és
a legnagyobb kozos 0szt6 az utolsé nemnulla maradék: r, ~ Inko (a,b). Megmutatjuk ¢ szerinti teljes indukciéval, hogy
mindegyik r; elédll a és b ,linedris kombindciéjaként”:
Jas,y; € Z: vy = ax; + by;. (1.1)

(Két dologban eltériink az indukcié szokdsos sémdjatol. Egyrészt nem minden ¢ nemnegativ egészre bizonyitunk, hanem
csak 1 =0,1,...,n-re. Mdsrészt az indukciés 1épésben két 1épéssel nytilunk vissza: amikor ¢ + 1-re bizonyitjuk az dllitést,
nemcsak i-re, hanem ¢ — 1-re is feltessziik, hogy teljesiil. Emiatt a kezd6lépésnél is az elsd két értékre (i = 0ési = 1)
kell ellenérizniink az allitdst.)

TA természetes szdimok halmazst N, a nemnegativ egész szamok halmazét Ng jelsli, azaz N = {1,2,3,...} és Ng = {0,1,2,...}.
1
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Kezddlépés: i =0 és i = 1 esetén trividlisan teljesiil :

ro=a=a-1+b-0 (tehdt xo =1 és yo = 0 jo lesz);

rin=b=a-0+0b-1 (tehdt x1 = 0 és y1 = 1 j6 lesz).
Indukciés lépés: Legyen 2 < ¢ < n, és tfth. r;_; és r; el6dll a kivint médon; ez az indukcids feltevés:

i1 = ax;—1 + by;_1 és r; = ax; + by;. (TH)
Be kell ldtnunk, hogy teljesiil ¢ + 1-re is. Ehhez fejezziik ki az ;11 maradékot az euklideszi algoritmus megfelel
1épésébdl: r;y1 = r;—1 — q;r;. Helyettesitsiik r;_1 és r; helyébe az indukciés hipotézisben szerepld felirdsukat:
Tiv1 =Tic1 — ¢ = (axi—1 +byi—1) — q; (az; + by;)
=a (w1 —qzi) +b(Yyi-1 — qivi) -

Azt kaptuk, hogy r;y1 is kifejezhetd a és b segitségével az eldirt médon, pl. z;41 = zj—1 — ¢:x; €8 Yir1 = Yi—1 — QYi

egyiitthatokkal. Ezzel kész az indukcids bizonyitds. ([l

1.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,b egész szémok relativ primek, ha Inko (a,b) ~ 1. Jelolés: a L b.

1.5. Tétel. Tetszbleges a, b, c € Z esetén ha a L b, akkor a | be <= a | c.

Biz. A ,, <7 irdny trividlis (miért?). A ,, = 7 irdny bizonyitdsdhoz tfh. a | bc és persze azt is, hogy a L b. Haszndljuk
az Tételt: léteznek olyan z,y egész szémok, amelyekre az + by = 1 ~ Inko (a,b). Beszorozva c-vel azt kapjuk, hogy
acz + bey = c. Itt a bal oldalon mindkét tag oszthaté a-val (miért?), tehét az osszegiik is oszthaté a-val, vagyis a | c. O

1.6. Tétel (Euklidész lemmaja). Tetszbleges a, b, ¢ egész szdmok esetén ha Inko (a,b) # 0, akkor

a|be <= | c.

a
Inko (a, b)
Biz. Tth. d := Inko(a,b) # 0 (milyen a, b esetén teljesiil ez?). Az a és b szdmokat a = agd és b = byd alakba frhatjuk
alkalmas ag, by egész szamokkal (miért?). El6szor azt igazoljuk, hogy ag L by, majd ebbdl vezetjiik le Euklidész lemméjdt.
Az Tétel szerint vannak olyan z,y egészek, amelyekre ax + by = d. Egyszeriisithetiink d-vel (miért?), és igy azt
kapjuk, hogy agz + bpy = 1. A bal oldal oszthaté ag és by legnagyobb kozos osztdjaval (miért?), tehat Inko (ao, bo) | 1,
azaz aq és by valéban relativ primek.
Most mar kovetkezhet Fuklidész lemméjanak bizonyitdsa. A két irdnyt egyszerre igazoljuk:

albc < apd]bodc (miért?)

< ag | byc (miért?)
= alc (miért?).
Ezzel kész is a bizonyitds, hiszen a tételben szerepld m hényados nem més, mint ag. ([l

1.7. Tétel. Tekintsiik tetszbleges adott a, b, c egész szamok esetén az ax+by = ¢ kétismeretlenes linedris diofantoszi
egyenletet.

(i) Az egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa, ha Inko (a,b) | c.

(ii) Tfh. Inko(a,b) # 0. Ha (x0,y0) egy megoldds, akkor barmely ¢ € Z esetén az alabbi (z,y;) par is megoldds,
tovdbbd minden megoldds elddll ilyen alakban a t szdm alkalmas megvalasztasaval:

b a

_ % —y— — 2,
T @y ¢ YT T ko (a,h)

Biz.

(i) A feltétel sziikségességét konnyfi beldtni: ha (z,y) egy megoldds, azaz ax + by = ¢, akkor a bal oldal oszthaté
Inko (a, b)-vel (miért?), és igy Inko (a, b) | ¢. Az elegenddség igazolasshoz tth. lnko (a,b) | ¢, azaz ¢ = Inko (a, b) - ¢1
alkalmas ¢y egész szdmmal. Az Tétel szerint létezik u, v € Z, hogy au + bv = lnko (a,b). Beszorozva mindkét
oldalt ¢q-gyel, azt kapjuk, hogy a (uci) + b (ver) = ¢, vagyis az (ucq, ver) szdmpar megolddsa az egyenletnek.

(ii) Jelolje M az egyenlet megolddshalmazat: M = {(x,y) €Z% ax+by = c}. Tth. a és b egyike sem nulla (HF
megvizsgalni azt az esetet, amikor az egyikiik nulla). Legyen (zo,y0) € M egy tetszdleges rogzitett megoldas,
azaz axrg + byo = ¢. Azt kell bizonyitanunk, hogy M = {(z,y;) : t € Z}. A D7 tartalmazast (vagyis azt, hogy
(¢, y:) minden t-re megoldds), egyszer(i behelyettesitéssel lehet ellendrizni:

are + by =alx +L t|+b % ) =azptbyp=c (miért?)
e = %" Inko (a, b) yo Inko (a, b) — oo = e

A C” tartalmazds azt jelenti, hogy tetszbleges (x,y) € M megoldds esetén van olyan ¢ € Z, amelyre (z,y) =
(z¢,y:). Ennek igazoldsdhoz tth. (z,y) € M, és ne feledjiik, hogy kordbban feltettiik azt is, hogy (zo,y0) € M.
Tehdt azt tudjuk, hogy az + by = ¢ = axo + byy. Atrendezve, azt kapjuk, hogy a (x —x0) = b(yo—y). Itt a
bal oldal szemlatomdst oszthaté a-val, és igy a | b(yo — y). Euklidész lemméja szerint ebbdl az kovetkezik, hogy

m | yo — v, ez pedig az oszthatésdg definicidja szerint azt jelenti, hogy yo — y = m -t alkalmas ¢ egész
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__a
Inko(a,b)

vissza az a (x — xg) = b(yo — y) egyenldségbe: a(z —xz9) =b(yo—y) =b- oy i+ EPbOl mér z-et kénnyen

szadmmal. Ezzel meg is kaptuk, hogy y = yo — -t, azaz y = y;. Hogy megkapjuk z-et is, helyettesitsiink

kifejezhetjiik: x = zg + m -t, azaz T = xy.
O

Kongruenciarelacié, maradékosztalyok

1.8. Definicié. Legyen m > 2,a,b € Z. Ha a — b oszthaté m-mel, akkor azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel
modulo m. Az m szdmot a kongruencia modulusdnak nevezziik.

Jel6lés. A kongruencigt = jelsli, a modulust utdna zdrdjelben tiintetjiik fel a mod roviditést haszndlva (de ezt idénként
elhagyjuk). Tehdt a =b (modm) <= m|a —b.

1.9. Tétel. Tetszbleges m > 2,a,b € Z esetén a = b (mod m) akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b ugyanazt a maradékot
adja m-mel osztva.

Biz. Osszuk el a-t és b-t maradékosan m-mel: a = mq; + r1 és b = mqe + 19, ahol 0 < rq, 79 < m. Ekkor

a=b (modm) < m|a—-b < m|m(g1—q)+(r1—r2) < m|ry—ry (miért?).

Azri—rogszéma{—(m—1),—(m—2),...,m —2,;m — 1} halmazba esik (miért?), mérpedig ebben a halmazban csak
egyetlen m-mel oszthaté szam van, nevezetesen a nulla (ugye?). Azt kaptuk tehét, hogy a = b (modm) <= r;—ry =0,
és éppen ezt kellett igazolnunk. O

1.10. Tétel. Tetszbleges m, mi,ms > 2,a,b,¢,a1,b1,a2,bs € Z esetén érvényesek az aldbbiak:
1) a=a (modm) (reflexivitas);
2) a=b (modm) = b=a (modm) (szimmetria);

3) (a=b (modm) ésb=c (modm)) = a=c (modm) (tranzitivitds);

(
(
(
( a1 =b; (modm)

)
)
4 ag = by (modm)
)
)
)

} = ay *as =by £ bs, ay-as = by by (modm);

)
6

ha ¢ # 0, akkor ca = ¢b (modm) <= a=b (mod m),
ha m L ¢, akkor ca = ¢b (modm) <= a=0b (modm);

a=b (modmy)
a=0b (modms)

8) ha a =b (modm), akkor Inko (a, m) = Inko (b, m).

7 } < a=b (mod[mq,ms]);

(
(
(
(

Biz. Az elsd harom tulajdonsdg az Tétel alapjan trividlis (visszavezet az egyenldség relacié reflexivitdsdra, szim-
metridjara és tranzitivitdsdra), de be lehet latni 6ket (és a tobbi tulajdonsdgot is) gy is, hogy minden kongruencidt a
definicié alapjan atirunk oszthatésdgra, majd hasznaljuk az oszthatésdg ismert tulajdonsdgait:

(1) a
2

a (modm) < m|a—a < m|0, ez pedig minden m-re teljesiil.

(2) a=b (modm) = m|a—b = m|—(a—b)=b—a = b=a (modm).
(3) (a=b(modm) ésb=c(modm)) <= (m|a—bésm|b—c)=m|(a—b)+(b—¢c) =a—c<=a=c(modm).
(4)

4) Tth. a1 =b; (modm) és ag = bs (modm), azaz m | a; — by és m | ag — be. Nézziik elészor az Osszegre vonatkozo
allitdst:

a1 +ag =by + by (modm) < m| (a1 +az2) — (b1 +b2) <= m| (a1 — b1) + (a2 — ba2),

és ez utobbi nyilvan teljesiil, mert feltevésiink szerint az Osszeg mindkét tagja oszthaté m-mel. A kivondsra
vonatkozo &llitds hasonléan egyszerii, a szorzdsnal viszont mar be kell ,csempészni” egy triikkkdsen —a1bs + a1bs
alakban irt null4t:

ai-as =by by (modm) < m | airas — biby <= m | aias — arby + arby — b1by <= m | aq ((ZQ — bg) + (a1 — bl)bg.
Az utolsé kifejezés megint csak oszthaté m-mel, mert mindkét tagban szerepel egy m-mel oszthaté tényezd.

(5) Ez gyakorlatilag Euklidész lemméja ,alruhdban”:

ca =cb (modm) <= m|ca—cb <= m|c(a—b) <

a—b << a=b <m0d

(Hol haszndltuk ki azt, hogy ¢ # 07 A fenti levezetés melyik lépésénél lenne baj, ha ¢ = 0 lenne?)

Inko (m, ¢)

(6) Ez specislis esete az el6zének.
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(7) Az a = b (modmy) és a = b (modms) kongruencidk azt jelentik, hogy mi,ms | a — b, vagyis a — b egy
kozos tobbszorose mi-nek és mo-nek. A legkisebb kozos tobbszoros definicidja szerint ez azzal ekvivalens, hogy
a — b tobbszorose 1kkt (mq, me)-nek, azaz [my,mz] | a — b. A kongruencia definiciéja alapjan ez azt jelenti,
hogy a = b (mod [m1,m2]). (Hasonléan lehet ,6sszeolvasztani” ketténél tobb kongruenciét is, ha azok csak a
modulusaikban kiilonbéznek.)

(8) Hajtsuk végre gondolatban az euklideszi algoritmust az (a,m) szdmpérra. Az elsd lépésben a-t osztjuk m-mel
maradékosan; legyen a maradék r. A mdsodik (és minden tovébbi) lépésben az a szdm mér nem szerepel, csak m
és r. Ha a (b,m) szdmpdrra hajtjuk végre az euklideszi algoritmust, akkor (az Tétel szerint) az els6 lépésben
megint 7 lesz a maradék, hiszen a = b (modm). Tehat a mdsodik lépéstdl kezdve a két algoritmus megegyezik,
igy a végeredményiik is ugyanaz lesz: Inko (a,m) = lnko (b, m).

Egy mdsik bizonyitds az euklideszi algoritmus felhaszndldsa nélkiill: Ha a = b (modm), akkor b = a + mt
alkalmas t egész szdmmal (miért?). Ebbél 1dtszik, hogy ha k egy tetszbleges kozos osztéja a-nak és m-nek, akkor
k osztéja b-nek is és igy kozos osztdja b-nek és m-nek. Hasonléan belathats, hogy Vk € Z: k | b,m = k| a,m,
tehdt a és m kozos osztoi ugyanazok, mint b és m kozos osztéi. Ebbl pedig mar kovetkezik, hogy lnko (a,m) ~
Inko (b, m) (miért?).

O

1.11. Definicié. Egy a egész szam modulo m maradékosztalyin aza={b € Z: a =b (modm)} halmazt értjiik.

Jeldlés. A modulo m maradékosztalyok halmazat Z, jeloli. Tehat Z,, = {a:a € Z} = {0,1,...,m —1}.

1.12. Definicié. A modulo m maradékosztalyok halmazan értelmezziik az tsszeadds és a szorzast a kovetkezdképpen:

tetszbleges a,b € Z esetén legyen a®b=a+b, a®b=a-b.

1.13. Tétel. A fenti miiveletek joldefinidltak, azaz maradékosztalyok Osszege (szorzata) nem fiigg attol, hogy az egyes
maradékosztalyokbdl melyik szdmot vdlasztjuk reprezentdnsnak. Ezekkel a miiveletekkel Z,, kommutativ egységelemes
gytirtit alkot (modulo m maradékosztaly-gytri ).

Biz. Az @ és b maradékosztalyok osszege a fenti definicié szerint @ @ b = a + b. Vegyiink az @ maradékosztalybol egy
masik elemet, legyen ez a;. Az, hogy a és a; ugyanabba a modulo m maradékosztdlyba tartoznak, azt jelenti, hogy
a =a; (modm). Hasonléan, vegyiink egy by € b szdmot; ekkor b = by (modm). Ismét az Definiciét hasznélva, azt
kapjuk, hogy @1 ® by = a; + b;. Node itt ugyanazt a két maradékosztalyt adtuk 6ssze mint az elébb (hiszen @ = @y és
b = by ), tehat nagy baj lenne, ha az eredmény m4s lenne! (Ekkor azt mondanénk, hogy @ nem jéldefinialt a Z,, halmazon.)
Szerencsére nincs baj: a kongruencia (4)-es tulajdonsédga (1.10] Tétel) szerint a = a; (modm) és b = b; (modm) maga
utdn vonja, hogy a + b = a1 + b1 (modm). Ez azt jelenti, hogy a +b = a1 + b1, vagyis két maradékosztily Osszege
nem fiigg attél, hogy mely elemeikkel reprezentaljuk 6ket a szdmolds soran (a @ mfiivelet j6ldefinidlt a Z,, halmazon).
Hasonldan lehet beldtni, hogy © is joldefinidlt miivelet a modulo m maradékosztalyok halmazan, igy tehdt van értelme a
(Zm; @, ®) algebrai strukturardl beszélni.

Azt allitjuk, hogy ez a struktira egy kommutativ egységelemes gy{irti. Ehhez sok mindent kell ellenérizni, csak az egyik
legosszetettebbet, a disztributivitast részletezziik (a tobbi HF!). A (bal oldali) disztributivitdshoz azt kell beldtni, hogy
minden @, b, ¢ € Z,, esetén a ® (5 &) E) = (6 ® 5) @ (@ ®¢). Induljunk ki a bal oldalbdl, és alkalmazzuk az Definiciot
elébb az 6sszeaddsra, majd a szorzdsra: a © (EEBE) =a0®b+c=a-(b+c). Itt a ,vonds” alatt mdr egész szdmokon
végezziikk a miiveleteket (nem pedig maradékosztdlyokon), azt pedig tudjuk, hogy az egész szdmok korében teljesiil a
disztributivitds: a- (b+c¢) = (a-b) + (a- ¢). Most ,visszafele” alkalmazzuk az Definici6t elébb az dsszeaddsra, majd
a szorzésra: (a-b)+(a-c) =a-b®a-¢= (a®b) ® (@O®E). Ezzel beldttuk, hogy a ® miivelet (balrdl) disztributiv
a @ miveletre, és, amint emlitettiik, a kommutativ egységelemes gy{iri definiciéjdban szerepld tobbi tulajdonsidgot is
hasonléan vissza lehet vezetni a (Z; +, -) gylirli megfelels tulajdonsdgaira. O

1.14. Megjegyzés. A & és @ jeloléseket csak ideiglenesen, a fenti bizonyitds erejéig hasznaltuk, hogy meg tudjuk
kiilonboztetni Z,, miiveleteit Z miiveleteitol. Ezentil elhagyjuk a ,karikdkat”, de a szévegkornyezetbdl mindig vildgosnak
kell lennie, hogy +, illetve - éppen az egész szamok, vagy pedig a modulo m maradékosztédlyok 6sszeaddsat, illetve szorzdsét
jeloli-e.

1.15. Megjegyzés. Az Tételbeli utolso &llitds szerint van értelme egy mod m maradékosztaly és az m modulus
legnagyobb kozos osztéjarol beszélni (hiszen nem fiigg a reprezentdns valasztdsatol). Kés6bb fontos szerepet jatszanak
majd azok a maradékosztalyok, amelyek relativ primek a modulushoz, ezért erre kiilon elnevezést és jelolést vezetiink be.

1.16. Definicié. Az a € Z,, maradékosztalyt redukdlt maradékosztalynak hivjuk, halnko (a,m) ~ 1.

Jeldlés. A modm redukalt maradékosztélyok halmazat Z7, jeloli. Tehdt Z, = {a € Z,, : a L m}.

1.17. Definicié. Modulo m teljes maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely minden
mod m maradékosztdlybol pontosan egy elemet tartalmaz. Tehdt cq,...,c,, akkor és csak akkor teljes maradékrendszer
modulo m, ha {¢1,...,Cn} = Zp,.
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1.18. Allitas. Ha a c1,..., ¢, egész szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m, és a,b € Z,a L m, akkor
ac1 +b,...,ac, + b is teljes maradékrendszer modulo m.
Biz. Tfth. c¢y,...,cn teljes maradékrendszer modulo m, és nézziik meg, hogy az ac; + b,...,ac, + b szdmok kozott

vannak-e olyanok, amelyek kongruensek egymadssal modulo m (a szdmolds sordan a kongruenciareldci6 Tételben
felsorolt tulajdonsdgait haszndljuk):

ac; +b=ac; +b (modm) < ac; = ac; (modm) <= ¢; =c¢; (modm).

(Vegyiik észre, hogy az utolsé lépésben kihasznaltuk azt, hogy a L m.) Tudjuk, hogy ci,..., ¢, pdronként inkongru-
ensck modulo m, igy ¢; = ¢; (modm) csak i = j esetén lehetséges. Ez pedig a fenti szdmolds alapjén azt jelenti,
hogy az acy + b, ..., ac,, + b szdmok is paronként inkongruensek modulo m, vagyis minden maradékosztélybdl legfeljebb
egy elem szerepelhet kozottiikk. Mivel a maradékosztalyok szama is éppen m, a skatulya-elvbol adédik, hogy minden
maradékosztalybdl fel is 1ép egy szdm. Ezzel belattuk, hogy acy + b, ..., acy, + b teljes maradékrendszer modulo m. [

1.19. Definicié. Modulo m redukdlt maradékrendszernek nevezziik egész szamok egy olyan rendszerét, amely min-
den modm redukdlt maradékosztalybdl pontosan egy elemet tartalmaz. Tehét cq,...,c, akkor és csak akkor redukalt
maradékrendszer modulo m, ha {c1,...,¢} = Z*,, ahol k = |Z%,|.

1.20. Megjegyzés. Minden redukalt maradékrendszernek annyi eleme van, ahdny modulo m redukalt maradékosztaly
van, vagyis k = |Z7,| darab. Ez az érték csak m-t6l fiigg; késébb majd megtanuljuk, hogyan lehet meghatdrozni (l4sd a

Definiciét és a Tételt).

1.21. Allitds. Ha a c1,...,c;, egész szamok redukalt maradékrendszert alkotnak modulo m, és a € Z,a L m, akkor
acy, . ..,acg is redukdlt maradékrendszer modulo m.

Biz. Tfh. ¢y, ..., ¢, redukalt maradékrendszer modulo m. Az el6z6 éllitds bizonyitdsdhoz hasonléan beldthatd, hogy az
acy, . ..,ac szémok is paronként inkongruensek modulo m, vagyis {acy,...,acg} C Z,, egy k-elem{i halmaz. (Az el6z6
dllitdssal ellentétben most még nem elég a skatulya-elvre hivatkozni, mert a Z,, halmaznak tobb k-elemii részhalmaza
is van.) A redukédlt maradékrendszer definici6jabol kovetkezik, hogy ¢; L m minden ¢ = 1,...,k esetén. Mivel a L m,
azt kapjuk, hogy ac; L m minden ¢ = 1,...,k esetén (ugye?). Ez azt jelenti, hogy {acy,...,acy} C ZF,, és most mar
johet a skatulya-elv: mindkét halmaznak k eleme van, ezért {acy,...,acy} = Z},, vagyis acy, ..., acy valéban redukélt
maradékrendszer modulo m. (Il

Linearis kongruenciak és multiplikativ inverzek

1.22. Definicié. Linedris kongruencidnak nevezzik az ax = b (modm) alakui ,egyenletet”, ahol a,b, m adott egész
szamok, és az x ismeretlent is az egész szdmok korében keressiik.

1.23. Tetel. Tekintsiik tetszbleges adott a,b,m (m > 2) egész szamok esetén az ax = b (modm) linedris kongruencist.
(i) A kongruencidnak akkor és csak akkor van megolddsa, ha Inko (a,m) | b.

(ii) Ha van megoldds, akkor a megolddsok egyetlen modulo m maradékosztélyt alkotnak.

(iii) Az eredeti m modulusra vonatkozéan Inko (a, m) kiilonb6z6 megoldds van. Ha xg egy megoldds, akkor az dltalanos
megoldas:

m

r=x0+t- (modm) (t=0,1,...,Inko(a,m)—1).

Inko (a,m)
Biz. A kongruencia és az oszthatésdg definicidjat haszndlva dtirhatjuk a linedris kongruencist egy kétismeretlenes linedris
diofantoszi egyenletté:

ax =b (modm) <= m|ar—b < Fye€Z:ax —b=my < Jy € Z: ax —my = b.

Tehat x akkor és csak akkor megolddsa a linedris kongruencidanknak, ha van olyan y egész szdm, amelyre (z, y) megoldésa
az ax —my = b diofantoszi egyenletnek. Igy nincs mds dolgunk, mint alkalmazni erre az egyenletre az Tételt. A
képleteket egyszeriibb lesz felirni, ha bevezetjiik a d = Inko (a, m) jelolést.

(i) Az ax — my = b diofantoszi egyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa, ha d | b.

(ii) Ha (zo,yo0) egy megolddsa az egyenletnek, akkor az dltalanos megoldds (csak az z-re vonatkozé formuldt frjuk
fel, mert y-ra nincs sziikségiink): x; = xo + % -t (t € Z). A linedris kongruenciank megolddshalmaza tehat
m

M = {xo +ot:te Z}, ez pedig szemldtomdst egy modulo 77 maradékosztadly.

m.

(iii) Lattuk, hogy a megolddsok mind ugyanazt a maradékot adjak modulo %; most nézziikk meg, hogy a ¢ paraméter
kiilonb6z6 értékeire hanyféle maradékot kaphatunk modulo m. Tekintsiink két tetszéleges t1,to € Z értéket, és
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vizsgéljuk meg, hogy mikor lesz z;, és z;, kongruens egymadssal modulo m:

x4, = t, (modm) <= l‘o‘i‘%'tlE.’L‘o-‘r%'tQ (modm)
—_ Ny =r
d "' T d

to (modm)

— ti=t, |mod — 2
te Inko (m, )

m
< t1 =1ty <mod m)
d

= 11 =1y (modd)

Tehat két megoldas akkor és csak akkor kongruens egymassal modulo m, ha a felirdsukban szerepld ¢t paraméterek
kongruensek modulo d. Ezért a megolddsok annyiféle maradékot ,,tudnak” adni m-mel osztva, ahdnyféle maradékot
egy tetszdleges t egész szdm adhat d-vel osztva. Utébbira nyilvdn d lehet6ség van, és minden lehetséges maradékot
megkapunk, ha a ¢ paramétert egy modulo d teljes maradékrendszeren futtatjuk végig, pl. ¢t = 0,1,...,d — 1.
Osszefoglalva: az ax = b (modm) linedris kongruencia megolddshalmaza (ha van egyéltaldn megold4s!) d darab
modulo m maradékosztalybdl dll: M = Tg Uz U--- UZTg_1; masképpen fogalmazva, a kongruencia altaldnos
megolddsa: x = a; (modm) (¢ =0,1,...,d— 1), és éppen ezt kellett igazolnunk.

O

1.24. Definici6. Azt mondjuk, hogy az a, b egész szamok egyméds multiplikativ inverzei modulo m, haab =1 (modm).
Hasonléan @,b € Z,, egymés multiplikativ inverzei, ha @ -b = 1.

Jelblés. Ha nem fenyeget a félreértés veszélye, akkor az a egész szém modm multiplikativ inverzét a~!-gyel jeloljiik.
Hasonl6an @ € Z,, multiplikativ inverzét a—* jeloli.

1.25. Teétel. Az a egész szémnak akkor és csak akkor van multiplikativ inverze modulo m, ha a 1 m. Ilyenkor a mul-
tiplikativ inverz mod m egyértelmiien meghatdrozott. Hasonléan, @ € Z,, akkor és csak akkor rendelkezik multiplikativ
inverzzel, ha @ € Z},. Ilyenkor a multiplikativ inverz egyértelmiien meghatdrozott.

Biz. Ez gyakorlatilag specidlis esete az [[.23] Tételnek: amikor a modulo m multiplikativ inverzét keressiik, akkor az
ax =1 (modm) linedris kongruencist kell megoldanunk. Az Tétel szerint ennek akkor és csak akkor van megoldédsa,
ha lnko (a,m) | 1, vagyis, ha a L m. Ha ez teljesiil, akkor a megolddsok Inko (a, m)-féle maradékot adnak m-mel osztva.
Mivel Inko (a,m) = 1, ez azt jelenti, hogy modulo m egyetlen megoldds van. A tétel tobbi &llitdsa csak dtfogalmazdsa a
fentieknek. Amikor az @ € Z,, maradékosztaly multiplikativ inverzét keressiik, akkor az @ - T = 1 egyenletet kell Z,,-ben
megoldanunk, ez pedig ekvivalens az ax = 1 (modm) linedris kongruencidaval. A megoldhatésag feltétele a L m, ami az
[[.16] Definici6 szerint azzal ekvivalens, hogy @ € Z,. Az pedig, hogy a linedris kongruencidnk megoldashalmaza egyetlen
modulo m maradékosztdly, éppen azt jelenti, hogy @-nak egyetlen inverze van Z,,-ben. O

1.26. Kdvetkezmény. A Z,, maradékosztaly-gylirii akkor és csak akkor test, ha m primszam.

Biz. A ,csak akkor” rész igazoldsdhoz tfh. m Osszetett szdm, vagyis van nemtrividlis faktorizdciéja: m = a - b, ahol
1 < a,b < m. Ekkor se a se b nem oszthaté m-mel, azaz @, b # 0, viszont @ -b = ab = m = 0. Ez azt jelenti, hogy a és b
zérusosztok Z,,-ben, tehdt Z,, nem test, s6t még csak nem is integritdstartomény.

Az ,akkor” rész bizonyitdsdhoz tfth. m primszdm. Tudjuk, hogy Z,, kommutativ egységelemes gyfirii Tétel),
tovabbd |Z.,| = m > 2. Tehdt a test definiciéjdbdl ,majdnem minden” teljesiil Z,,-re, csak azt kell még beldtnunk,
hogy minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze. Tekintsiink tehdt egy tetszoleges @ € Z,, \ {6} elemet. Ekkor
mta (miért?), és ebbél kovetkezik, hogy a L m (miért?). Az Tétel szerint a-nak van multiplikativ inverze, és ezzel
beldttuk, hogy Z,, test. (I

1.27. Definicié. Ha a és m relativ primek, akkor tetsz6leges k € N esetén értelmezziik az a=* negativ kitevéjii hatvanyt
modulo m: legyen =% = (ak)fl (modm). Hasonl6képpen a € Z}, esetén legyen (6)7’c = (Ek)fl.

1.28. Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a hatvdnyozds szokdsos azonossdgai érvényben maradnak az egész kitevds
modulo m hatvdnyozds fenti értelmezése mellett.

1.29. Tétel (Wilson tétele). Ha p primszém, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

Biz. Fogalmazzuk &t az dllitast maradékosztdlyokra: ha p prim, akkor az 1-...-p — 1 = —1 egyenléség teljesiil Z,-ben.
Mivel p prim, Z;, = {T, . ,pfl} (miért?), vagyis a bizonyitandé egyenléség bal oldaldan Z,, bsszes elemének a szorzata
all. Tehdt a szorzat minden tényezOjének van multiplikativ inverze, és az inverz is szerepelni fog a szorzat tényezdi
kozott (miért?). Bz lehetdvé teszi, hogy parokba rendezziik a tényezéket: @ és b egy part alkot, ha egymds inverzei, azaz
@-b= 1. Megtorténhet azonban, hogy egy maradékosztalynak sajdt maga lesz a pérja; nézziik meg, hogy mikor fordul ez
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el6 (minden lépéshez tessék odaképzelni egy ,miért?” kérdeést):
@ sajét maganak a pirja <= @-a=1 <= a’> =1 (modp)
— pla*—1=(a—1)(a+1) < pla—1vagyp|la+1
<= a=1 (modp) vagy a=—1 (modp) <= a=1vagya=p— 1.

Tehat csak 1 és p— 1 lesz sajat magdnak a pédrja. Rendezziik 4t gy a szorzatot (felhaszndlva a maradékosztdlyok
szorzdsdnak asszociativitdsdt és kommutativitdsat; ldsd az Tételt), hogy minden tényez a péarja mellé keriiljon:

Teo..op—1=1-(_ )-o..-(__)p—1.
Itt minden zardjelen beliil a két tényezd szorzata 1, tehdt a végeredmény p — 1 = —1, és ezt kellett bizonyitanunk. (I
Linearis kongruenciarendszerek
1.30. Definicié. Adott a;,b;,n; (i =1,...,k) egész szdmok esetén az aldbbi ,egyenletrendszert” linedris kongruenci-

arendszernek nevezziik (az x ismeretlent is természetesen az egész szamok korében keressiik):

a1z =b; (modny)

arx = by (modny)
1.31. Megjegyzés. Az Tétel segitségével a kongruenciarendszerbeli kongruencidkat kiilon-kiilon megoldhatjuk (ha
van megolddsuk), és igy a kongruenciarendszert a kovetkezd alakra hozhatjuk:

x=c; (modmy)

(%)

x = ¢, (modmy)
1.32. Tétel. A (#]) linedris kongruenciarendszernek k = 2 esetén pontosan akkor van megolddsa, ha Inko (mq,ms) | c1—ca.

Biz. Mindkét kongruencidt atfogalmazzuk a kongruenciarelacié és az oszthatésdgi relacié definicidja alapjdn:

1 (modmy) <= my|x—c1 < Ty €Z: x =y1my + ¢1;
x=cy (modmg) <= mo|x—co <= Tys € Z: & = yama + Ca.

Tehdt a kongruenciarendszeriinknek akkor és csak akkor van megolddsa, ha léteznek olyan yq, y2 egész szdmok, amelyekre
y1my + ¢1 = yama + o (ekkor z = yymy + ¢; megolddsa a kongruenciarendszernek). Atremdezve7 azt kapjuk, hogy
Yy1mi — Yamo = co — c1. Ennek a kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek az Tétel szerint akkor és csak akkor van
megolddsa, ha lnko (mq, ms2) | c2 — ¢1, tehdt ez a kongruenciarenszer megoldhatésdganak feltétele. O

1.33. Tétel. A linedris kongruenciarendszernek akkor és csak akkor van megoldédsa, ha barmely két kongruencidbdl
all6 részrendszerének van megolddsa, azaz Vi, j : Inko (m;, m;) | ¢; — ¢;. Specidlisan, paronként relativ prim modulusok
esetén mindig van megoldés.

1.34. Tétel. Ha a linedris kongruenciarendszernek van megolddsa, akkor megolddsai egyetlen mod [my, ..., my]
maradékosztédlyt alkotnak.

Biz. Ttfh. b egy megolddsa a kongruenciarendszernek. Ekkor minden i € {1,...,k} esetén az x = ¢; (mod m;) kongruencia
ekvivalens az x = b (modm;) kongruencidval, hiszen b = ¢; (modm;) (miért?). Tehdt a kongruenciarendszer
ekvivalens a kovetkezovel:

xz=b (modmy)

x=b (modmy)

Az Tételben szerepld (7) tulajdonsdg alapjan ez a kongruenciarendszer ekvivalens az « = b (mod [my,...,mg])
kongruencidval, amelynek megolddshalmaza nyilvdn egyetlen mod [my, ..., mg] maradékosztaly. (I

1.35. Tétel (kinai maradéktétel). Tegyiik fel, hogy az my, ..., m; modulusok paronként relativ primek, jelolje a szor-
zatukat M, tovdbbd legyen M; = mM (i=1,...,k). Jelolje y; az M,;y; = 1 (modm;) segédkongruencia egy megolddsat
(i=1,...,k), és legyen x; = M;y,;. Ekkor a linedris kongruenciarendszer megoldésa:

k

x = Zcizi (mod M) .

=1
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Biz. Mivel az m; modulusok paronként relativ primek, M; L m; teljesiil minden ¢ = 1,...,k esetén (miért?). gy az
Tétel (vagy izlés szerint az Tétel) alapjan minden i-re létezik olyan y; € Z, amelyre M;y; = 1 (modm;).
Legyen x; = M;y;, ekkor y; megvélasztdsa miatt ; = 1 (modm;); ha pedig j # 4, akkor z; = 0 (modm;), hiszen m; | M;
(ugye?). Tehdt minden ¢,5 € {1,...,k} esetén z; = 0;; (modm;); pontosan ez az a tulajdonsdg, amit az x; szdmok
konstrukcidjdval el akartunk érni[] Ellenérizziik, hogy a b := ciz1 +- - - + cxzy szdm megolddsa a kongruenciarendszernek:

b201x1+"'+0j,1$j,1+ij]’+6j+1l'j+1+"'+ckxk
=c1-0+--+¢j—1-0+c¢cj-1+cjy1-0+--+c-0=¢j (modmj).

Tehdt b kielégiti a j-edik kongruencidt minden j-re, azaz megoldédsa a kongruenciarendszernek. Az Tétel szerint a
kongruenciarendszer dltalénos megolddsa x = b (mod [my, ..., mg]), és épp ezt kellett igazolnunk. O

1.36. Kévetkezmény. Ha m 1 n, akkor az aldbbi 3 leképezés bijektiv:
B: Lopn — Loy X Ly T (T, 7).

Biz. Egyszerre harom kiilonboz6 modulus szerint kell maradékosztdlyokat tekinteniink, ezért hdrom kiilonbozé jelslést
haszndlunk: az x egész szdmot tartalmazé modulo mn maradékosztilyt T jeloli, az z-et tartalmazé modulo m maradék-
osztalyt T, az z-et tartalmazé modulo n maradékosztalyt pedig z fogja jelolni. Eldszor vizsgdljuk meg, hogy a 3 leképezés
joldefinidlt-e egyaltalan. Ha T7 = T3, akkor 1 = x5 (modmn), ezért £1 = x5 (modm) és 21 = 22 (modn) is teljesiil
(miért?). Ez pedig azt jelenti, hogy 77 = T3 és 71 = T3, tehat (z1,71) = (T3, 72), vagyis 8 joldefiniélt.

Tth. m L n és keressiik meg egy tetszbleges (a, ) € Ly, X Zy, elempér Osszes 6sét a [ leképezés mellett. Tehdt az

Osszes olyan = egész szdmot (pontosabban ezek modulo mn maradékosztélyait) keressiik, amelyre (Z,7) = (Zi, b) teljestil.

Ez azzal ekvivalens, hogy Z = a és T = b, amit pedig dtirhatunk kongruenciarendszerré: z = a (modm) és = b (modn)
(miért?). A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruenciarendszernek van megolddsa, és a megolddsok egyetlen modulo

mn maradékosztélyt alkotnak. Ez pedig azt mutatja, hogy az (a, b) € Ly X Z, elempdrnak pontosan egy 6sképe van a
Loy halmazban. Ezzel beldttuk, hogy 3 valéban bijekcid. O

2. Szamelméleti fiiggvények

Oszt6k szama, osztok bsszege

Jel6lés. Az n pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak halmazat D, jeloli (1 és maga n is beletartozik).

2.1. Definicié. Szamelméleti fiiggvényen olyan leképezést értiink, amely a természetes szémok halmazan van értel-
mezve, értékei pedig valés (vagy komplex) szamok.

2.2. Definicié. Néhany nevezetes szamelméleti fiiggvény:
e 7(n)=|D,| (n pozitiv osztéinak szdma);

e g(n)=>_d (n pozitiv osztéinak dsszege);
d|n

e o(n)=1Z;| (redukélt maradékosztalyok szdma, Euler-féle ¢ fiiggvény).

2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f szémelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha f (1) = 1 és minden a,b € N
esetén a L b = f(ab) = f(a)- f (D).

2.4. Tétel. Ha az f szdmelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, akkor tetszbleges paronként kiilonbozd pi,. .., Dk
primszamok és tetszoleges a4, . .., ax pozitiv kitevok esetén

FO i) = F ) ()
Biz. Alkalmazzuk a gyenge multiplikativitds definiciéjét az a = pi*, b = p5® - ... pp* ,szereposztassal” (ezek relativ

primek, ugye?):
fit - oopp*) = f(ab) = f(a)- f(b) = f(p7") - f(PS* ... - pi*).

A misodik tényez6t hasonléan ,szétszedhetjiik”, ismét alkalmazva a gyenge multiplikativitas definiciéjat: f(ps? - ... -pp*) =
F(P32) - fF (5 -...-pp*). gy folytatva, osszesen k — 1 alkalommal haszndlva a gyenge multiplikativitdst, megkapjuk a
kivant felbontést. O

2.5. Lemma. Ha a és b relativ prim pozitiv egész szdamok, akkor ab minden pozitiv osztéja el6dll, mégpedig egyértelmiien,
a egy pozitiv osztdjdnak és b egy pozitiv osztéjanak szorzataként. Masképpen fogalmazva, az aldbbi n leképezés bijekcio:

1: Dy X Dy — Dgyp, (u,v) — uv.

“Itt 8;; a Kronecker-szimbdlum, melynek értéke i = j esetén 1, ¢ # j esetén pedig 0.
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Biz. Az injektivitds és sziirjektivitds mellett (vagy inkabb elétt) igazolni kell azt is, hogy 7 valéban a D,; halmazba képez.
Teh&t 6sszesen harom dolgot kell bizonyitanunk (melyik az injektivitds és melyik a sziirjektivitds?):
(i) Yu € DaVv € Dy: uv € Dgy;
(ii) Vd € Dgp Fu € D, v € Dy d = v
(iil) Yuq,us € Do Vu1,v9 € Dy ugvy = ugve = u1 = ug és v1 = vs.
Lassunk hozzs:
(i) Ha u | a és v | b, akkor uv | ab; ez trividlis (ugye?).
(ii) Tth. d | ab, és legyen u = Inko (d,a), v = m. Ekkor w | a (miért?), v | b (miért?) és nyilvdn d = uv (ugye?).
(iii) Tth. uq,us | a, v1,v2 | b és uivr = ugve. Abbdl, hogy a és b relativ prim, kovetkezik, hogy u; L vo (miért?). Az
u1v] = ugvy egyenldséghbdl kisvetkezik, hogy uy | ugve (ugye?). Alkalmazva az Tételt, nyerjiik, hogy wu; | us.
Hasonléan beldthats, hogy ua | w1, tehdt u; = ug (miért?). Ezutdn mér az uiv; = ugvg egyenldséghdl egyszerii
egyszerisitéssel kapjuk, hogy v; = vs.
O

2.6. Tétel. A 7 és o szamelméleti fiiggvények gyengén multiplikativak.

Biz. Az vildgos, hogy 7(1) = o (1) = 1. Ha a L b, akkor a Lemma szerint létezik bijekcié a Dy és D, X Dy
halmazok kozott, és igy elemszdémuk egyenld: 7 (ab) = |Dap| = |Da X Dp| = |Da| - |Dp| = 7(a) - 7 (b) (miért?). Ezzel
7 gyenge multiplikativitdsdt be is lattuk. A o fiiggvény vizsgalatdhoz célszerii lesz felsorolni a és b osztéit: legyen
D, ={us,...,ux}, illetve Dy = {vy,...,v¢} (tehdt 7(a) =k és 7(b) ={). A Lemma ezzel a jeloléssel azt adja, hogy
Dy = {uvj:i=1,...,k, j=1,...,¢}, és az itt felsorolt k - £ elem pédronként kiilonb6z6 (ez ismét azt mutatja, hogy
7(ab) = k-£ =17 (a)-7(b)). Ezt felhasznélva, ha felirjuk a o (a) - o (b) szorzatot és felbontjuk a zdréjeleket, akkor éppen

o (ab) fog kijonni:
amya@:( Z%W>(:Z%qazégﬂmwzamw

yeen

1.0

i=1,..., =1,...,

Ugyanez ,szumma” jelek nélkiil:
oga)- o) =1+ +ug) (v1+-+ve) =uvy + ugvy + - - + urvy = o (ab).

(Akdrmelyik felirdst is tekintjik, a lényeg az, hogy az utolsé dsszegben ab minden osztdja pontosan egyszer 1ép fel, és

ehhez volt sziikségiink a Lemméra.) Ezzel beldttuk, hogy o is gyengén multiplikativ. (]
2.7. Tétel. Legyen az n természetes szam primtényezds felbontdsa n = Hle p;*. Ekkor
k k k parFl _ 1
7(n) =[] (o5 +1); o) = [ (tpitpl 4 i) =[5 —
i=1 i=1 i=1

pa+1_1
p—1

(miért?). Mivel a 7 és o fiiggvények gyengén multiplikativak (2.6] Tétel), a [2.4] Tételt haszndlva mér kész is a

Biz. Ha n = p® (primhatvdny), akkor D, = {1,p,...,p*}, ésigy 7(n) = |Dy| =a+1,illetve o (n) =1+p+---+p* =
bizony{téas. [l

2.8. Definicio. Az M, = 2"—1 alaki szdmokat Mersenne-szdamoknak, az ilyen alaki primeket Mersenne-primeknek
nevezziik.

2.9. Lemma. Ha M,, primszam, akkor n is primszam.

Biz. Kontrapoziciéval bizonyitunk, vagyis azt mutatjuk meg, hogy ha n Osszetett szam, akkor M,, is Osszetett. (Az
n = 1 eset HF.) Tehat tfh. n Osszetett, azaz n = ab és 1 < a,b < n. Ekkor az M, szdmot szorzattd tudjuk alakitani:
o —1=2m_1=(27)"—1> = (2% — 1) (...); itt a masodik tényez felirdsa HF. Mivel 1 < a < n, ezért 1 < 2% —1 < M,
(ugye?), tehdt a fenti szorzatfelbontds nem trividlis, és igy M,, valéban Osszetett szam. (I

2.10. Definicié. Az n természetes szamot tokéletes szdmmnak nevezziik, ha megegyezik pozitiv valédi osztéinak
Osszegével, azaz o (n) = 2n

2.11. Tétel (Euler tétele). Az n pdros szdm akkor és csak akkor tokéletes, ha elédll n = 2P~ (2P — 1) alakban, ahol
2P — 1 primszam (ekkor p is sziikségképpen prim a Lemma alapjdn).

Biz. Az ,akkor” rész igazoldsdhoz tfh. m = 2P~1 (2P — 1), ahol 2P — 1 prfmszém. Mivel 2°~1 1 2P — 1 (ugye?), alka-
Imazhatjuk a o fiiggvény gyenge multiplikativitdsat: o (n) = o (2271) 0 (27 — 1). Tudjuk, hogy o (2P~!) = 2P —1 (miért?)
és 0 (2P — 1) = 2P (miért?). Tehdt o (n) = (2P — 1) - 27, ami valéban egyenld 2n-nel (ugye?), tehdt n tokéletes szam.

A csak akkor” irdny bizonyitdsahoz tfth. n pédros tokéletes szdm. Mivel n pédros, primtényezds felbontdsdban szerepel
a 2-es, mondjuk k-adik hatvdnyon (k > 1), tehat n felithaté n = 2% - t alakban, ahol ¢ paratlan szam. Akarcsak az elézé
részben, 2F 1 t, és igy o (n) = (2’chl — 1) -0 (t). Feltettiik, hogy n tokéletes, vagyis o (n) = 2n = 2+ . ¢. Osszevetve az
utébbi két eredményt, azt kapjuk, hogy (2¥7! —1) o (t) = 2! . ¢t. Fejezziik ki innen o (t) értékét:

2k+1.t (2k+1_1+1)t ¢

J(t)zgk-&-l_l: 2k+1 _ 1 :t+2k+1_1:t+s'
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A 2,64;57171 tort egész szam (hiszen nem mds, mint o (t) —t), jeloljiik ezt s-sel. Ekkor ¢t = (2’”1 — 1) -8, azaz s osztdja t-nek.
S6t, k > 1 miatt 2871 — 1 > 1, tehdt s valédi osztéja t-nek (s < t). Nézziik meg most j6l a o (t) = t + s egyenléséget.
A bal oldalon t sszes osztéjanak Osszege &ll, a jobb oldalon pedig két osztdjanak tsszege. Ez csak tgy lehetséges, hogy
mindossze két osztéja van t-nek, vagyis ¢ primszam (ugye?). Kovetkezésképp s = 1, és igy t = 281 — 1. Mar csak annyit
kell tenniink, hogy ,elnevezziik” k + 1-et p-nek. Ezzel a jeloléssel ¢ = 2P — 1 (és mdr tudjuk, hogy ez primszdm) maga n
pedig igy fest: n = 2% .t = 2P~1. (2P — 1). Ez pedig éppen az az elédllitds, ami a célunk volt. O

2.12. Megjegyzés. Abbdl, hogy n prim, még nem kovetkezik, hogy M, is az, példaul M, Osszetett szdm. Nem
ismert, hogy létezik-e végtelen sok Mersenne-prim, tehdt azt sem tudjuk, hogy létezik-e végtelen sok pdros tokéletes
szdm. Pératlan tokéletes szémot egyet sem ismeriink, de nincs bizonyitva az sem, hogy ilyen nem létezik. A jelenleg
(2019. szeptember 19.) ismert legnagyobb primszam is Mersenne-prim: M go 589933, ami tizes szémrendszerben 24 862 048
szamjegybdl all.

2.13. Definicié. Az F, = 22" + 1 alaki szamokat Fermat-szamoknak, az ilyen alaki primeket Fermat-primeknek
nevezziik.

2.14. Megjegyzés. Fermat azt sejtette, hogy F,, mindig prim. Az elsé 6t Fermat-szam valéban prim:
Fy=3, F1 =5, Fy =17, F3 =257, F, = 65537,

de Euler észrevette, hogy F5 = 641 - 6700417. Minden tovdbbi Fermat-szam, amit sikeriilt megvizsgdlni (részben
szamit6géppel), Osszetettnek bizonyult. Az altaldnosan elfogadott sejtés az, hogy csak véges sok Fermat-prim van
(valészinfileg csak a fenti 6t).

Az Euler-féle ¢-fiiggvény

2.15. Definicio. Jelsljiik ¢ (m)-mel az m-nél nem nagyobb természetes szamok koziil azoknak a szdmat, amelyek m-hez
relat{v primek:

e(m)=H{a:1<a<mésalm}.
Az igy kapott fiiggvényt FEuler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziikk. Tomorebben: ¢: N — N, m — |ZF |.

2.16. Teétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény gyengén multiplikativ.

Biz. Az vildgos, hogy ¢ (1) = 1, tehdt ,csak” azt kell bizonyitanunk, hogy m L n esetén ¢ (mn) = ¢ (m) - ¢ (n). Tth.,
hogy m L n, és irjuk be a 0,1,...,mn — 1 szdmokat egy n sorbdl és m oszlopbdl all6 tabldzatba. Az dbran az n = 4,
m = 9 eset lathato:

O @ o5 |
Y | Ol @ 0

o | B | Ok
BE--0l: @

Az Euler-féle ¢ fiiggvény definicidja szerint ¢ (mn) nem mds, mint azon a szdmok szdma ebben a tdbldzatban, melyekre
a L mn (miért?). (A fenti dbrén korok jelzik ezeket a szdmokat.) Vildgos (ugye?), hogy

almn < almésaln. (2.2)

Nézziik meg elészor azt, hogy az a 1 m feltételt kielégité szdmok hogyan helyezkednek el a tdblazatban. Az egy
oszlopban 1év6 szdmok mind ugyanazt a maradékot adjék m-mel osztva, ezért egy oszlopon belill a szdmok m-mel vett
Inko-ja mindig ugyanaz (lasd az Tételben az utolsé tulajdonsdgot). Az oszlopok tetején 1évd szamokat tekintve
lathats, hogy ¢ (m) olyan oszlop van, amelyben minden szdm relativ prim m-hez (miért?); a tobbi oszlopban pedig
egyaltaldn nincs m-hez relativ prim szdm.

Most vizsgdljuk meg az a L n feltételt. Ha nulldtdl kezdve megszédmozzuk az oszlopokat, akkor az i-edik oszlop elemei
L,i+m,i+2m,...;i+(n—1)m. Az u Allitds szerint ez egy teljes maradékrendszer modulo n (miért?). Mint minden
modulo n teljes maradekrendszerben ebben is ¢ (n) olyan szdm van, ami relativ prim n-hez (ugye?). Azt kaptuk tehédt,
hogy minden oszlopban ¢ (n) olyan a szém van, amelyre a L n.

Osszevetve az a | m és a L n feltételekre tett észrevételeinket, levonhatjuk a kovetkezd konkliziét: Osszesen ¢ (m)
olyan oszlop van, amelyben vannak az a 1 m feltételt kielégité a szdmok, és mindegyik ilyen oszlopban ¢ (n) olyan a
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szdm van, amelyre még o (n) is teljesiil. Tehdt a két feltétel egyszerre ¢ (m) - ¢ (n) szamra teljesiil a tdbldazatunkban, és
ez ([2.2) szerint azt jelenti, hogy o (mn) = ¢ (m) - ¢ (n)ﬂ O

Biz. (témorebben és formdlisabban) Tekintsiik az Kovetkezményben szereplé B: Zopn — Zopy X Ly T +— (T,T)
bijekciét. A megfigyelés a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg maradékosztdlyokra: minden @ € Z,,, esetén a €
Z:,, <= ap € L, xZ (ugye?). Ezek szerint, ha a [ leképezést megszoritjuk a Z7,, halmazra, akkor értékkészlete
pont Z¥, x Z* lesz. Igy tehat § megszoritdsa egy Z*, — Z* x 7 bijekciét szolgaltat (miért?), és eszerint a két halmaz
elemszdma egyenls: ¢ (mn) = |27, | = 2%, X Z%| = |Z%,] - |2} = ¢ (m) - ¢ (n) (ugye?). O

mn v

2.17. Tétel. Legyen az n természetes szdm primtényezs felbontdsa n = Hle p;*. Ekkor

k k k
e =n-T[ (1= ) =TL6 —ot ) =TT e 1.

i=1 pi i=1 i=1
Biz. (gyenge multiplikativitassal) Eloszor tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor n primhatvdny: n = p®*. Az {1,...,p*}
halmaz minden p-edik eleme oszthaté p-vel (ezek szama p®~!), a tobbiek viszont relativ primek p®-hoz (ugye?). fgy tehst
¢ (p*) = p* — p*~t. Az dltaldnos esetben, ha n primtényezés felbontdsa n = p{* - ... pi*, akkor a Tételt (és ¢
imént bizonyitott gyenge multiplikativitasdt) felhaszndlva kapjuk, hogy ¢ (n) = ¢ (pi") - ... - ¢ (py*). Ha itt minden
primhatvanyra alkalmazzuk a fenti megfigyelésiinket (¢ (p*) = p® — p*i~1), akkor a tételbeli masodik alakot kapjuk
© (n)-re, az elsb és a harmadik alak pedig egyszerii algebrai dtalakitdsokkal adédik (ugye?). O

Adunk egy olyan bizonyitdst is ¢ (n) képletére, ami nem hasznélja a gyenge multiplikativitdst. A bizonyitdst konnyebb
megérteni, ha el6tte/kodzben/utédna végiggondoljuk és leirjuk a gondolatmenetet a k = 1,2, 3 specidlis esetekben, vagyis
amikor n-nek legfeljebb 3 primosztéja van. Ezekben az esetekben a szita formuldt szumma jelek nélkiil is fel lehet frni, és
Venn-diagrammal is lehet szemléltetni.

Biz. (szita-formuldval) Tfh. n primtényezds felbontdsa n = Hle p;t. Legyen U = {1,...,n} és A; = {a €U :p; | a}
minden ¢ = 1,..., k esetén. Ekkor az U halmaz azon elemei, amelyek relativ primek n-hez, éppen az A; U---U Ay halmaz
komplementerét alkotjak (ugye?), tehdt ¢ (n) = ’Al U---u Ak{. Erre irjuk fel a szita formuldt:

) =AU UA|=U- Y [A,l+ > [Aundyl— Y A, nA, nAyl+ - +(=DP AN n Ayl
1<ir <k 1<iy <ia<k 1<ii <ip<iz<k
Ugyanezt felirhatjuk egyetlen szummaban is:

p)= MU~ U&= 3 (=14 NN Ayl

0<s<k
1<i1 < <1<k

(Itt s = 0 esetén nulla db halmazt metsziink; ennek eredménye U. Ez hasonlé megdllapodds, mint az, hogy az iires
osszeg értéke 0, az iires szorzaté pedig 1. Gondoljuk meg, hogy miért értelmes az iires uniét (-nak, az iires metszetet
pedig U-nak definidlni.) Ki kell tehdt szdmitanunk tetszéleges 1 < i3 < -+ < i < k indexek esetén az A;, N--- N A;,

metszet elemszdmdt. Ez a halmaz azokbdl az a € U szdmokbdl 4ll, amelyek oszthatéak p;,, ..., p;, mindegyikével, ami
azzal ckvivalens, hogy pi, - ... pi, | a (miért?). Ilyen a szdmbdl pedig ;—"—— van az U halmazban (ugye?). Ezt
iy e Pis
behelyettesitve a szita formuldba, azt kapjuk, hogy
n
pn)=[AU~UAl= > (1) =
ok iyt Pi

1<ip < <is<k

Egy kicsit részletesebben kiirva:

)= [L U UA|=n— 3 —4 ¥ 2 _ v % L

1<i; <k pil 1<iy <ia<k pi1 'piz 1<y <in<iz<k pi1 'piz 'pig ph T plk

s (1 1) (1 1),

és ezzel meg is kaptuk a tételbeli els6 alakot ¢ (n)-re. (Ez a szorzatta alakitds taldn nem vildgos els6 latdsra. Koénnyebb

Ezt tigyesen szorzattd alakitjuk:

,visszafelé” megérteni: bontsuk fel a zéréjeleket az (1 — pil) et (1 — pik) szorzatban, és gy6zodjiink meg réla, hogy

éppen a fenti dsszeget kapjuk. (Hany tagja van az osszegnek?) Célszer(i lehet el8szor a k = 2,3 esetekben felirni ezt a
zdrojelfelbontést.) O

2.18. Tétel (Euler—Fermat-tétel). Ha az a egész szam relativ prim az m modulushoz, akkor a#("™ =1 (modm).

ZKeresztkérdés: Hol hasznaltuk ki a bizonyitds sordn, hogy m L n?
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Biz. Legyen c1,...,cy(m) egy tetszdleges redukdlt maradékrendszer modulo m, azaz {E, . ,m} =17}, Haa L m,
akkor az Allitds szerint aci, . .., ACy(m) 18 redukdlt maradékrendszer modulo m, azaz {Tq, . ,m} = Z,.
Ebbdl kovetkezik, hogy €1 - ... Coom) = aC1 - ... aCu(m), hiszen mindkét oldalon Zy, 6sszes elemének szorzata dll. Ezt az
egyenldséget kongruencidval is megfogalmazhatjuk: ci ... cy(m) = acy-...-acyy) (modm). Jelslje C' a bal oldalon 4ll6

szémot, és a jobb oldalon emeljiik ki az a-kat: C' = a®(™ -C (modm) (ugye?). Mivel C' L m (miért?), egyszerfisithetiink
C-vel (ugye?), és igy megkapjuk a bizonyitani kivant 1 = a¥("™ (modm) kongruenciat. O

2.19. Koévetkezmény (kis Fermat-tétel). Ha p primszdam és a nem oszthaté p-vel, akkor a?~' = 1 (modp). Més
(ekvivalens) megfogalmazdsban: Ha p primszdm, akkor minden a egész szémra a? = a (mod p).

Biz. Alkalmazzuk az Euler—Fermat-tételt az m = p esetben, ahol p primszam. Ekkor az a | m feltétel azt jelenti, hogy
pta (miért?) és p(m) = p(p) = p— 1 (ugye?). Tehdt ebben az esetben igy fest az Euler—Fermat-tétel: minden a egész
szdmra pfa = a?~! =1 (modp). Ha beszorzunk a-val, akkor az a? = a (mod p) kongruencidt kapjuk, ami még akkor
is igaz, ha p | a (miért?). O

2.20. Kévetkezmény. Ha a € Z relativ prim az m modulushoz, akkor

k1 — ko

k1 = ks (mody(m)) = a™ =a™ (modm).

Biz. Tth. a L m és ky = ky (mod ¢ (m)). Ekkor ky = ¢ (m) - t + ko alkalmas ¢ egész szdmmal (ugye?), tehdt

aft = gem)tthe = (a“"(m))t ca*? =11 a* =6 (modm) (miért?).

2.21. Allitas. Minden n természetes szém esetén, a primitiv n-edik egységgyokok szama ¢ (n).

Biz. Az n-edik egységgyokok eq,...,e,—1, ahol g = cos 2"7” + isin %Tﬂ %Tﬂ Nézziik meg, hogy mely ¢ pozitiv

egészekre teljesiil, hogy et = 1 (g4 akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgyok, ha a legkisebb ilyen ,,j6” kitevd n):

= cis

. 4 . .
eh=1<+< (cisZr) =1 <+ cisZr=1 (miért?)
= n| k¢ (miért?)
<~ m | y4 (mlért7)
Tehat m tobbszorosei lesznek a jo kitevok ex-hoz, ezek koziil a legkisebb (pozitiv) nyilvdn maga m Ez azt
jelenti, hogy ) akkor és csak akkor primitiv n-edik egységgydk, ha Inko (n, k) ~ 1. Vagyis a primitiv n-edik egységgyokok
halmaza {e: 0 < k <n—1és k L n}, ennek a halmaznak pedig éppen ¢ (n) eleme van (ugye?). O

2.22. Tetel. Minden n pozitiv egész szamra > ¢ (d) = n.
d|n

Biz. (egységgybkidkkel) Megmutatjuk, hogy a > ¢ (d) Osszeg az n-edik egységgyokoket szémolja meg, ezekbdl pedig

d|n
tudjuk, hogy n van. Legyen E,, = {eo,...,e,_1} az n-edik egységgyokok halmaza, és tetszdleges d € N esetén jelolje Py a
d-edik primitiv egységgyokok halmazat. A Allitas bizonyitdsa soran lattuk, hogy az &), = cis %T” komplex szdmhoz

tartozé legkisebb pozitiv j6 kitevo d := m, vagyis € primitiv d-edik egységgysk (azaz e € P;). Nyilvdn d | n
(miért?), tehat azt kaptuk, hogy minden n-edik egységgyok primitiv d-edik egységgysk n valamely d osztéjara. Forditva,
ha z primitiv d-edik egységgyok n valamely d osztdjéra, akkor 2™ = (zd) M qn/d — (ugye?), tehdat z € E,. Latjuk
tehdt, hogy E,, felbonthat6 a P; (d | n) halmazok egyesitésére, és ezek a halmazok pdronként diszjunktak (miért?):

E,=]JP.
d|n

Diszjunkt halmazok egyesitésénél az elemszamok tsszeadédnak, tehét

n:|En|:‘UPd’:Z\Pd|.
d|n

d|n
A Allitasbol tudjuk, hogy |Py| = ¢ (d), tehat a fenti egyenléség igazolja, hogy n = > # (d). O
Biz. (tortekkel) Tekintsiik a 7' = {%, %, cee %} halmazt; ennek szemldtomast n eleme van. Ha egy T-beli tortet egysze-

riisitiink amennyire csak lehet, akkor egy olyan £ alakd tortet kapunk, ahol d | n (miért?), k L d (miért?) és 1 <k <d
(miért?). Forditva, had |n, k L dés 1<k <d, akkor g = kn/d szerepel a T halmazban (miért?). Azt latjuk tehét, hogy

n
a T-beli torteket egyszeriisitve, éppen a % (d]n, k Ldés1l<k<d) torteket kapjuk meg, tehdt ezekbdl is n darab van.
Rogzitett d nevezd esetén a k szamldléra ¢ (d) lehetdseg van (ugye?). Eszerint ha a T-beli tortek egyszeriisitett alakjait a

nevezdik szerint csoportositva szamoljuk 6ssze, akkor éppen a » dn P (d) bsszeget kapjuk, és ezzel kész is a bizonyitds. [
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Biz. (gyenge multiplikativitdssal) Legyen ® (n) = Zd|n v (d); ezzel a jeloléssel a bizonyitandé éllitas az, hogy ® (n) =n
minden n € N esetén, azaz ® az identikus fiiggvény (az N halmazon). A (késébb sorra keriils) Tétel szerint ¢
gyenge multiplikativitdsabol kovetkezik ® gyenge multiplikativitasa. Igy a Tétel szerint a P fiiggvényt egyértelmiien
meghatdrozzak a primhatvany helyeken felvett értékei, ezért elég primhatvdanyokra ellendrizni, hogy ® (n) = n. Legyen
tehdt n = p® (p prim, « € N), és szdmitsuk ki a Zd‘n v (d) bsszeget:

=) ¢(d) Z P)=e@+e® +e @)+ -+ ") +e ()

dlp> i=0
:1+(p_ 1)+ <p2 _p) 4 (pa—Z _pa—l) 4 (p(x _pa—l) :pa
(Minden lépéshez tessék odaképzelni, hogy ,miért?”.) O

Osszegzési és megforditasi fiiggvény

2.23. Definicié. Az f és g szdmelméleti fiiggvények konwvolicidjan az aldbbi képlettel definidlt f * g szdmelméleti

fiiggvényt értjiik:
=Y F@-g (%)= Fl@g®

d|n ab=n

2.24. Definicié. A konvolici6 tulajdonsagainak vizsgélatdhoz sziikségiink lesz az aldbbi hdrom — a kordbban térgyaltakhoz
képest nagyon egyszerii — szdmelméleti fiiggvényre:

e id (n) = n (identikus fiiggvény);
e 1(n)=1 (konstans 1 fiiggvény);

. 1, han=1;
O(n):61":{0 han > 1.

2.25. Tétel. A konvolicié miivelete kommutativ, asszociativ, és minden f szdmelméleti fiiggvényre f*d = x f = f.

Biz. Az asszociativitds igazoldsdhoz ki kell szamolni az (f x g) x h és f x (g x h) konvolicidk n helyen felvett értékét, és
azt kapjuk, hogy

(fxg)*xh)(n)=(f*(g*h)(n)= Y f(a) (c).
abc=n

A kommutativitds vildgos (ugye?) az utolsé allitds pedig egyszertien adédik a ¢ fiiggvény definicigjabol:
n
=S r@-a(5) = fm) o) =rm),
d|n
hiszen a d = n eset kivételével az 6sszeg minden tagja nulla (miért?). ([

2.26. Tétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti fiiggvények konvolicidja is gyengén multiplikativ.

Biz. Tth. f és g is gyengén multiplikativ. Az vildgos, hogy (f*¢) (1) = f(1)-g(1) =1 (ugye?). Tth. a L b, és frjuk fel
a definici6 szerint (f * g) (ab) értékét:
(f*g)(ab)=>_f(d ( )

d|ab

A Lemma szerint ab minden d osztéja egyértelmiien felirhaté d = uv alakban, ahol u | a és v | b. Igy a fenti Ssszeget
a kovetkezOképpen alakithatjuk at, felhaszndlva f és g gyenge multiplikativitdsat:

%bf(d).g@b) %f(uv)-g(ﬁ) %f(u)f@).g(z)g(z)_

(Honnan tudjuk, hogy u L v és & L %?) Az utolsé lépés mar csak egy szorzattd alakitds (jobbrél balra olvasva kénnyebb
4 )
megérteni):

Srwr-a($)a(2) = (Srwe ()] (Sre (L)) =0raw o,

ula ula v|b
v|b

O

2.27. Definicié. Az f szamelméleti fiiggvény dsszegzési fiiggvényén az F (n) = Zdlnf(d) szamelméleti fiiggvényt
értjiik. Az f figgvényt az F figgvény megforditasi fliggvényének nevezziik.
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Jeldlés. Azt a tényt, hogy I az f Osszegzési fiiggvénye gyakran egyszeriien csak f — F jeloli.
2.28. Tétel. Gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény sszegzési fiiggvénye is gyengén multiplikativ.

Biz. Az tsszegzési fiiggvény képzése specidlis esete a konvoliciénak: ha f — F', akkor

F) =Y f(@)-1=3 f@-1(%)
d|n

d|n

minden n természetes szamra, azaz F' = f x 1. Ha f gyengén multiplikativ, akkor a Tétel szerint f * 1 is gyengén
multiplikativ (miért?). O

2.29. Tétel. A tanult nevezetes szamelméleti fiiggvények kozott fennallnak a kovetkezd osszefiiggések: 6 — 1 — 7 és
p—id — 0.

Biz. Irjuk fel a bizonyitandé osszegzéseket:

Ys@=1(m), D 1d=rm), D ed=idn), Y idd=0sn).
d|n d|n

d|n d|n
A harmadik nem mads, mint a Tétel, a mésik harom pedig trividlis (ugye?). O

2.30. Definicié. Az n természetes szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha nem oszthaté egyetlen 1-nél nagyobb négy-
zetszémmal sem.

2.31. Megjegyzés. Konny{i meggondolni, hogy egy szdm akkor és csak akkor négyzetmentes, ha primfelbontdsdban
minden prim csak egyszer (azaz elsé hatvdanyon) fordul eld.

2.32. Definicié. Mdabius-fiiggvénynek nevezziik az aldbbi képlettel definidlt p szdmelméleti fiiggvényt:

(n) 0, ha n nem négyzetmentes;
n) =
H (—1)k , ha n eldall k kiilonbodz6 prim szorzataként.

2.33. Teétel. A Mobius-fiiggvény osszegzési fiiggvénye a § fliggvény, azaz p+ 1 = 4.

Biz. A 228 Tételt szeretnénk hasznélni, ezért elészor azt ellendrizziik, hogy p gyengén multiplikatfv. A definiciobdl
1 (1) = 1, hiszen 1 nulla darab prim szorzata (iires szorzat). Tth. a L b és vizsgdljuk u(ab) értékét. Ha a nem
négyzetmentes, akkor ab sem az, (ugye?), tehdt p(a) =0 = p(ab) = 0, ekkor tehdt teljesiil, hogy p (ab) = p(a) - p (D).
A p(b) = 0 eset hasonld, tehat feltehetjiik, hogy a és b is négyzetmentes: a = py - ... pg (ahol p1,...,pr paronként
kiilonb6z6 primszamok) és b = ¢p - ... - go (ahol qp,...,q, paronként kiilonb6zd primszémok). Az a L b feltevésbol
kovetkezik, hogy a {p1,...,pr} és {q1,...,q¢} halmazok diszjunktak, igy az ab=p; ... pg-q1-...-q felbontdsban k -+ ¢
kiilonb6z6 primszam szerepel. Ebbol mar ki tudjuk szamitani p (ab) értéekét: p(ab) = (—1)k+£ = (—1)k'(—1)£ = p(a)-p(d)
(ugye?). Ezzel beldttuk, hogy p gyengén multiplikativ.

Jeloje p tsszegzési fiiggvényét M (nagy ,mfii” betil). A Tétel szerint M gyengén multiplikativ. Tudjuk, hogy
is gyengén multiplikativ, ezért az M (n) = 6 (n) egyenldséget elegendd primhatvanyokra ellenérizni (lasd a Tételt).
Legyen tehdt n = p®; ekkor

M@n)=> pd)=> pn@)=pQ)+p@+u@*)+-+p@)=1+(-1)+0+--+0=0=0(n).
dln i=0

O

2.34. Tétel (Mibius-féle megforditasi képlet). Tetszbleges F' szamelméleti fiiggvény esetén F-nek egyetlen megforditdsi
fiiggvénye van, mégpedig F'x p. Mdsképpen fogalmazva f — F' akkor és csak akkor dll fenn, ha f = F'xu. Részletesebben:
tetszéleges f, F' szamelméleti fiiggvények esetén

n
VneN:F(n)=Y f(d) <= VnGN:f(n):ZF(d)~u(E>.
d| d|n
Biz. Azt kell igazolnunk, hogy tetszOleges f és F' szdamelméleti fiiggvények esetén
F=fx1 < f=Fxpu.

Az =7 irdnyhoz tth. F' = f x 1, és ,konvolvdljuk be” mindkét oldalt pu-vel: F' sy = (f % 1) % u. A jobb oldalt elszor
zardjelezziik at, felhaszndlva a konvolucié asszociativitdsat (2.25] Tétel): (f *1) % pu = f % (L% ). Most haszndljuk a
m Tételt, majd azt, hogy a konvoliciénak § az egységeleme (2.25| Tétel): fx (1 xp) = f*d = f. Ezzel belattuk, hogy
F=f+x1 = f=Fxp.

Az , <7 irdnyhoz tth. f = F * u, és ,konvolvaljuk be” mindkét oldalt a konstans 1 fiiggvénnyel. A szdmolds az
€l6z6h6z hasonlé (indokoljunk meg minden lépést!): fx1 = (Fxp)x1=F* (ux1) = F % = F. Ezzel beldttuk, hogy
f=Fxp = F=fx1 .

2.35. Kovetkezmény. Gyengén multiplikativ szdmelméleti fiiggvény megforditési fiiggvénye is gyengén multiplikativ.
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Biz. A Mobius-féle megforditési képlet szerint F' megforditasi fiiggvénye Fxpu. A Tétel bizonyitdsa soran lattuk, hogy
1 gyengén multiplikativ. Ha még F' is gyengén multiplikativ, akkor a Tétel alapjén F'sxp is gyengén multiplikativ. O

3. Relaciok

Ekvivalencidk és osztalyozasok

3.1. Definicio. Adott A halmazon értelmezett reldcion A-beli elemekbdl alkotott elempéarok halmazat értjiik, azaz egy
tetszéleges p C A x A halmazt.

Jel6lés. Az egyszeriiség kedvéért (a,b) € p helyett gyakran azt irjuk, hogy apb.

3.2. Definicié. Ekvivalenciareldcionak nevezziik a p C A x A reldcidt, ha rendelkezik az aldbbi hdrom tulajdonsdggal:
(1) Va € A : apa (reflexivités);
(2) Va,be A:apb = bpa (szimmetria);
(3) Va,b,c € A: (apb és bpc) = apc (tranzitivités).

3.3. Definicié. Az A halmazon értelmezett legsziikebb ekvivalenciareldcié az wa := {(a,a) : a € A} egyenloség reldacid,
a legb6vebb ekvivalenciareldcié pedig az A x A teljes reldcio.

3.4. Allitas. Tetszbleges f: A — B leképezés esetén a
ker f :={(a1,a2) t a1 f = a2 f} CAx A

reldcié ekvivalenciarelacié az A halmazon, amelynek neve az f leképezés magja.

Biz. A mag tulajdonsdgai rendre visszavezethetdek az egyenl6ség tulajdonsdgaira:
(1) ker f reflexiv, mert Va € A : af = af;
(2) ker f szimmetrikus, mert Vai,a2 € A: a1 f = asf = aof = a1 f;
(3) ker f tranzitiv, mert VYai,as,a3 € A: (a1 f = asf és asf = asf) = a1 f =asf.

3.5. Definicio. Legyen p C A x A egy ekvivalenciareldcio és a tetszéleges eleme A-nak. Ekkor az
a:={be A:apb}

halmazt az a elem p szerinti (ekvivalencia)osztdlyanak, az ekvivalenciaosztdlyok halmazat pedig az A halmaz p szerinti
faktorhalmazanak nevezziik.

Jeldlés. Az a elem p szerinti osztalyat szokds a/p-val, @”-val vagy [a] p-val jelolni, de mi inkdbb az egyszeriibb @ jelslést
hasznaljuk. Ez ugyan nem utal p-ra, de dltaldban kideriil a szovegktrnyezetbdl, hogy mi a széban forgé ekvivalenciareldcio.
A faktorhalmazt A/p jeloli, tehét

Alp={a:a€ A}.

3.6. Allitas. Legyen p ekvivalenciareldcié az A halmazon. Ekkor minden a,b € A esetén @ = b <= apb.

Biz. Tegyiik fel elészor, hogy @ = b. A reflexivitdasbdl kovetkezik, hogy b € b (ugye?), tehat b € @ (miért?). Ez utébbi
pedig éppen azt jelenti, hogy apb (ugye?).

A miésik irdny igazoldsshoz tfh. apb, és legyen x € b egy tetszoleges elem. Ekkor bpx (ugye?), és ebbdl az apb feltevés
és a tranzitivitds segitségével megkapjuk, hogy apz (miért?), ez pedig azt jelenti, hogy = € @. Ezzel belattuk, hogy b C @
(ugye?). A madsik irdnyt tartalmazds hasonléan (de nem sz6 szerint ugyanigy!) léthaté be (HF). O

3.7. Tétel. Az ekvivalenciaosztdlyok pdronként diszjunktak: ha p C A x A ekvivalenciareldcié, akkor minden a,b € A
esetén @ #b = anNb=10.
Biz. Kontrapoziciéval bizonyftunk: azt mutatjuk meg, hogy aNb # 0 = @ = b. Tegyiik fel tehdt, hogy @b # 0, ¢s
legyen ¢ € aNb. Ekkor apc és bpe (miért?), és a szimmetridt haszndlva cpb is teljesiil. A tranzitivitdsnak koszénhetben
apc és cpb maga utdn vonja, hogy apb (ugye?). Ebbdl pedig a Allitas alapjan kovetkezik, hogy @ = b. O
3.8. Definicié. Egy nemiires halmaz osztdlyozdsdn olyan paronként diszjunkt nemiires részhalmazainak halmazét
értjiik, amelyek egyiitt lefedik az alaphalmazt. Formélisan: C C P (A) osztdlyozéds a nemiires A halmazon, ha

(a) VBeC:B#0;

(b) VBl,B2 eC: Bl #BQ — BlﬁBQ :(D,
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(c) U B=A.
BecC

3.9. Tétel. Legyen A egy nemiires halmaz.

(i) Ha p C A x A ekvivalenciareldci6, akkor A/p osztdlyozas az A halmazon.
(ii) Ha pedig C C P (A) osztélyozds, akkor az
apb <= dBeC:a,be B
formuldval definidlt p reldcié ekvivalenciareldcié az A halmazon.

Biz. Az els6 4llitds bizonyitdsdhoz tth. p ekvivalenciareldcié az A halmazon. Az osztdlyozds definiciéjdban szerepld (b)
tulajdonsdg kovetkezik a Tételbdl. Az (a) és (¢) tulajdonsdgok kulcsa pedig az, hogy a reflexivitds miatt a € @
teljestil minden a € A esetén (ugye?). Ebbol kovetkezik, hogy @ nem iires (hiszen a biztosan eleme), és az is, hogy az
ekvivalenciaosztélyok egyiitt lefedik az a halmazt (hiszen az a elemet lefedi az @ osztély).

A madsodik &llitds bizonyitdsdhoz tth. C osztdlyozds az A halmazon. Mivel az osztalyok lefedik az alaphalmazt ((c)
tulajdonsdg), minden elem benne van legaldabb egy osztalyban. Mivel az osztdlyok pdronként diszjunktak ((b) tulajdon-
ség), minden elem lefeljebb egy osztdlyban lehet benne. Tehdt az alaphalmaz minden eleme pontosan egy osztdlyban van
benne. Legyen f: A — C az a leképezés amelyik minden a € A elemhez hozzérendeli azt az egyetlen B € C osztélyt,
amelyre a € B. Az f leképezés magja éppen a tétel kimonddsdban szerepld p relacié (miért?), és igy a Allitas szerint
p ekvivalenciarelacio. ]

3.10. Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy a fenti tételben megadott ,ekvivalenciarelacié — osztalyozas” és ,0s-
ztalyozas — ekvivalenciareldcid” megfeleltetések egymds inverzei, vagyis egy tetszéleges alaphalmaz ekvivalenciareldciéi
és osztalyozdsai kolcsonosen egyértelmiien megfelelnek egymadasnak. Azt is mutatja a tétel, hogy a Allitasban szerepld
példa ,univerzilis”: minden ekvivalenciareldcio egy leképezés magja. Valéban, ha p C A x A ekvivalenciareldcid, akkor a
v:A— A/p, a — a természetes leképezés magja éppen p.

Részbenrendezések

3.11. Definicié. Részbenrendezési relacionak nevezziik a p C A x A reldciét, ha rendelkezik az aldbbi hérom
tulajdonsaggal:

(1) Va € A : apa (reflexivitds);
(2) Va,be A: (apb és bpa) = a = b (antiszimmetria);
(3) Va,b,c€ A: (apb és bpc) = apc (tranzitivités).
Ha még a kovetkez6 tulajdonsag is teljesiil, akkor p-t teljes rendezésnek (vagy linedris rendezésnek) nevezziik:
(4) Va,b e A: apb vagy bpa (dichotémia).

Jeldlés. A részbenrendezéseket szokds a < szimbdélummal jelslni, még akkor is, ha az alaphalmaz elemei esetleg nem is
szamok. Ha a < b de a # b, akkor azt irjuk, hogy a < b.

3.12. Definicié. Részbenrendezett halmazon egy (A; <) part értiink, ahol A egy nemiires halmaz, és < részbenren-
dezés A-n.

3.13. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz, és legyen a,b € A. Azt mondjuk, hogy b fedi a-t, ha a < b,
de nem létezik olyan ¢ € A, amelyre a < ¢ < b. Ezt a tényt a < b jeloli, és a < relaciét az adott részbenrendezéshez
tartozé fedést reldacionak hivjuk.

3.14. Tetel. Véges részbenrendezett halmazt egyértelmiien meghatarozza a fedési relacidja.

Biz. Legyen (A; <) egy véges részbenrendezett halmaz, és legyen < a megfeleld fedési reldcié. Azt allitjuk, hogy minden
a,b € A esetén
a<b << IneNyIeg,c1,...,cnEAra=cy<c1 <--<¢c, =0

(Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a < b akkor és csak akkor teljesiil, ha a és b Osszekothetd egy véges hosszisagu,
fedésekbdl all6 lanccal.) A |, <=7 irdny igazoldsdhoz tth. a =¢cg <¢; <+ <¢, =b. Ekkora=cyp <c¢; <+ <c¢, =b
(miért?), és igy a tranzitivitds miatt @ < b (ugye?). A ,, = 7 irdny igazoldséhoz tth. a < b. Ha a = b, akkor készen
vagyunk (n =0 és ¢g = a = b); ha a < b, akkor is készen vagyunk (n =1 és ¢g = a,c; = b). Ellenkezd esetben létezik
a és b kozott” legaldbb egy d elem: a < d < b. Ha a < d < b, akkor készen vagyunk (n = 2 és ¢y = a,c; = d,ca = b).
Ellenkezt esetben a és d kozé, vagy d és b kozé (esetleg mindkét helyre) tudunk djabb elemeket illeszteni, és {gy tovdbb.
Mivel A véges, ez nem mehet végtelen sokdig: elébb-utébb olyan ldncot kapunk, amelynek szomszédos ,ldncszemei”
kozé mér nem lehet djabb elemeket illeszteni, vagyis a szomszédos elemek fedik egymdst. (Ezt a gondolatmenetet az
[a,b] = {x € A: a < x < b} intervallum elemszdma szerinti teljes indukciéval lehet precizzé tenni.) O
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3.15. Definicié. Legyen (A; <) egy részbenrendezett halmaz. Az a € A elemet minimadlis elemnek nevezziik, ha nincs
néla kisebb elem, és legkisebb elemnek nevezziik, ha 6 mindenki mésnél kisebb. Hasonléan a € A mazimdlis, ha nincs
néla nagyobb elem, és a € A legnagyobb, ha 6 mindenki masnél nagyobb. Formalisan:

e o minimdlis <= fcecAd:c<a
a legkisebb <= Vee A:a <
a maximélis <= Fcc A:c>aq;

<— VeeA:a>c.

e a legnagyobb

3.16. Tétel. Részbenrendezett halmazban legfoljebb egy legkisebb elem létezhet. Ha van legkisebb elem, akkor az
minimélis elem is, s6t 6 az egyetlen minimdlis elem. Formélisan: ha (A; <) egy részbenrendezett halmaz és a,b € A,
akkor

(i) a és b is legkisebb elem = a = b;

(ii) a legkisebb = a minima4lis;

(iii) a legkisebb és b minimdlis = a = b.

Hasonl6 érvényes a legnagyobb elemre is.
Biz.

(i) Ha a és b is legkisebb elem, akkor a < b (miért?) és b < a (miért?), és igy az antiszimmetria miatt a = b.

(ii) Indirekten bizonyitunk: tfh. a legkisebb elem, de nem minimdlis. Mivel a nem minimélis, létezik olyan ¢ € A,
amelyre ¢ < a. Mivel a a legkisebb, a < ¢. Trividlisnak t{inik, hogy ¢ < a és a < c ellentmondanak egymadsnak,
de ne feledjiik, hogy nem szamokrol és a szokdsos ,kisebb vagy egyenld” reldaciérdl van sz6, hanem egy tetszéleges
részbenrendezett halmazrdl! Tehdt a reflexivitdson, antiszimmetridan és tranzitivitdson kiviil semmit nem tudunk;
csak ezt a harom tulajdonsdgot haszndlhatjuk fel. A ¢ < a jelolés azt jelenti, hogy ¢ < a, de ¢ # a (ugye?). Tehat
tudjuk, hogy ¢ < a és a < ¢, és igy az antiszimmetria miatt ¢ = a. Node tudjuk azt is, hogy ¢ # a, és ez mar
tényleg ellentmondas.

(iii) Tfh. a legkisebb elem és b minimélis elem. Mivel a legkisebb, a < b. Ha itt egyenldség teljesiil, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor a < b, ami nem lehetséges, mert b minimadlis (ugye?).

O

3.17. Megjegyzés. Ha a és b pozitiv egészek, akkor a és b pozitiv kozos osztéinak halmaza D, N Dy. Ezen a halmazon két-
féle részbenrendezést is értelmezhetiink: a nagysdg szerinti rendezést és az oszthatdsdg szerinti rendezést. A legnagyobb
kozos oszt6 dltaldnos és kozépiskoldban hasznalatos definicidja szerint Inko (a, b) nem mds, mint a (D, N Dyp; <) részben-
rendezett halmaz legnagyobb eleme. Az dltalunk hasznalt Definicié szerint Inko (a,b) nem mds, mint a (D, N Dy;|)
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme. Ha a és b is pozitiv (s6t, még akkor is, ha egyikiik nulla), akkor a két definicié
ekvivalens egymdssal: ha d a legnagyobb eleme a (D, N Dy;|) részbenrendezett halmaznak, akkor minden k € D, N Dy
esetén k | d, és igy k < d is teljesiil, tehdt d legnagyobb eleme a (D, N Dy; <) részbenrendezett halmaznak is (ugye?). Ha
azonban a = b = 0, akkor a (D, N Dy; <) részbenrendezett halmaznak nincs legnagyobb eleme (miért?), mig a (D, N Dy;|)
részbenrendezett halmaz legnagyobb eleme 0 (ugye?). Tehdt a = b = 0 esetén az ,jiskolds” definicié nem haszndlhato, az
yegyetemi” definicié viszont igen. Egy mésik elénye az Definiciénak, hogy altaldnosithaté az egész szdmok gyfirtijérol
mds gyliriikre, ahol nincs is ,nagysdg szerinti” rendezés (mds kérdés, hogy legnagyobb kozos oszt6k nem minden gytiriiben
léteznek).

4. Permutaciok

Permutadciok szorzasa, ciklusfelbontas

4.1. Definicié. Permutdcionak nevezzik egy nemiires (véges) halmaz énmagéra valé bijektiv leképezését.

4.2. Definicio. Az {1,2,...,n} halmaz 6sszes permutdciéi csoportot alkotnak a leképezésszorzds mfiveletével. Ezt a
csoportot n-edfoki szimmetrikus csoportnak nevezzik, és Sp,-nel jeloljiik.

4.3. Allitds. Tetszbleges m,p € S, permutécick esetén (7rp)71 =pir L

Biz. A permutdcick szorzdsdnak asszociativitdsat haszndlva: (mp) (p_lﬂ'_l) =7 (pp_l) T

(ptm ) (mp) =pt (m7 ) p=ptidp=p~tp=id 0

L= gidre ! =a7"1 =1id ¢és

4.4. Definicié. Legyen m € S, és a € {1,2,...,n}. Ha ar = a, akkor azt mondjuk, hogy a fizpontja m-nek. Ha ar # a,
akkor azt mondjuk, hogy a mozgatott eleme m-nek.
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4.5. Definicié. Két permutacié idegen, ha mozgatott elemeik halmaza diszjunkt.

4.6. Tétel. Ha m, p € S, idegen permutécidk, akkor folcserélhetbek, azaz mp = pm.

Biz. Legyen M, a 7 permutdcié mozgatott elemeinek halmaza. Elékésziiletként beldtjuk, hogy minden a € {1,2,...,n}
esetén
ac€ M, — am € M,. (4.3)
Valéban, ha az éllitdssal ellentétben a € My és b := ar ¢ M, akkor a # b (miért?) és ar = b = br (miért?), ez pedig
ellentmond 7 injektivitdsdnak (ugye?).
Ezek utdn nekikezdhetiink a tétel bizonyitdsénak: tfh. 7 és p idegen, azaz M, N M, = (. Azt kell beldtnunk, hogy
minden a € {1,2,...,n} esetén a (wp) = a (p7). Négy esetet kiilonboztetiink meg:
1) a ¢ My és a ¢ M,: Ekkor ar = a és ap = a, tehdt a bal oldalon a (mp) = (am) p = ap = a, a jobb oldalon pedig
a(pr) = (ap) ™ = ar = a all (ugye?).
2) a € M, és a ¢ M,: Ekkor szerint am € M, kovetkezésképp ar ¢ M, (miért?). Tehdt p-nak fixpontja a és
am is (ugye?). Ennek felhaszndldsdval a bal oldal a (7p) = (aw) p = am, a jobb oldal pedig a (p7) = (ap) ® = ar.
3) a ¢ My és a € M,: Ez ugyanaz, mint az eldz6 eset, csak 7 és p szerepet cserél.
4) a € My és a € M,: Ez lehetetlen (miért?).
Minden esetben (ami egyaltalan felléphet) ugyanazt kaptuk a (7p) és a (pm) kiszdmitasakor, ezzel tehat igazoltuk, hogy

TP = PT. ([l
4.7. Definicié. Legyenek ay,...,a; € {1,2,...,n} killonbozd elemek, és legyen 7 € S,, az aldbbi permutacio:

1T = ag, AT = A3,..., Ap_1T = Ak, QLT = A1 és br=bhab¢ {ay,...,ar}.
Ezt a m permutéciot igy jeloljik: © = (a1 a2 -+ - ax—1 ag) és ciklikus permutdcionak vagy roviden ciklusnak nevezziik.

4.8. Tétel. Minden S,-beli permutdcié elédll pdaronként idegen ciklusok szorzataként, és ez az elééllitdas a tényezdk
sorrendjétol eltekintve egyértelmi.

Biz. Csak az egzisztencidt igazoljuk, azt is csak védzlatosan. Legyen A = {1,2,...,n} és m € S4 = S,,. Induljunk ki egy
tetszbleges a; € A elembél, és alkalmazzuk ra a m permutdciét tobbszor egymas utén. gy egy a1, as,as, ... sorozatot
kapunk, ahol a;41 = a;7 minden ¢-re. Mivel A véges, elébb-utébb lesz ismétlédés ebben a sorozatban: 3@ < j: a; = a;.
Tegyiik fel, hogy ez a legels6 ismétlodés; ekkor az ag, aq, ..., a;—1 elemek még paronként kiilonbozéek. Azt allitjuk, hogy
i = 1, vagyis a legels6 elem, ami m&ésodszorra is fellép a sorozatban, az csak a; lehet. Ha nem igy lenne, azaz ¢ > 1
lenne, akkor még az a;—1 elem is szerepelne a sorozatban, és felirhatndnk, hogy a,—17m = a; = a; = aj_17 (miért?), ami

ellentmond = injektivitdsdnak, hiszen a;_1 # a;_1 (miért?). Tehdt csak ¢ = 1 lehet, és ezzel kialakult egy (a1 a2 -+ a;—1)
ciklus (ugye?).

Ha {a1,...,a;-1} g A, akkor vegyiink egy tetszbleges by € A\{a1,...,a;_1} elemet és arra is alkalmazzuk ismételten a
7 permutéciot. Igy egy by, bs, bs, ... sorozatot kapunk, ahol bi+1 = bim minden k-ra. A fenti gondolatmenethez hasonléan
beldthat6, hogy ebben a sorozatban is by lesz az els6 ismétlédd elem, pl. by = by, és igy kialakul egy (bybs - by_1)
ciklus. Azt &llitjuk, hogy ez a ciklus idegen az (a1 as - -- a;_1) ciklustél. Ellenkezé esetben legyen by a by, bg, ... sorozat
elsé olyan tagja, ami szerepel az (a1 as --- a;_1) ciklusban is; legyen mondjuk by = a;. A by elem megvélasztdsa miatt

sziikségképpen k > 1 (ugye?), és megint ellentmonddasba keriiliink 7 injektivitdsdval: by_17m = by = a; = a;—17 (mi a
helyzet akkor, ha i = 17).

Ezt az eljarast folytatva tjabb, a kordbbiaktél idegen ciklusokat tudunk konstrudlni (megengedve az 1 hosszisdgi
ciklusokat, azaz fixpontokat is), amig el nem fogynak A elemei. Mivel A véges, ez elébb-utébb be fog kovetkezni, és ekkor
megkapjuk 7 felbontdsat paronként idegen ciklusok szorzatéra. O

Jel6lés. Jelolje ¢ (7) a m permutécié idegen ciklusokra bontott alakjdban (ami a fenti tétel szerint egyértelmii) a ciklusok
szamat, beleértve az 1 hosszusagu ciklusokat is.

Paros és paratlan permutdciék

4.9. Definicié. A 2 hossziisdgu ciklusokat, vagyis az (i j) alaki permutécidkat transzpozicioknak nevezzik.

4.10. Tétel. Az S, csoportot generdljdk a transzpozicidk, azaz minden S,,-beli permutéacié elééll transzpozicidk szorzataként.

Biz. Mivel minden permutécié felirhaté ciklusok szorzataként (4.8] Tétel), elég megmutatni, hogy minden ciklus el84l-
lithat6 transzpoziciok szorzataként. Az (aj ag - -+ ax—1 ag) ciklust példdaul igy frhatjuk fel (de sok mds lehetdség is van):
(a1ag -+ ag—1 ar) = (a1a2) (a1as) - - - (a1ag) (ugye?). O

4.11. Lemma. Tetszbleges w € S, permutécié és 7 € S,, transzpozicié esetén ¢ (77) = ¢ (w) £ 1.

Biz. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a 7 dltal megcserélt két elem m-ben (i) két kiilonboz6 ciklusba esik,
vagy pedig (ii) ugyanabba a ciklusba esnek.
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(i) Mivel a ciklusok felirdsat barmelyik elemmel kezdhetjiik, az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy
m=(araz - ag—10ag)(byby ---bp_1bp) -+ és 7 = (a1by). (A 7 permutéciébdl csak azt a két ciklust frtuk fel,
amelyik 7 dltal ,érintett”, a tobbi ciklus nem jdtszik szerepet a bizonyitdsban.) Ellenérizheté (HF), hogy n7 =

(a1 ag -+ ag—1 agbibe -+ by_1 by) - -+, tehat w7 gy keletkezik m-bdl, hogy a két érintett ciklust ,0sszeolvasztjuk”
(a tobbi ciklus pedig nem viltozik). Kovetkezésképp ¢ (n7) = ¢ (7) — 1.
(ii) Ebben az esetben feltehetjiik, hogy m = (a1 a2 -+ ag—1ax) -+ és 7 = (a1a;) valamely ¢ € {2,...,k} indexszel

(ugye?). Ekkor 77 = (ajag - - a;—1) (a;ai11 -+ ag—1ag)--- (miért?), tehdt 77 dgy keletkezik m-bdl, hogy az
érintett ciklus két részre hasad (a tobbi ciklus pedig nem véltozik). Kovetkezésképp c(n7) = ¢ (7)) + 1. (Elbfor-
dulhat, hogy a keletkez révidebb ciklusok valamelyike 1 hosszisdgu (ha ¢ = 2 vagy ¢ = k), de ez nem baj, mert
¢ (m)-be a fixpontokat is beszamitjuk.)

O

4.12. Teétel. Egy S,,-beli permutéacié transzpozicik szorzataként valé felirdsdban a tényezok szamdanak paritdsa egyértelmiien
meghatdrozott. Eszerint beszélhetiink paros permutaciokrol és paratlan permutaciokrol.

Biz. Tth. m = 71 --- 73, ahol minden 7; transzpozicié. A szorzat elejére becsempészve az identikus permutéciot, tudjuk
alkalmazni a fenti lemmaét:

c(r)=cldm-...-.x)=c(id)xl+---£l=nxtl1+.--+1 (miért?) .

Itt ¢ darab +1 szerepel, és mivel 1 = —1 (mod 2), azt kapjuk, hogy c¢(7) =n —t (mod2). Tehdt t =n — c(7) (mod2)
(ugye?), vagyis m barmely transzpoziciok szorzatdra vald felirdséban a tényezdk szdamdanak paritdsa megegyezik n — ¢ ()
paritdsaval. (Tehdt ¢ (w) =n (mod 2) esetén 7 pédros permutacid, ¢ () Zn (mod 2) pedig 7 paratlan permutacié). O

Biz. (inverzidkkal, csak vazlatosan) Legyen m € S, és i,5 € {1,2,...,n}, i < j. Azt mondjuk, hogy i és j inverzidt
alkot, ha imr > jm. Meg lehet mutatni, hogy minden 7 € S, permutécié és 7 € S,, transzpozicié esetén inv (77) és
inv (7) paritdsa kiilonbozé (itt inv (7) jeloli a m permutdcié inverzidinak szdmét). Ebbél kovetkezik, hogy 7 barmely
transzpoziciok szorzatdra vald felirdsdban a tényezdk szdménak paritdsa megegyezik inv (7) paritdsdval. O

4.13. Allitas. A psros hosszisagu ciklusok paratlan permutacick, mig a paratlan hosszisagu ciklusok paros permutéciok.
Biz. A[L.10] Tétel bizonyitdsa sordn lattuk, hogy barmely k hosszisédgu ciklus el6dll k — 1 transzpozici6 szorzataként. [

4.14. Definicié. Az S,-beli pdros permutdcidk csoportot alkotnak (miért?). Ezt a csoportot n-edfokd alternalo
csoportnak nevezziik, és A,-nel jeloljiik.

4.15. Tétel. Az S,-beli permutédcidk fele paros és fele paratlan.

Biz. A tétel bizonyitdsihoz elegendd megadni egy bijekciot A, és S, \ A4, kozott (ugye?). Legyen T € S, egy tetszbleges
rogzitett transzpozicié (pl. 7 = (12)), és definidljuk a ¢ leképezést a kovetkezdképpen: ¢: A, — S, \ A,, ™ — 77. Hdrom
dolgot kell ellenérizniink:

(i) ¢ valéban az S, \ A, halmazba képez, azaz ha m € A,,, akkor 77 € S, \ A,,. Ez vildgos (ugye?).
(i) ¢ sziirjektiv, azaz minden p € S, \ A,, permutéciéhoz létezik olyan 7w € A,,, amelyre 77 = p. A © = pr permutécié
megfeleld lesz (miért?), és ez valéban pdros permutdcio, mert p paratlan (ugye?).
(iii) ¢ injektiv, azaz minden mq, 79 € S,, esetén m7T = MeT = m; = We. Ezt konnyl igazolni, csak be kell szorozni
jobbrol a w7 = mo7 egyenldéség mindkét oldaldt 7-val (ugye?).

O

4.16. Kévetkezmény. |A,| =S, \ 4,| = %‘

5. Polinomok

Oszthatdsag, asszocidltsag, legnagyobb kdzds oszto test feletti polinomgyiiriiben (ismétlés)

Legyen R egy tetszbleges integritdstartomany (azaz kommutativ, egységelemes és zérusosztémentes gyfirti). Ekkor az
R feletti polinomok is integritdstartoményt alkotnak (jelslés: R [z]). Specidlisan, ha T test (a tovdbbiakban T mindig
egy tetszbleges testet jelol), akkor T [z] integritdstartomény. A legfontosabb példsk: Clz], Rz], Qz], Z, [z] (ahol p
primszém). Minden f € T [z] polinomhoz tartozik egy f: T — T, ¢ — f (c) polinomfiiggvény, amit szintén f-fel jeloliink,
de ez nem egyezik meg az f polinommal! A kovetkezd példa mutatja, hogy véges testek folott kiillonboz6 polinomokhoz
tartozhat ugyanaz a polinomfiiggvény, ezért nagyon fontos, hogy ne keverjiik 6ssze a polinomot a polinomfiiggvénnyel!
(Végtelen test {616tt ilyen nem fordulhat elé (miért?), de ott sem szabad 6sszemosni a két fogalmat.)
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Példa. Az f = 2, g = 2? € Zy [x] polinomok nyilvan kiilonbozdek (még a fokszémuk sem egyforma), de ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik hozzdjuk:

f0)=0=9g0) e f(I)=TI=g(1).
Test feletti polinomok korében az oszthatdésdg hasonléan értelmezhetd, mint az egész szdmok korében, és hasonld
tulajdonsagokkal rendelkezik.

5.1. Definicié (ism.). Az f € T [z] polinom osztdja a g € T [x] polinomnak (jelolés: f | g), ha létezik olyan h € T [x]
polinom amelyre g = fh.

5.2. Definicié (ism.). Az f és g polinomok asszocidltak (jelolés: f ~ g),ha f|gésg]| f.

5.3. Tétel (ism.). A polinomok oszthatésiga reflexiv és tranzitiv, de dltaldban nem antiszimmetrikus. Az antiszimmetria
helyett a kovetkez6t mondhatjuk: tetszéleges f,g € T [z] polinomokra f ~ g <= Jee€ T\ {0} :g=cf. Ha f| g és
g # 0, akkor deg f < degg.

5.4. Tétel (ism.). Az asszocialtsdg ekvivalenciarelacié T [z]-en. A nulla osztdlydt kivéve minden asszocidltsagi osztély
tartalmaz pontosan egy fépolinomot.

5.5. Megjegyzés. Asszocidlt polinomokat nem érdemes (s6t nem is lehet) megkiilonboztetni, ha csak az oszthatésdgot
vizsgaljuk. Ha az oszthatdsagi reldciét az asszocidltsdagi osztdlyok halmazan értelmezziik, akkor mér nemcsak reflexiv és
tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz részbenrendezés. A kapott (T [z] / ~;|) részbenrendezett halmaz legkisebb
eleme 1/ ~= T\ {0}, legnagyobb eleme 0/ ~= {0}. Test feletti polinomgyfir{iben minden asszocidltsagi osztdly (a
nullaét kivéve) pontosan egy f6polinomot tartalmaz, itt tehdt asszocialtsag erejéig mindig dolgozhatunk fépolinomokkal.
(Hasonléképpen, az egész szdmok gyfirijében minden asszocidltsdgi osztdly {a, —a} alaki, tehat minden osztdlyban van
egy (és csak egy) nemnegativ szdm. Ha minden asszocidltsagi osztélyt a nemnegativ elemével reprezentdlunk, akkor az
(Np; |) részbenrendezett halmazt kapjuk, ami lényegében ugyanaz, mint a (Z/ ~;|) részbenrendezett halmaz.)

5.6. Tétel (ism.). Barmely f € T [x] és o € T esetén
flo)=0 <= z—al f.

5.7. Tétel (ism.). Ha f,g € T [z], és g # 0, akkor léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott ¢ és r € T [x] polinomok,
amelyekre f = qg + 1 és degr < degg.

5.8. Definicié (ism.). A d € T [z] polinom legnagyobb kdzds osztdja az f és g € T [z] polinomoknak, ha teljesiil a
kovetkezd két feltétel:

(1) d|fésd|g

(2) VkeT[z]: (k| fesk|g) = k|d
Hasonlbéan definidlhaté polinomok legkisebb kdzos tobbszorose is.

5.9. Megjegyzés. A legnagyobb kozos oszté a Megjegyzés szellemében a kovetkezOképpen is értelmezhetd. Tet-
szbleges f € T [x] polinomra jeldlje Dy az f polinom osszes osztéinak halmazét: Dy = {k € T'[z] : k | f}. Ekkor Dy N D,
nem m4s, mint f és g kozos osztéinak halmaza, Inko (f, g) pedig ennek az oszthatésag szerint részbenrendezett halmaz-
nak a legnagyobb eleme. Pontosabban, mivel az oszthatésdg csak asszociédltsdg erejéig antiszimmetrikus, a teljesen preciz
megfogalmazas ugy szol, hogy Inko (f, g) asszocialtsdgi osztélya a ((Dy N Dy) / ~;|) részbenrendezett halmaz legnagyobb
eleme. Innen is ldtszik, hogy a legnagyobb kozos 0szté csak asszocidltsag erejéig van meghatdrozva; megédllapodds szerint
altaldban fépolinomot vdlasztunk. Nemnulla polinomok esetén Inko (f,g) ugy is definidlhat6, mint f és g legnagyobb
fokszamu kozos osztéja (asszocidltsag erejéig). (Miért nem jé ez a definicié Inko (0,0) esetén?)

5.10. Tétel (ism.). Barmely két f,g € T [z] polinomnak létezik legnagyobb kozos osztéja és legkisebb kozos tobb-
szorose, és ezek asszocisltsag erejéig egyértelmiien meghatdrozottak. A legnagyobb kozos oszté kiszémithaté az euklideszi
algoritmussal.

Linedris ,,diofantoszi” egyenlet test feletti polinomgyiiriiben

5.11. Tétel. Az f,g € T [z] polinomok legnagyobb kozos osztéja mindig kifejezhetd f és g ,linedris kombindciéjaként”:
Ju,v € T'[z]: fu+ gv=Inko(f,g). (5.4)
Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel bizonyitdsahoz. Ha f = 0 vagy g = 0, akkor az §llitds trividlis (ugye?).
Tegyiik fel tehdt, hogy f, g # 0, és tekintsiik az 6sszes fu + gv alakd polinomok I halmaz4t:
I={fu+gv:uveTlx]}.

Nyilvan 0 € I, de vannak I-ben nemzér6 polinomok is (példdul f és g). Legyen d az I\ {0} halmaz (egyik) legkisebb
fokszamu eleme. Mivel d € I, vannak olyan ug, vy € T [z] polinomok, amelyekre fug + gvg = d. Megmutatjuk, hogy
d ~ Inko (f,g). A legnagyobb kozds oszté definiciéjdnak mésodik pontja nyilvan teljesiil d-re: ha k| f és k| g, akkor



ALGEBRA ES A SZAMELMELET 3 21

k| fuo+ gvo = d (ugye?). A definicié elsé pontjahoz igazolnunk kell, hogy d | f. Tegyiik fel, hogy d t f; ekkor ha f-et
maradékosan osztjuk d-vel, a keletkez6 r maradék nem lesz nulla: f = gd + r, ahol degr < degd és r # 0. Az r polinom
is eleme az I halmaznak, hiszen r = f — qd = f — q(fuo + gvo) = f (1 — qug) + g (—quo). Mivel r nem nulla, és foka
szigordan kisebb d fokdnal, ellentmondést kaptunk, hiszen d minimélis fokszamu eleme volt az I \ {0} halmaznak. Ez az
ellentmondds azt mutatja, hogy d | f, és hasonléan bizonyithaté a d | g oszthatosédg is. Ezzel belattuk, hogy d eleget tesz
a legnagyobb kozos oszt6 definiciéjdnak, azaz d ~ Inko (f, g); mdsrészt d = fug + gvo, és ez igazolja a tétel dllitasat. O

5.12. Megjegyzés. A fenti bizonyitds az[I.3] Tétel ,nyuszibogy6s” bizonyitdsanak gondolatmenetét kovette. Itt is lehet
egy madsik bizonyitdst adni az euklideszi algoritmus segitségével. Ezt nem részletezziik, de a szdmoldsokban hasznélni
fogjuk.

5.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f,g € T [x] polinomok relativ primek, ha Inko (f,g) ~ 1. Jeloles: f L g.

5.14. Tétel. Tetszbleges f,g,h € T [x] polinomok esetén, ha f L g, akkor f | gh < f|h.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel bizonyitasshoz (HF). O
5.15. Tétel. Tetszbleges f,g,h € T [x] polinomok esetén, ha Inko (f, g) ~ 0, akkor
f
h < ——— | h. 5.5
Floh o | (55
Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel bizonyitasshoz (HF). O

5.16. Tétel. Legyen T egy test és f,g,h € T [x] (nemnulla) polinomok. Ekkor az fu + gv = h kétismeretlenes linedris
ydiofantoszi” egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg az ismeretlen u,v € T [z] polinomokra nézve, ha lnko (f, g) | h.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel (els6 allitdsanak) bizonyitdsahoz (HF). O

Kongruenciarelacié, maradékosztalyok

5.17. Definicié. Tetszbleges f,g,m € T [x] polinomok esetén azt mondjuk, hogy [ kongruens g-vel modulo m (jelolés:
f=g (modm)), ham|f —g.

5.18. Megjegyzés. Egész szdmokndl fel szoktuk tenni, hogy m > 2. Itt semmilyen kikotést nem tettiink a modulusra,
ezért eldfordulnak ,degenerdlt” esetek is. Ha m = 0, akkor f = ¢ (modm) <= f = g (miért?). Ha pedig m ~ 1 (azaz
m nemzér6 konstans polinom), akkor f = ¢ (modm) teljesiil minden f, g € T [z] esetén (miért?).

5.19. Tétel. Ha 0 # m € T [z], akkor tetszbleges f,g € T [x] polinomok esetén f = g (modm) akkor és csak akkor
teljesiil, ha f és g ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel bizonyitasdhoz (HF), a test feletti polinomok maradékos osztédsarsl szolo
tételt (5.7} Tétel) haszndlva. O

5.20. Tétel. A mod m kongruencia ekvivalenciarelacié T' [x]-en, tovabba tetszdleges f1, g1, f2, g2 € T [x] esetén érvényesek
az aldbbiak:
fi=q (modm)

fo = go (modm)} = fitfo=g L9, fi-f2=g g2 (modm).

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az[I.10] Tétel megfelels részeinek bizonyitdsdhoz; itt is ugyanigy lehet visszavezetni a
kongruencia tulajdonsdgait az oszthatésag tulajdonsdgaira, mint az egész szamok korében (HF). ([

5.21. Tétel. Tetszoleges f,g,h € T [z] esetén az fu = h (modm) linedris kongruencia akkor és csak akkor oldhato
meg (az ismeretlen v € T [z] polinomra nézve), ha Inko (f,m) | h.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az m Tétel (elsd éllitasanak) bizonyitdsdhoz; itt is ugyanigy lehet visszavezetni a
linedris kongruencidt kétismeretlenes linedris ,diofantoszi” egyenletre, mint az egész szamok korében (HF). O

5.22. Definici6. A modm kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztdlyokat modulo m maradékosztalyoknak nevez-
zilk. Az f € T|[z] polinomot tartalmazé modulo m maradékosztalyt f jeloli: f = {g€T[z]: f =g (modm)}. A
maradékosztdlyok halmazét (vagyis a modulo m kongruencidhoz tartozo faktorhalmazt) T [z] / (m) jeloli, azaz T [z] / (m) =

{f:feTla]}.

5.23. Megjegyzés. A T [z]/ (m) halmaz a Z,, halmaz analogonja, csak itt kicsit cstnydbb a jelolés. A jelolésnek megvan
a pontos magyardzata: (m) jeloli az m polinom &ltal generélt féidedlt a T [x] polinomgyfirtiben, T [x] / (m) pedig az
ehhez az idedlhoz tartozé faktorgytirije T [x]-nek. Ezeket a fogalmakat majd absztrakt algebrabdl tanuljuk. (Lehetne Z,,
helyett is Z/ (m)-et irni, de ott szokds az egyszeriibb Z,, jelslést hasznélni.)
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5.24. Definicié. A modulo m maradékosztdlyok halmazén értelmezziik az 6sszeaddst és a szorzdst a kovetkez6képpen:

tetszbleges f,g € T [z] esetén legyen f@g=f+g, fOG=F g

5.25. Allitds. A fenti mfiiveletek joldefinisltak, azaz maradékosztalyok osszege (szorzata) nem fiigg attdl, hogy az
egyes maradékosztalyokbdl melyik elemet valasztjuk reprezentdnsnak, és ezekkel a miiveletekkel T [z] / (m) kommutativ
egységelemes gyliriit alkot (maradékosztdly-gytri). Ha degm = n > 1, akkor a T [z]/ (m) maradékosztély-gytirii
minden eleme egyértelmiien felirhaté az aldbbi alakban:

Q12" L+ + a1z +ag (an-1,-..,01,a0 €T).

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel bizonyitdsdhoz; itt is a kongruencia tulajdonsdgai Tétel) garan-
taljak, hogy a maradékosztalyok Ssszege és szorzata joldefinialt, és itt is ugyanigy lehet visszavezetni a miiveleti tulajdon-
sdgokat a T [z] gytirfibeli tulajdonsdgokra, mint ahogy a Z,, halmazon definidlt miiveletek tulajdonsdgait visszavezettiik
az egész szamok megfeleld miiveleti tulajdonsdgaira (HF). A tétel utolso éllitdsa annak a ténynek az analogonja, hogy
Zm = {0,1,...,m —1}, és azon mulik, hogy (aki elstként elkiildi nekem emailben a rggmuk kédot, az kap egy pluszpon-
tot, s6t ha még november huszadika elétt kiildi, akkor kett6t) ha egy tetszoleges f € T [x] polinomot maradékosan osztunk
az n-edfoki m polinommmal, akkor a maradék mindig egy legfeljebb (n — 1)-edfoku polinom lesz, tovabba a maradék
egyértelmiien meghatdrozott. Tehat minden f € T [z] polinomhoz létezik egy és csak egy f1 € T [z] polinom, amelyre
f=/f1 (modm) és deg f1 <n — 1. O

5.26. Tétel. Az f € T [x]/(m) maradékosztdlynak akkor és csak akkor létezik multiplikativ inverze, ha f és m relativ
primek.

Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az Tétel bizonyitdsdhoz; itt is a linedris kongruencia megoldhatésédgi kritériumét
(5.21} Tétel) kell alkalmazni (HF). O

5.27. Koévetkezmény. A T [z]/(m) maradékosztaly-gylr{i akkor és csak akkor test, ha m irreducibilis T felett.
Biz. A bizonyitds nagyon hasonlé az [[.26] Kovetkezmény bizonyitdsdhoz; csak a ,degeneralt” eseteket kiilon meg kell
nézni.

e Ha m = 0, akkor m nem irreducibilis, és T'[z] / (m) valéban nem test, mert minden f € T [z] polinomra f = {f},

tehat T [x] / (m) lényegében ugyanaz, mint T [z] (szaknyelven: a T [z] / (m) és T [z] gylirtik izomorfak egymaéssal),
mérpedig T [z] nem test (miért?).

e Ha m ~ 1, akkor m megint csak nem irreducibilis, és T [x] / (m) val6ban nem test (miért?).

e Ha degm > 1 és m nem irreducibilis, akkor van nemtrividlis felbontdsa: m = fg, ahol 1 < deg f,degg <
degm (ldsd az Allitast). Ekkor f,g # 0, de f-g = 0, tehdt T'[z]/ (m) nem test, sét, még csak nem is
integritastartomény (miért?).

e Ha m irreducibilis, akkor T'[z] / () kommutativ egységelemes gylir{i, amelynek legaldbb két eleme van (miért?),
tehdt ahhoz, hogy beldssuk, hogy T [z] / (m) test, elég ellendrizni, hogy minden nemnulla elemének van multipli-

kativ inverze. Legyen tehat 0 # f € T [x]/(m), és keressiik f multiplikativ inverzét. Mivel m irreducibilis és
m{ f, ezért f L m (miért?). Az Tétel szerint ekkor f-nak valéban létezik multiplikativ inverze.

O

Irreducibilis polinomok, irreducibilis faktorizaci6 (ismétlés)

5.28. Definicié (ism.). A p € T [z] polinom irreducibilis, ha legaldbb elséfoku, és csak tigy bonthaté két polinom
szorzatdra, hogy az egyik tényez® asszocialt p-hez. (Ekkor a mdsik tényez6 sziikségképpen asszocidlt 1-hez; ilyenkor
trividlis faktorizdciordl beszéliink.) Formélisan:

Vf,geT[z]:p=fg = (p~ fvagyp~yg).

5.29. Allitas (ism.). Legyen T egy test és p € T'[z]. A p polinom akkor és csak akkor irreducibilis T felett, ha legaldbb
els6fokd, és nem bonthaté deg p-nél kisebb fokszdmu polinomok szorzatéra:

Pf,geTz]: p=f-g ¢ 1<degf,degg < degp.

5.30. Megjegyzés. Gyliriik felett ez dltaldban nem igaz! Példdul a p = 2z € Z [z] polinom nem bonthaté kisebb fokszamu
polinomok szorzatdra (ugye?), de mégsem irreducibilis Z felett, mert a p = 2 - x felbontds itt nem trividlis (miért?).

5.31. Definicié (ism.). A p € T [z] polinom prim, ha legaldbb els6foki, és valahdnyszor osztéja egy szorzatnak,
mindannyiszor osztéja a szorzat egyik tényezdjének. Formélisan:

Vf,geT[z]:p|fg = (p| fvagyplg).

5.32. Tétel (ism.). Test feletti polinomokra az irreducibilitds és a primtulajdonsdg ekvivalens.



ALGEBRA ES A SZAMELMELET 3 23

5.33. Allitas (ism.). Tetszbleges T testre és f € T [x] polinomra. . .
e deg f =1 esetén f irreducibilis T felett, és van gyoke T-ben;

e deg f € {2,3} esetén f pontosan akkor irreducibilis T felett, ha nincs gytke T-ben;
e deg f > 4 esetén ha f irreducibilis T felett, akkor nincs gyske T-ben.

5.34. Megjegyzés (ism.). Az utols6 pontbeli implikdcié megforditdsa nem igaz: ha deg f > 4, akkor snmagdban az a
tény, hogy f-nek nincs gytke T-ben még nem garantélja, hogy f irreducibilis T felett (keressiink példat!).

5.35. Tétel (ism.). Test feletti polinomgyf{iriiben minden legaldbb els6foki polinom felbomlik irreducibilis polinomok
szorzatéra, és ez a felbontds lényegében (azaz a tényeztk sorrendjétdl és asszocidltsagtol eltekintve) egyértelmd.

5.36. Megjegyzés. A felbontds tényezdk sorrendjétdl és asszocidltsagtol eltekintve egyértelmii voltat a kdvetkezdképpen
lehet permutdciok segitségével precizen megfogalmazni: Ha py ... p, és q1 - ... ¢n ugyanazon polinom két irreducibilis
faktorizacidja, akkor n = m, és létezik olyan 7 € S, permutécio, hogy p; ~ gr(;y minden i = 1,...,n esetén.

5.37. Tétel (ism.). Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatés polinomnak van gytke a komplex szdmok testében.
5.38. Koévetkezmény (ism.). A komplex szamok teste felett pontosan az elséfoku polinomok irreducibilisek.

5.39. Kovetkezmény (ism.). Minden legaldbb elséfoki komplex egyiitthatés polinom elséfokd polinomok szorzatara
bomlik. Ha f = an2™ + -4+ a1z + a9 € Clz] (n>1,a, #0), akkor f-nek multiplicitdssal szdmolva pontosan n
gyoke van. Ha ezek a gyokok ai,...,a, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa), akkor f =
an (r — 1)+ (z — ap). Ezt nevezziik a polinom gydktényezbds felbontdasdnak.

5.40. Tétel (ism.). Egy valds egyiitthat6s polinom pontosan akkor irreducibilis a valés szdmok teste felett, ha elséfokd,
vagy olyan méasodfokid polinom, melynek nincs valés gyoke. Tehét az R feletti irreducibilis polinomok a kévetkezok:

e ax+b (a,beR a+#0);
o ax? +bxr+c (a,b,ceR,a#O,b2—4ac<0).

Irreducibilis polinomok a racionadlis szamtest felett

5.41. Tétel (Rolle(?) tétele). Legyen f = a,z™ + -+ + a12 + ag egy tetszbleges egész egyiitthatés polinom. Ha % egy
egyszeriisithetetlen tort alakjaban felirt raciondlis szdm (azaz p,q € Z, ¢ # 0 és p L q), akkor

f(%)zo = q|apésplap.

Specidlisan: egész egyiitthatdés fépolinom raciondlis gyvkei mindig egész szdamok.
Biz. Tth. f(g) =0, ahol p,q € Z, ¢ #0 és p L q. Irjuk fel az f(%) helyettesitési értéket:
n n—1

&) =an- B rana Lt B e =0
g g g g

Mindkét oldalt ¢g™—nel beszorozva azt kapjuk, hogy
an~p"+an71 ~p”_1q+-~-+a1 .pqn—l _,'_aO.qn =0.

Pl
Itt az utolsé kivételével minden tag oszthaté p-vel, igy p | ao - ¢ (ugye?). Mivel p és ¢™ relativ primek (miért?), az
kovetkezik, hogy p | ap (miért?). Hasonléan (a fenti 6sszeg els6 tagjat vizsgdlva) beldthato, hogy ¢ | a,, (HF). O

5.42. Tétel. Ha egy legalabb elstfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthato fel néla kisebb fokszamu egész egyiitthatds
polinomok szorzatédra, akkor Q felett sem bomlik igy fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z[z] és deg f = n > 1, akkor az
alabbi két allitds ekvivalens:

(1) 3g,h € Z|z] : f = gh és 0 < degg,degh < n;

(2) Jg,h € Q[z]: f = gh és 0 < degg,degh < n.

Biz. Az egyik irdny teljesen trividlis (melyik az, és miért trivialis?), a masik viszont nehéz (Gauss kell hozzd!), azt nem
bizonyitjuk. 0

5.43. Megjegyzés. A mdsodik feltétel azzal ekvivalens, hogy f reducibilis Q felett. Az elsé viszont nem ekvivalens
azzal, hogy f reducibilis Z felett (miért?). Tehdt a fenti tételt nem fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy egy egész
egyiitthatés polinom akkor és csak akkor (ir)reducibilis Z felett, ha (ir)reducibilis Q felett.

5.44. Definici6. Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztéja az a egész szamnak, ha a oszthaté p-vel, de p>-tel
mAar nem.

Jeldlés. A pontos oszthatésdgot || jeloli: p || a < p|a és p*{a.
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5.45. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium). Legyen f = a,a™ + -+ + a1z + ap € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszam amelyre

pjfanv p|an717"°7 p|a17 p || ao,
akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

Biz. Tfh. az f polinom egyiitthatéira teljesiilnek a fenti oszthatdsdgi feltételek, de ennek ellenére f nem irreducibilis
Q felett. Ekkor léteznek olyan gi,hy raciondlis egyiitthatés polinomok, amelyekre f = g1hy és 0 < deggyi,degh; < n
(miért?). Az Tétel szerint vannak olyan g, h egész egyiitthatés polinomok, amelyekre f = gh és 0 < degg,degh < n.
Legyen g = bpa® + -+ bz + by és h = cpa’ + - - + 12 + ¢, és irjuk fel sorra az f = gh egyenldség mindkét oldalsnak
egyiitthatéit. A konstans tag: ag = boco (ugye?), és tudjuk, hogy ez oszthaté p-vel, igy p | bo vagy p | ¢o (miért?). Ha by is
és cp is oszthaté lenne p-vel, akkor p? | ag, ami ellentmond a p || ag feltevésnek (ugye?). Tehdt by és co koziil egyik oszthaté
p-vel, a masik nem. Csak a p | by, p 1t co esetet vizsgaljuk; a mdsik eset hasonlé (HF). Az f = gh egyenlbségben az
els6foku tagok egyiitthatéi azt adjak, hogy a3 = bocy +bicg. Mivel p | a1 és p | by, ebbdl kovetkezik, hogy p | bico (ugye?).
Feltettiik, hogy p 1 co, ezért p | by (miért?). Tehdat mar tudjuk, hogy p osztja a g polinomban a by és by egyiitthatokat.
Nézziik most a masodfoku tagokat az f = gh egyenldségben: as = bgco + bicy + bacy. Itt bacy kivételével minden tagrol
tudjuk mar, hogy oszthaté p-vel, ezért p | bacy (ugye?). Ismét felhasznédlva, hogy p 1 o, azt kapjuk, hogy p | by (miért?).
Most mér tudjuk, hogy p | by, b1, b2, és ebbdl a harmadfoku tagokat vizsgélva levezethetjiik, hogy p | bs:

miérg? miérg?

p | as =bocz + bica + bacy +bscy = p | bsco p | bs.

Folytatva ezt a gondolatmenetet, sorra megkapjuk, hogy a bg, by, ..., bs egyiitthaték mind oszthaték p-vel. Az utolsé
lépés igy fest:

miért?

p|bkco = p|bg.

miért?
=

plar =bock +bick—1+ -+ br_1c1 + bico
Nézziik végiil az n-edfoki tagot az f = gh egyenléségben: a, = brce (ugye?). Mivel p | bg, ez ellentmond a p t a,
feltevésnek, tehdt az f felbonthatésdgdra vonatkozé indirekt feltevésiink helytelen volt. (Keresztkérdés: Hol hasznaltuk
ki, hogy 0 < deg g,degh < n?) O
5.46. Kdvetkezmény. Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfoku polinom.

Biz. Minden n € N esetén az z™ + 2 polinom irreducibilis Q felett (miért?). [

5.47. Megjegyzés. A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditdsa nem igaz. Vagyis abbdl, hogy nem létezik olyan p prim-
szém, ami teljesitené a megfelelé oszthatésagi feltételeket, nem kdvetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis (keressiink
ellenpélddt!). A megforditds helyett kovetkezzék inkdbb a tétel ,tiikorképe”.

5.48. Tétel (muivdtinl iestilidiouboni slst-nistenseid—nnsmonddae). Legyen f = a,2™ + - + a1z + ap € Z[z]. Ha
létezik olyan p primszam amelyre p || an,p | an—1,...,p0| a1,p 1 ao, akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste felett.

Elemi tortekre bontas

5.49. Definicio. A T test feletti ractondlis torton i alaki formaélis kifejezést értiink, ahol f, g € T [z] és g # 0. Minden

g
raciondlis torthoz tartozik egy raciondlis tortfiiggvény (a két fogalom nem Osszekeverendd!). A T feletti raciondlis
tortek halmazat T (z) jeloli.

5.50. Definicio. A T test felett elemi tortnek (vagy parcidlis toértnek) olyan raciondlis tortet neveziink, amelyben a
nevezd T felett irreducibilis (f6)polinom hatvdnya, és a szamldlo foka kisebb ezen irreducibilis polinom fokdnal:

Z% €T (x), ahol f,peTlz], k€N, pirreducibilis T felett, deg f < degp.

5.51. Tetel. Tetszbleges T test felett minden raciondlis tort felirhaté egy polinom és elemi tortek dsszegeként.

5.52. Kévetkezmény. A komplex szamok teste felett minden racionalis tort felirhaté egy polinom és véges sok
A

——— (A4,a€C, keN)
(z +a)

alaki raciondlis tort osszegeként.

5.53. Kévetkezmény. A valés szamok teste felett minden raciondlis tort felirhaté egy polinom és véges sok

%(A,aeR,keN), & Bx—JFOk
(x+a) (2 + bz +¢)

alaku raciondlis tort osszegeként.

(B,C,b,c€R, b* —4c < 0, k €N)
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Szimmetrikus polinomok

5.54. Tétel (ism.). Legyenek az n-edfoki f = 2" +a,, 12" 1+ -+ajr+ag € C|[z] fépolinom komplex gyokei a, ..., a,
(mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi sszefiiggések:

—Op-1 = Q1+ Q2+ -+ Qg
Ap—2 = Q1Q2 + 103 + -+ Qp—_1Qp;

—Qp-3 = Q103 + Q100 + -+ Qp_20n 100

n—1
(=)™ a1 = araz - appap_1 F 0100 a0, Qo3 Q1O

(—1)” ag = Q103+ ++ Oy 1Oty -

5.55. Megjegyzés. A fenti képleteket Viéete-formuldaknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (—1)}9(1n,lC all, a jobb
oldalon pedig az aj, ..., a, betiikbol képezett osszes k-tényezds szorzat tsszege, tehdt egy (Z)—tagl’l Osszeg. Formaélisan:

(—1)]{:0,“,]@ = Z Qjy - Wy = oo Oy

1<i) <ig < <ipg<n

5.56. Definicié. Az f € C[x] fépolinom diszkrimindnsa:

H (ai 70‘]')2’

1<i<j<n

5.57. Definicié. Adott T test feletti n-hatdrozatlani monomnak nevezziik az az¥ - - - zk» alaki formalis kifejezéseket,

ahol 0 £ a € T és ki,...,k, € Ny. Az ilyen monomok véges 6sszegeit pedig T feletti n-hatdarozatlani polinomoknak
nevezziik.
Jel6lés. A T feletti n-hatdrozatlani polinomok halmazét T [z1,. .., z,] jeloli.

5.58. Tétel. A természetes modon definidlt szorzassal és osszeaddssal T x4, ..., z,] integritdstartomény.

5.59. Megjegyzés. Az n-hatdrozatlani polinomok gyfiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen

Tlx1,...,xn) = (T[x1,. .., Zn-1]) [a],
azaz a T [x1,...,x,—1] integritdstartomany feletti (egyhatdrozatlani) polinomgyfirt.
5.60. Definicié. Az f € T'[z1,...,x,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns a hatdrozatlanok

minden permutédcidjira, azaz
Vo €Sy f(T1my ey Tnm) = [ (21,0 20) .

5.61. Definicié. A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinom az x1,...,x, hatdrozatlanokbdl képezett
Osszes k-tényezds szorzatok osszege (k= 1,...,n).

Jel6lés. A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinomot oy jelsli (az alaptest és n értéke dltaldban vildgos a
szovegkornyezetbdl), tehat

o) = E iy "Xy e Xy, €T [T1,. 00,20,
1<i1 <2< < <n

5.62. Megjegyzés. Az elemi szimmetrikus polinomokkal mér taldlkoztunk: segitségiikkel fejezheték ki egy komplex

egyiitthatés fépolinom egyiitthatdi a polinom gyskeibdl. Tehdt a Viete-formuldk oy, (o, ..., q,) = (—1)k a,,_}, alakban is
felirhatok.
5.63. Tétel. A szimmetrikus polinomok részgyf{iriit alkotnak a T [z1,...,z,] polinomgyfir{iben.

5.64. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele). Barmely szimmetrikus polinom felirhatd, mégpedig egyetlen médon,
az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formadlisan:

VfeT[x,...,xy: f szimmetrikus = Jh € T [z1,...,x,): f=h(01,...,00).

6. Nevezetes szamelméleti problémak

Szamok felbontasa hatvanyok Gsszegére
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6.1. Definicié. Az (x,y,2) € N? szamhdrmast pitagoraszi szdmhdrmasnak nevezzik, ha 2% + y? = 22. Az (z,v, 2)
pitagoraszi szamhdrmas primitiv, ha Inko (x,y, z) = 1.

6.2. Megjegyzés. Tetszdleges (z,y, z) pitagoraszi szdmhédrmas esetén (x/d,y/d, z/d) primitiv pitagoraszi szdmhédrmas,
ahol d = Inko (z,y,z). Tehdt elegendd a primitiv pitagoraszi szdmhédrmasokat meghatdrozni, mert ezekb6l minden
pitagoraszi szémhdrmas megkaphaté (egy konstanssal valé szorzassal).

6.3. Lemma. Primitiv pitagoraszi szémhédrmasban a tagok pdronként is relativ primek.

Biz. Legyen (z,v,2) primitfv pitagoraszi szémharmas, és legyen d = Inko (x,y). Ekkor d | z,v, és igy d? | 22,9 (ugye?),
tehat d? | 22 +y? = 22. Ebbél kovetkezik, hogy d | 2 (miért?), azaz d osztja mindhdrom szdmot, vagyis d | Inko (z,y, 2) ~ 1
(hiszen (z,y, z) primitiv pitagoraszi szamhdarmas). Tehdt d ~ 1, és ezzel beldttuk, hogy x és y relativ prim. Hasonl6an
igazolhato, hogy « L z ésy L z (HF). O

6.4. Lemma. Ha (z,y, z) primitiv pitagoraszi szaimhdrmas, akkor = és y paritdsa kiilonboz6, z pedig pératlan.

Biz. Pdros szdm négyzete nulldt, paratlan szdm négyzete pedig egyet ad maradékul 4-gyel osztva (miért?). Ezt fel-
haszndlva négy esetet kiilonboztethetiink meg:

xmod 2 y mod 2 2?2 4+ y? = z2mod 4

0 0 0

1 1
1 0 1
1 1 2

Az utolsé eset lehetetlen, mert, ahogy fent megfigyeltiik, 22 csak nulldt vagy egyet adhat maradékul 4-gyel osztva. Az
els6 esetben x és y nem relativ prim (ugye?), és ez ellentmond a Lemmanak. Tehdt csak a kozépso két eset fordulhat
eld, és éppen ezt kellett igazolnunk. O

6.5. Lemma. Ha U és V relativ prim természetes szdmok, és UV négyzetszam, akkor U és V is négyzetszam.

Biz. Tekintsiik U és V' primhatvanytényezos felbontdsat: U = [[pi*, V =] qf 7. Mivel U és V relativ prim, nincs kozos
primosztéjuk, vagyis az UV szorzat kiszamitdsakor nem lehet 6sszevonni azonos alapu hatvényokat; UV primhatviny-
tényez0s felbontdsdt egyszertien U és V' felbontdsdt egymds mellé illesztve kapjuk: UV = [[p{"" - [[¢;’. Tudjuk, hogy
UV négyzetszam, ezért primhatvanytényezds felbontdsdban minden kitevé paros (miért?), azaz minden «; és minden §;
kitevt paros. Ez pedig azt jelenti, hogy U is és V is négyzetszam (ugye?). O

6.6. Tétel. Legyen (x,y,z) primitiv pitagoraszi szdimhdrmas, és tegyiik fel, hogy = pédros. Ekkor léteznek olyan u,v
természetes szdmok, melyekre

u>wv, uZv (mod2), u L v, ész=2uv, y=u>—v% 2z=u?+0v% (A)

Forditva, a fenti formuldkkal definidlt (z,y, z) szdmhdrmas mindig primitiv pitagoraszi szémharmas.

Biz. Eldszor azt mutatjuk meg, hogy minden primitiv pitagoraszi szamharmas elédll a fenti médon. Tth. (x,y, z) primitiv
pitagoraszi szaimhdrmas. A[6.4] Lemma alapjdn az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy = pdros, y és z pedig
péaratlan. Fejezziik ki z-et a ,Pitagorasz-tételbdl”:

z\2 z+4+ z—
Pyt =2 = 2= =24y (z—y) = (5) = 2y. 2y.
N Vo

U v

A paritdsokra vonatkozé feltevésiink miatt itt minden tort értéke egész szam (ugye?). Megmutatjuk, hogy U L V. Ha
k|UV,akkor k | U4V =z¢és k| U—-V =y. Mivel z L y (miért?), ez csak k ~ 1 esetén lehetséges, tehat U és V
valéban relativ primek. A Lemma szerint ekkor U és V is négyzetszam: U = u? és V = v2. Tudjuk, hogy v2 —v%2 =y
(ugye?), és ez egy pozitiv paratlan szdm, igy u > v és u Z v (mod2). Lattuk, hogy U L V, és ebbdl kovetkezik, hogy u
és v is relatfv prim (miért?). A (A))-beli utols hdrom egyenldség u és v definfci6jabdl kénnyen levezethetd:
2
(g) =UV =v*v? = z = 2uw, wW—0t=U-V =y, WP =U+V =z
A masik irdny igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy (A)) teljesiil. Az 2% + y? = 22 egyenldséget egyszerti szdmolds mutatja:
z? + y2 = 4u?v? + (u2 — v2)2 =ut 4+ 2u%? + 0t = (u2 + 112)2 = 22,
Ezzel beldttuk, hogy (z,y, z) pitagoraszi szamhdrmas. A szdmhdrmas primitivségéhez elegendd azt beldtni, hogy y L z

(ugye?). Ha k | y,2, akkor k | z +y = 2u? és k | z —y = 20%. Mivel u L v, ez csak k ~ 1,2 esetén lehetséges (miért?).
Node y (és z is) pdratlan (miért?), tehdt k ~ 2 lehetetlen, azaz y L z. O

6.7. Tétel (Fermat). Az 2* + y* = 2* egyenletnek nincs pozitiv egészekbél 4116 megolddsa.

6.8. Tétel (nagy Fermat-tétel, Wiles és Taylor). Ha n > 3, akkor az 2™ + 3™ = 2" egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl
4116 megoldésa.
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6.9. Lemma. Ha m és n el6éll két négyzetszam Osszegeként, akkor mn is el6all.
6.10. Lemma. A 4k + 1 alakd primszdmok el6dllnak két négyzetszam Osszegeként, a 4k + 3 alakd primek viszont nem.

6.11. Tétel (Fermat-féle két négyzetszam tétel). Pontosan azok a szdmok &dllnak el két négyzetszam osszegeként,
amelyek primfelbontdsdban a 4k + 3 alakd primek péros kitevbvel szerepelnek.

6.12. Tétel (Lagrange-féle négy négyzetszam tétel). Minden természetes szdm elddll négy négyzetszam osszegeként.

6.13. Megjegyzés. Lagrange tétele éles abban az értelemben, hogy hdrom négyzetszdm osszegeként nem lehet minden
természetes szamot elééllitani (keressiink ellenpélddt!). A természetes szdmok hatvanyosszegekként vald elééllitasaival
kapcsolatos problémakat ¢sszefoglalé néven Waring-problémakornek szokds nevezni. Edward Waring X VIII. szdzadi angol
matematikus Meditationes Algebraicae cim{i miivében azt allitotta (bizonyitds nélkiil), hogy minden szém eléallithaté
kilenc kobszam osszegeként, illetve tizenkilenc negyedik hatviny tsszegeként. Ezek az éllitdasok helyesnek bizonyultak, de
csak a huszadik szdzadban taldltak rdjuk bizonyitast.

Altaldban g (k) jeloli azt a legkisebb szamot, amelyre igaz az, hogy minden természetes szam eldallithaté g (k) darab k-
adik hatvdny dsszegeként. Az el6zdek alapjan tehdt g (2) = 4,9 (3) < 9,9 (4) < 19, és példdk mutatjak, hogy 8 kob, illetve
18 negyedik hatvany nem mindig elég, tehdt g (3) =9 és g (4) = 19. A g (k) szdmok meghatdrozdsa igen nehéz probléma,
még az sem vildgos, hogy egyaltaldn léteznek minden k eseténﬁ ezt Hilbert igazolta 1909-ben. Van egy feltételezett képlet
is a g (k) szdmokra; bizonyitott tény, hogy ez a képlet legfeljebb véges sok k-ra nem helyes, és dltaldnosan elfogadott az
a sejtés, hogy valéjdban minden k-ra érvényes:

g (k) =28+ B:] —2.

Primszamok

6.14. Tétel (Euklidész). Végtelen sok primszdm van.

Biz. Tfh. véges sok primszdam van; legyenek ezek p1, ..., pn, éslegyen N = p;-...-p, +1. Mivel N > 1, van primosztdja.
Node N nem oszthaté a pi,...,p, szdmok egyikével sem (ugye?). Tehdt, feltevésiinkkel ellentétben, van még tovabbi
prim a p1,...,p, szdmokon kfviil. (I

6.15. Tétel. Végtelen sok 4k — 1 alaku primszdm van.

Biz. Tth. pi,...,p, az Osszes 4k — 1 alakd prim, és legyen N =4 -p; -...-p, — 1. Mivel N > 1, van primosztdja.
Node N nem oszthaté a p1,...,p, szémok egyikével sem (ugye?), tehat minden primosztéja 4k + 1 alakd. Eszerint N
eldall 4k + 1 alaku szémok szorzataként, és igy maga is 4k + 1 alakd (miért?). Ez ellentmondds, hiszen szemldtomést
N =-1 (mod4). O

6.16. Teétel. Végtelen sok 4k + 1 alakd primszdm van.

6.17. Tétel (Dirichlet tétele). Ha egy nemkonstans szamtani sorozat kezdétagja és differencidja egymashoz relativ prim,
akkor a szdmtani sorozatban végtelen sok primszam taldlhato.

6.18. Tétel (Csebisev tétele). Bérmely szdm és a kétszerese kozott van primszam. Pontosabban: minden n természetes
szdmhoz létezik olyan p primszam, amelyre n < p < 2n.

6.19. Tétel. A szomszédos primek kozott tetszblegesen nagy hézagok taldlhatok. (Azaz minden N € N esetén lehet
taldlni N egymadst kovetd Osszetett szdmot.)

Biz. Ha n > 2, akkor az n! + 2, n!+ 3,...,n! + n szdmok mind 6sszetettek, hiszen k valédi osztdja az n! + k szdamnak
minden k € {2,...,n} esetén (miért?). Ez n — 1 egymdst kovetd Osszetett szdm, és itt n tetszélegesen nagy lehet. (Ha N
egymdst kovetd osszetett szdmot akarunk taldlni, akkor az n = N + 1 értékkel kell felirni a konstrukeict.) O

6.20. Definicié. Ikerprimnek neveziink két primszamot, ha kiilonbségiik 2.
6.21. Megjegyzés. Azt sejtik, hogy végtelen sok ikerprim van. Yitang Zhang 2013 &prilisiban bebizonyitotta, hogy

létezik olyan K korldt, amelyre végtelen sok olyan primpér létezik, ahol a két tag kiilonbsége legfeljebb K (K = 70000 000
értékre, de ezt kés6bb levitték K = 246-ra).

6.22. Tétel. A primszamok reciprokaibél alkotott sor divergens, azaz

Z%:oo.

p

6.23. Megjegyzés. Ez a tétel durvan fogalmazva azt allitja, hogy ,sok” primszdam van. Ismert tény, hogy ,kevés”
paratlan tokéletes szdm, illetve ,kevés” ikerprim van (ebbdl persze még nem deriil ki, hogy végtelen sok van-e beldliik).

SMit jelentene az, hogy g (k) nem létezik?
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6.24. Megjegyzés. A Z% harmonikus sor lassan divergdl, a Z% primharmonikus sor még lassabban. Példaul
> p<i0s % < 4 (ez kb. a sor elsé huszonnégybillidrd tagja).

6.25. Tétel. Az n-edik primszdm nem nagyobb, mint 22" ",

Biz. Legyen p1,po,... a primek sorozata (novekvd sorrendben). Euklidész gondolatmenete szerint (lasd a Tétel
bizonyitasat) az N = p; - ... - p, + 1 szdmnak van olyan p primosztéja, amelyre p ¢ {p1,...,p,} teljesiil. Ekkor tehdt
Pl <Pp<p1-...-pp+1 (miért?), azaz

271—1

Ezt az egyenlotlenséget hasznélva teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy p, < 2 A kezdblépés: az n = 1 esetben

pr=2<22"" =22° =21 Az indukcids lépéshez tth.
p1 < 221717 po < 22271, ey P < 22", (IH)
Azt kell megmutatnunk, hogy p,,1 < 22" (ugye?). Ehhez becsiiljiik p,,1-et az (EU) és (TH]) egyenlbtlenségek segitsegével:

(BV) W . .- . .
Prst < Pree..oppbl o< 220 022" g gl 22 92"

Azt kaptuk tehat, hogy p,1 < 22" ~' + 1, ez pedig (sokkal) kisebb, mint 22" = 22" ~1 4-22"~1 (ugye?). O

6.26. Definicio. A primszamok eloszldsdanak pontosabb vizsgalaténdl hasznos a 7 (z) fiiggvény, az tgynevezett prim-
szamlalo fliggvény, amely megadja az x pozitiv valés szdmnél nem nagyobb primek szamat:

W(x)zZl.

p<z

€T

6.27. Tetel (primszamtétel). A 7 (z) primszdmléls fiiggvény aszimptotikusan ekvivalens az fiiggvénnyel, azaz

logz
m(x
lim (z ) =1.
oo log x
6.28. Kovetkezmény. Az n-edik primszam aszimptotikusan nlogn, azaz lim,, ., —22— = 1.

nlogn

Algebrai és transzcendens szamok

6.29. Definicié. Az a komplex szdmot algebrai szamnak nevezziik, ha gyske valamely nemzéré raciondlis egyiitthatds
polinomnak. A nem algebrai szdmokat transzcendens szdmoknak nevezziik.

6.30. Definicié. Ha f € Q [z] minimélis fokszémui mindazon nemzéré raciondlis egyiitthatés fépolinomok kzott, melyek-
nek «a gyoke, akkor f-et az o algebrai szdm mainimadlpolinomjanak nevezziik.

6.31. Tétel. Algebrai szdm minimalpolinomja mindig egyértelmiien meghatdrozott, és irreducibilis a raciondlis szdmtest
felett. Tovdbbd, ha f € Q[z] olyan irreducibilis fépolinom melynek az a algebrai szdm gyvke, akkor f megegyezik a
minimélpolinomjéval.

6.32. Tétel. Létezik transzcendens szam.
6.33. Megjegyzés. A fenti tétel (egyik) bizonyitdsa azon muilik, hogy algebrai szamokat nem lehet nagyon jol kozeliteni
raciondlis szémokkal (lasd a Tételt). Ez a diofantoszi approximdcid témakore: adott a valés szémhoz szeretnénk

olyan % kozelitd tortet taldlni (p,q € Z,q > 0,p L q), amelyre ‘a — g’ kicsi, és ¢ nem tul nagy.

6.34. Tétel (Dirichlet approximacios tétele). Minden « valés szdm és minden N természetes szdm esetén van a-nak
olyan % kozelitése, amelyre

P I
a—=—| < — és q<N.
‘ q‘ Ng
P

6.35. Kévetkezmény. Ha « irracionalis szdm, akkor végtelen sok olyan % kozelitése van, amelyre ‘a -4l < e

q%

6.36. Allitdas. Ha « raciondlis szdm, akkor csak véges sok olyan qu kozelitése van, amelyre ‘oz — % < q%.

6.37. Tétel (Hurwitz). Ha « irraciondlis szém, akkor végtelen sok olyan %’ kozelitése van, amelyre
1
V5¢?

, akkor az allitds nem javithat6: nem frhatunk a nevezébe semmilyen v/5-nél nagyobb szamot.

a—p‘<
q

1+v5

Ha o = 5
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6.38. Tétel (Liouville, Thue, Siegel, Roth). Ha « irraciondlis algebrai szdm és € > 0, akkor csak véges sok olyan g
kozelitése van, amelyre

‘T 5’ b q21+5'
6.39. Tétel. Az algebrai szdmok résztestet alkotnak a komplex szdmok testében.

6.40. Tétel. Ha o algebrai szdm és n > 2, akkor {/a is algebrai szdm (a gyoknek mind az n értékére).

6.41. Definicié. Az o komplex szémot gyokmennyiségnek nevezziik, ha megkaphaté racionélis szamokbdl kiindulva a
négy alapmiivelet (8sszeadds, kivonds, szorzds, osztds) és egész kitevés gytkvonds véges szamu alkalmazdsdval.

6.42. Kovetkezmény. A gyskmennyiségek algebrai szamok.

6.43. Tétel. Van olyan algebrai szdm, ami nem gyokmennyiség.

A fenti artatlannak latszo tételbdl kovetkezik, hogy nem minden egyenlet oldhaté meg gyokjelek segitségével. Az
otodfoki egyenletnek mér nincs sltaldnos megoldéképlete, sét, példdul az 2° — 4x + 2 = 0 egyenletnek még ,,ad hoc”
megolddéképlete sincs, mert gyokei nem gyokmennyiségek.

6.44. Tétel. Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz ha o € C gyoke a legalabb elséfoki f = a,z™ +-- -+ a1x+ag
polinomnak, ahol ag,...,a, algebrai szdmok, akkor a maga is algebrai szdm.



