Irreducibilis polinomok Q felett




Racionalis gyokok

5.5. Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = apx" + -+ - 4 a1x + ag egy tetszlleges egész egyiitthatds polinom.
Ha % egy egyszer(isithetetlen tort alakjaban felirt raciondlis szdm (azaz
p.gE€Z, q#0éslnko(p,qg) =1), akkor

f(I;):O = qlanésp|ao.
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Legyen f = apx" + -+ - 4 a1x + ag egy tetszlleges egész egyiitthatds polinom.
Ha % egy egyszer(isithetetlen tort alakjaban felirt raciondlis szdm (azaz
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Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom raciondlis gyokei mindig egész szamok.
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Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ap nem garantilja,
hogy % gydke f-nek.



Racionalis gyokok

5.5. Tétel (Rolle(?) tétele).

Legyen f = apx" + -+ - 4 a1x + ag egy tetszlleges egész egyiitthatds polinom.
Ha g egy egyszer(isithetetlen tort alakjaban felirt raciondlis szdm (azaz
p.gE€Z, q#0éslnko(p,qg) =1), akkor

f(I;):O = qlanésp|ao.

Specidlisan: egész egyiitthatds fépolinom racionalis gyckei mindig egész szamok.

Természetesen a fenti nyil nem fordithaté meg: q | a, és p | ap nem garantilja,
hogy % gydke f-nek.

A Rolle-tételben ,,az a jé", hogy egy véges halmazt ad meg, amelyben az Gsszes
raciondlis gyokdt megtalalhatjuk (ha van egyaltaldn raciondlis gyok).



Racionalis gyokok

Példa (22a).

Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.
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Racionalis gyokok

Példa (22a).

Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.

Racionalis gysk csak £1, 1, £1, £1 lehet.



Racionalis gyokok
Példa (22a).
Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.

Racionalis gysk csak £1, 1, £1, £1 lehet.
Ha mindet kiprébaljuk, azt tapasztaljuk, hogy egyik sem gyoke f-nek.
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Racionalis gyokok

Példa (22a).

Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.

Racionalis gysk csak £1, 1, £1, £1 lehet.
Ha mindet kiprébaljuk, azt tapasztaljuk, hogy egyik sem gyoke f-nek.

Tehat az f polinomnak nincs raciondlis gyoke.

Megjegyzés.
Mivel f csak harmadfokd, és nincs racionalis gyoke, ezért f irreducibilis Q felett
(lasd az 5.8. Allitast).



Racionalis gyokok

Példa (22a).

Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.

Racionlis gysk csak +1, 3, £1, +1 lehet.
Ha mindet kiprébaljuk, azt tapasztaljuk, hogy egyik sem gyoke f-nek.

Tehat az f polinomnak nincs raciondlis gyoke.

Megjegyzés.

Mivel f csak harmadfokd, és nincs racionalis gyoke, ezért f irreducibilis Q felett
(lasd az 5.8. Allitast). Kis trigonometriai biivészkedéssel meg lehet mutatni, hogy
cos20° = cos%” gyoke f-nek.
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Példa (22a).

Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.

Racionélis gyok csak +1, :I:%, :I:%, :i:% lehet.
Ha mindet kiprébaljuk, azt tapasztaljuk, hogy egyik sem gyoke f-nek.

Tehat az f polinomnak nincs raciondlis gyoke.

Megjegyzés.
Mivel f csak harmadfokd, és nincs racionalis gyoke, ezért f irreducibilis Q felett
(lasd az 5.8. Allltast) Kis trigonometriai blivészkedéssel meg lehet mutatni, hogy

cos 20° = cos 2 gydke f-nek. Tehat cos 29” irraciondlis szam.



Racionalis gyokok

Példa (22a).

Hatérozzuk meg a f = 8x3 — 6x — 1 polinom racionilis gyokeit.

Racionélis gyok csak +1, :I:%, :I:%, :i:% lehet.
Ha mindet kiprébaljuk, azt tapasztaljuk, hogy egyik sem gyoke f-nek.

Tehat az f polinomnak nincs raciondlis gyoke.

Megjegyzés.
Mivel f csak harmadfokd, és nincs racionalis gyoke, ezért f irreducibilis Q felett
(lasd az 5.8. Allltast) Kis trigonometriai blivészkedéssel meg lehet mutatni, hogy

c0s 20° = cos & gyoke f-nek. Tehat cos 29” irraciondlis szam.

2
Valéjaban f a Iegklsebb foki egész egyiitthatés polinom, aminek gyoke cos <.

Ezen alapul annak a nevezetes ténynek a bizonyitdsa, hogy euklideszi szerkesztéssel
nem lehet barmely sz6get harmadolni (példaul a 60°-os széget nem lehet), illetve
hogy nem lehet szabdlyos kilencszéget szerkeszteni.



Racionalis gyokok

P&lda (22b).
Hatadrozzuk meg az alabbi polinom raciondlis gydkeit:

f=2x" +5x5+4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.
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Példa (22b).
Hatadrozzuk meg az alabbi polinom raciondlis gydkeit:

f=2x" +5x5+4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.
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Racionalis gyokok

Példa (22b).
Hatadrozzuk meg az alabbi polinom raciondlis gydkeit:

f=2x" +5x5+4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.

Racionlis gysk csak 1, £2, £3, +:4, £6, £12, =3, £3 lehet.

Ezek kéziil —1 és —3 valdban gydk.



Racionalis gyokok

Példa (22b).
Hatadrozzuk meg az alabbi polinom raciondlis gydkeit:

f=2x" +5x5+4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.

Racionlis gysk csak 1, £2, £3, +:4, £6, £12, =3, £3 lehet.

Ezek koziil —1 és —% valéban gyok. Horner-mddszerrel levélasztva a
gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)% (2x* +12x +24) = (2x + 1) (x + 1)% (x* + 6x + 12).



Racionalis gyokok

Példa (22b).
Hatadrozzuk meg az alabbi polinom raciondlis gydkeit:

f=2x" +5x5+4x5 + 13x* + 54x3 + 84x2 + 54x + 12.

Racionlis gysk csak 1, £2, £3, +:4, £6, £12, =3, £3 lehet.

Ezek koziil —1 és —% valéban gyok. Horner-mddszerrel levélasztva a
gyoktényezdket azt kapjuk, hogy

f= (x+ %) (x+1)% (2x* +12x +24) = (2x + 1) (x + 1)% (x* + 6x + 12).
Megjegyzés.

A kék polinomnak mdr nincs raciondlis gyoke (ha lenne, megtaldltuk volna), de
mivel negyedfokd, ebbdl még nem kdvetkezik, hogy irreducibilis.



Attérés egész egyiitthatds polinomra

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csinalni a fellépd tortek
kozos nevezOjének kiemelésével.

Példa.

_ 15,2 45 5 _
f=22x"+Fx+3=



Attérés egész egyiitthatds polinomra

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csinalni a fellépd tortek
kozos nevezOjének kiemelésével.

Példa.

_ 15,2, 45 5 _ 60,2, 315 70
f=3x+Px+3=5x"+5x+5



Attérés egész egyiitthatds polinomra

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csinalni a fellépd tortek
kozos nevezOjének kiemelésével.

Példa.

_ 15,2 45 5_ 60,2, 315 70
f=2x"+Fx+3=5x"+3x+ 53

2 - (60x% + 315x + 70) =



Attérés egész egyiitthatds polinomra

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csinalni a fellépd tortek
kozos nevezOjének kiemelésével.

Példa.

_ 15,2 2, 315
f=2% +4X+2 28X+28X+28

2 - (60x2 +315x +70) = 5 -(12x° + 63x + 14).
f‘*
7



Attérés egész egyiitthatds polinomra

Barmely Q feletti polinombdl tudunk Z feletti polinomot csinalni a fellépd tortek
kozos nevezOjének kiemelésével.

Példa.

_ 15,2 2, 315
f=2% +4X+2 28X+28X+28

2 - (60x2 +315x +70) = 5 -(12x° + 63x + 14).
f‘*
7

A fenti példdban f ~ f*, és persze ez a példa kénnyen dltaldnosithatd:
Q [x]-ben asszociiltsdg erejéig mindig lehet egész egyiitthatds polinomokkal
szamolni.



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x% — 102x* — 2244x3 + 208x2 — 1036x — 280



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x® — 102x* — 2244x3 4+ 208x2 — 1036x — 280 =

= (L4454 5) . (18,3 _ 2042 4 485 _112)



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x® — 102x* — 2244x3 4+ 208x2 — 1036x — 280 =

= (8x?+8x+35) (1883 —224x% + 485 —112) =

= 5 (12x% 4 63x + 14) - 30 (3x3 — 20x2 4 8x — 10)



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x® — 102x* — 2244x3 4+ 208x2 — 1036x — 280 =

= (Bx24+8x+3) (18x3 — 22452 + 48x — 112) =
= 5 (12x2+63x +14) - 32 (3x® — 20x2 4+ 8x — 10) =

= 2% (12x% +63x + 14) (3x> — 20x* + 8x — 10)

\
)



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x® — 102x* — 2244x3 4+ 208x2 — 1036x — 280 =

= (Bx24+8x+3) (18x3 — 22452 + 48x — 112) =
= 5 (12x2+63x +14) - 32 (3x® — 20x2 4+ 8x — 10) =

= 2% (12x% +63x + 14) (3x3 — 20x% + 8x — 10) =

\
)

= 2. (12x2463x + 14) (3x> — 20x2 + 8x — 10)



Felbontds Q, illetve Z felett

Minket a Q feletti irreducibilitas érdekel (mert Q test, Z pedig nem az), ezért j6
lenne kapcsolatot taldlni a Q feletti felbontasok és a Z feletti felbontdsok kozott.

Példa.
72x® — 102x* — 2244x3 4+ 208x2 — 1036x — 280 =

= (Bx24+8x+3) (18x3 — 22452 + 48x — 112) =
= 5 (12x2+63x +14) - 32 (3x® — 20x2 4+ 8x — 10) =

= 2% (12x% +63x + 14) (3x3 — 20x% + 8x — 10) =

\
)

= 2-(12x24+63x+14) (3x> —20x? +8x —10) =

= (24x* +126x +28) - (3x> — 20x? + 8x — 10)



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.

5.11. Megjegyzés.
Mivel Q test, ezért Q [x] egységei



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.
5.11. Megjegyzés.

Mivel Q test, ezért Q [x] egységei a nemnulla konstans polinomok.



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.
5.11. Megjegyzés.

Mivel Q test, ezért Q [x] egységei a nemnulla konstans polinomok. Ebbél
kdvetkezik, hogy az aldbbi két feltétel ekvivalens minden n-edfokd f € Q [x]
polinom esetén (lasd az 5.6. Allitast):

(2) Pe.h€ Q[x]: f =gh és 0 < degg,degh < n;
(2") f irreducibilis Q felett.



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.

5.11. Megjegyzés (folyt.).
Viszont Z nem test: Z [x]-ben csak



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.
5.11. Megjegyzés (folyt.).

Viszont Z nem test: Z [x]-ben csak a konstans 1 és konstans —1 polinomok
egységek.



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.
5.11. Megjegyzés (folyt.).

Viszont Z nem test: Z [x]-ben csak a konstans 1 és konstans —1 polinomok

egységek. Ezért az aldbbi két feltétel NEM ekvivalens minden n-edfoki f € Z [x]
polinom esetén:

(1) Pg.h€ Z|x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(1) f irreducibilis Z felett.



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel ndla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.
5.11. Megjegyzés (folyt.).

Viszont Z nem test: Z [x]-ben csak a konstans 1 és konstans —1 polinomok

egységek. Ezért az aldbbi két feltétel NEM ekvivalens minden n-edfoki f € Z [x]
polinom esetén:

(1) Pg.h€ Z|x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(1) f irreducibilis Z felett.

Példaul az f = 2x polinomra (1) teljesiil, de (1') nem, mert Z [x|-ben az f =2 - x
felbontds nem trividlis (hiszen se 2 se x nem egység Z [x]-ben).



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb els6foki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel néla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy

fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.
5.11. Megjegyzés (folyt.).

Tehat a fenti tételt NEM fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy bdrmely
f € Z [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha irreducibilis Z felett.



Felbontds Q, illetve Z felett

5.10. Tétel.

Ha egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatds polinom nem bonthaté fel ndla kisebb
fokszdmu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q felett sem bomlik igy
fel, és viszont. Formdlisan: ha f € Z [x] és degf = n > 1, akkor az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) Pg.h€ Z|[x]: f=gh és 0<degg,degh<n;
(2) flg,he Q[x]: f=gh és 0< degg,degh < n.

5.11. Megjegyzés (folyt.).
Tehat a fenti tételt NEM fogalmazhatjuk meg egyszeriien gy, hogy bdrmely
f € Z [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis Q felett, ha irreducibilis Z felett.

Ez a tétel mégis j6l haszndlhaté Q feletti irreducibilitds vizsgalatara. Adott

f € Z [x] polinom esetén azt kell eldénteniink, hogy f felbomlik-e két kisebb
fokszami egész egyiitthatds polinom szorzatdra. Ehhez pedig oszthatdsagi
feltételeket lehet haszndlni. ..



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q[x] polinom?



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q[x] polinom?

AMN
Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < degg < degh < n.



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q[x] polinom?

AMN
Tth. f =g-h, ahol g, h€ Z[x] és0 < degg < degh < n.
Ekkor degg <



Kronecker mddszere

Példa.
Irreducibilis-e az f = x* — 4x3 + 7x? — 6x + 3 € Q[x] polinom?
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Mind a 32 esetben egyértelmiien meg tudjuk hatarozni a g polinomot
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(a,b,c) =1(1,1,3) ~ g=x>—x+1 ~ f:(xz—x+1)(x2—3x+3)



Pontos oszthatdsag

5.12. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztdja az a egész szamnak, ha a oszthatd
p-vel, de p2-tel mar nem.

Jelolés.
A pontos oszthatésagot || jeldli: p || a <= p|aés p?ta.

Példa.
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5.13. Tétel (Schénemann—Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ag € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
ptanplani,....p|a1p| a,

akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste felett.

5.14. Kovetkezmény.

Minden n > 1 egész szamra létezik Q felett irreducibilis n-edfokd polinom.

Bizonyitas.
x" 42

Erdemes ezt 6sszehasonlitani a komplex és a valds szdmtest esetével:
» C felett csak az elséfokuak,
> IR felett csak az els6fokiak és bizonyos masodfokiak

irreducibilisek.
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5.15. Megjegyzés.

A Schonemann—Eisenstein-tétel megforditdsa...

NEM IGAZ!!!

Vagyis abbdl, hogy nem |étezik olyan p primszam, ami teljesitené a megfeleld
oszthatdsagi feltételeket, nem kovetkezik, hogy a polinom nem irreducibilis
(keressiink ellenpéldat!).

A megforditads helyett kovetkezzék inkabb a tétel ,tiikorképe”.

5.16. Tétel (muindtinl izstilidioubsi sldt-nistenszid—nnsmsndrod).

Legyen f = apx™ + - - -+ a1x + ap € Z [x]. Ha létezik olyan p primszdm amelyre
pllanp|an-1,....p| a1, ptag, akkor f irreducibilis a raciondlis szdmok teste
felett.
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