Szimmetrikus polinomok




Ha az f = x? + bx + ¢ € C [x] polinom gydkei a1 és ap, akkor

x° 4+ bx+c= (x —a1) (x — ) :xz—(ocl—l—ocg)x—l—txlzxz,

kovetkezésképp
—b=wa1+ar és c=uajar.

Ezek segitségével a gyokok sokféle kifejezését meghatarozhatjuk a gyokok
kiszamitasa nélkul:

1,1 _mta  —b

a1 an T wwp T C

2 2 _ 2 _ 2
as+a5 = (0 +a2)” =200 = b — 2¢

(a1 +1)(ap+1) =aqap+a;+ar+1l=c—b+1

uc% + zx% = (a1 + a2)3 — 30@12 — 30(113%
= (0(1 + 0(2)3 — 300 (0(1 + 0(2)
= (=b)3 —3c(—b) = —b3 +3bc



Ezekben a kifejezésekben az a kozos, hogy szimmetrikusak, azaz nem valtoznak
meg &1 és ao felcserélésekor. Mivel a Viete-formuldkban szerepld aq + ao és ajan
szimmetrikusak, nem meglep&, hogy minden amit beléliik fel tud(t)unk épiteni,
szintén szimmetrikus.

Az egyenlet megolddsdhoz magat wy-et (vagy ap-t) kellene megkapni, ez pedig nem
szimmetrikus kifejezés. Valahogyan tehdt meg kell torni a szimmetridt.

(a1 — tx2)2 = (mp +vc2)2 — 4o = b% — 4c
N1 — Qo = ++vb% —4c
a1 +ar = —b

207 = —b+Vb2—4c
_ —b+ VB2 —4c

o1 5



3.22. Tétel.

Legyenek az n-edfokii f = x" + a, 1x" 1 4 -+ ayx + ag € C [x] fépolinom
komplex gydkei a1, ..., ux, (mindegyiket annyiszor feltiintetve, amennyi a
multiplicitdsa). Ekkor fenndllnak az aldbbi dsszefliggések:

—ap_1 =01 +ax+ -+ ap,
ap_2 =K1K +X1X3 + -+ Xp_1&p;
—ap-—3 = W1A2X3 + A1XNq + -+ Kp_2Xp_1&p;

~1
(—1)" T ag =wqp @y o1+ Q0D Ryl A3 X1l
(—1)"ag = agapaz - - ap_10p.

Bizonyitas.
Az x" +a, 1x" 14 daixdag = (x —a1) - (x —a,) egyenléség bal
oldaldn x"~k egyiitthatéja a,_x, mig a jobb oldalon

(—ag) - (—ag) +...



3.23. Megjegyzés.

A fenti képleteket Viete-formulaknak hivjuk. A k-adik sor bal oldaldn (—1)k an—k

all, a jobb oldalon pedig az a1, ..., a, betlikbol képezett osszes k-tényezbs szorzat
Osszege, tehdt egy (j)-tagli 6sszeg. Formélisan:

(—1)k2n,k = E Kjp =Wy *eeo Ky
1<i<ip<--<ix<n

Még formdlisabban:

3.24. Definicid.

Az f € C [x] f8polinom diszkriminansa:

T (i—a)?.

1<i<j<n



3.25. Definicié.

Adott T test feletti n-hatarozatlani monomnak nevezziik az ax{‘1 .- -x,’f” alakua
formilis kifejezéseket, ahol 0 # a € T és kq, ..., k, € INg. Az ilyen monomok
véges Osszegeit pedig T feletti n-hatarozatlani polinomoknak oknak nevezziik.

Jelolés.

A T feletti n-hatdrozatlani polinomok halmazdt T [xi, ..., x,] jeldli.
3.26. Tétel.

A természetes mddon definidlt szorzdssal és Gsszeaddssal T [x1, ..., Xn]

integritdstartomany.

3.27. Megjegyzés.

Az n-hatdrozatlanid polinomok gyiiriijét lehetne rekurzivan is definidlni: legyen
Tixt, oo Xn] = (T [x1, .o Xn—1]) [Xn] .

azaz a T [xq,..., xp—1] integritdstartomany feletti (egyhatdrozatland)
polinomgylirQi.



Példa.

f= 7x12X3 — 2X1x2x§1 + 9x1x0 — 3X12x2X§ + X1X2x§’ — 2x12—|—

5X1X22X3 — X12XQX3 — bx1x3 + 2X§ + X1x32 + 4X22X§ +8
2
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(—3x2x§ — Xox3 + Tx3 — 2) +

(5X22X3 — 2><2X§1 + x2x§’ + 9% + ><32 — 6X3) +

(4X2 x5+ 2X3 + 8)
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(=33 —x3) + (7x3 — 2))+

- (5x3) —x2 (2x5 + X3 +9) + (8 — 6X3))+

(#3) + (23 +9))

ceR [X]_,XQ,X:-;]

€ R [x2, x3] [x1]

€ R [x3] [x] [x1]



3.28. Definicid.

Az f € T [x1,...,xpn] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha invaridns
a hatarozatlanok minden permutécidjira, azaz

Ve Sy f (X1 Xom) = F (X1, .00, Xn)

3.29. Definicié.
A k-adik n-hatdrozatland elemi szimmetrikus polinom az xq,..., x,
hatdrozatlanokbdl képezett Osszes k-tényezds szorzatok Gsszege (k =1,...,n).

Jelolés.
A k-adik n-hatdrozatlani elemi szimmetrikus polinomot o jeldli (az alaptest és n
értéke altalaban vildgos a szovegkdrnyezetbdl), tehat

0 = 2 Xip * Xjy * oot Xj = Z HX,' € Tx1,.--,Xn]-
1<i<ip<--<ix<n 1C{1,...n} i€l
3.30. Megjegyzés.

Az elemi szimmetrikus polinomokkal mar taldlkoztunk: segitségiikkel fejezhetdk ki
egy komplex egyiitthatds fépolinom egylitthatdi a polinom gyokeibdl. Tehdt a
Vigte-formuldk oy (a1, ..., an) = (—1)% a,_x alakban is felirhatok.



Példa.

Az elemi szimmetrikus polinomok n = 2 esetén:

1= X1+x
02 = X1X2
Példa.
Az elemi szimmetrikus polinomok n = 3 esetén:
o1 = x1t+tx2+x3
02 = X1X2 + X1X3 + X2X3
03 = X1X2X3
Példa.
Az elemi szimmetrikus polinomok n = 4 esetén:
01 = X1 +X2+Xx3+X4
02 =  X1X2 + X1X3 + X1X4 + X2X3 + XoXq + X3Xa
03 =  X1X2X3 + X1X2X4 + X1X3X4 + X0X3X4

04 =  X1X2X3X4



3.31. Tétel.

A szimmetrikus polinomok részgyiiriit alkotnak a T [xq, ..., xn| polinomgyiiriiben.

3.32. Tétel (a szimmetrikus polinomok alaptétele).
Barmely szimmetrikus polinom felirhatd, mégpedig egyetlen médon, az elemi
szimmetrikus polinomok polinomjaként. Formalisan:

Vf e T[xy,...,xn): f szimmetrikus => F'h € T [x1,...,xa] : f =h(01,...,00).

Példa.

Fejezziik ki az f = (x; + 1) (x2 + 1) polinomot az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként.

(X1+1) (X2+1) = X1X2 + X1 +X2+1=(72+0’1+1=h((71,02),
ahol h=X2+X1+1.
Példa.

Fejezziik ki az f = (x3 — x2)2 polinomot az elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként.

(X1 —X2)2 = (Xl +X2)2 —4dx1xp = 012 — 40y = h((Tl,UQ) ,

ahol h = x} — 4x,.



Példa.
Fejezziik ki az f = x13 + XS + xg € R [x1, x2, x3] polinomot az elemi szimmetrikus
polinomok polinomjaként.
Mivel f homogén harmadfokd polinom, a felirdsaban csak (ff’, 0109 és 03
szerepelhet:

f:A-(Tf+B~01¢72+C-U3.

Néhdny helyen kiértékelve a két oldalt, kapunk néhany egyenletet az ismeretlen A,
B, C egyiitthatokra:

£(1,000=1=A-134B-1.04C-0 = A=1
f(1,1,00=2 =A-224+B-2-14+C-0 = 8A+2B =2 — B=-3

f(1,1,1) =3 =A-334+B-3-3+C-1 = 271A+9B+C=3 = C=3

Tehat

= (Tf — 30100 +303=h (0’1,0’2,(73) , ahol h (X1,X2,X3) = Xf — 3x1x0 + 3x3.



Példa (20a feladat).

Anélkiil, hogy megkeresnénk a gyokdket, hatérozzuk meg az f = x3 — 3x2 + x — 8
polinom gyokeinek kobosszegét, valamint szamtani, mértani és harmonikus kozepét.

A Viete-formuldk szerint

a1 +ax+a3 = 01 (061,062,043) = 3,
a1a +aya3 +aonz = 0p (ag, a0, 43) = 1,
apwpaz = 03 (a1, a2,43) = 8.

Az el6z6 feladat alapjan
3
a% + Dé% + ag =01 (a1, a9, 23)” — 307 (a1, ap, a3) 02 (a1, ap, a3) + 303 (a1, a0, a3) =

=33-3.3.14+3.8=42



Példa (folyt.).

a1+ ap 4+ a3 01 (061,“2,“3) =3

N1k + X1X3 + XoX3 = O3 (“110‘21“3) =1

N1lkoK3 = 03 (a]_,az,tx3) = 8.

szamtani kozép:

mtaptas 3
3 3

mértani kozép:

Varuns = /8 =2

harmonikus kozép:

3 B 3 B 3ajao03 _38_.
T 11 mmpteaster B B
wtnta s e + aja3 + w23




Példa (20b feladat).
Legyenek az 2x3 + 4x% — 6x + 2 polinom komplex gydkei a1, o, a3. Hatdrozza
meg af + a3 + o értékét a gydkok kiszamitasa nélkiil.

El6szor az Xf +X§ + Xg polinomot fejezzik ki o1, 09, 03 segitségével.

XFHx3+x§=A-0f +B-0?0y+ C-0103+ D -03.

Néhany helyen kiértékeljik a két oldalt, és megoldjuk a kapott linedris
egyenletrendszert...~~ A=1, B= —4, C =4, D = 2. Tehat

xf+x§+x§:af—4-01202+4-0103+2-022.

Végiil értékeljiik ki mindkét oldalt az (x1, xp, x3) = (a1, &2, &3) helyen.
A Viete-formuldk szerint

a1 +ar+a3 = 01 ((Xl,ag,tX3) = -2,
wpap + a3 +aong = 0o (ag, a2,43) = =3,
wiwpaz = 03 (ag, &, a3) = —1.

aftad+af=(-2*—4-(-2° (=3)+4-(-2)- (-1) +2-(-3)* = %0.



Példa (a harmadfokd polinom diszkriminansa).
D:=(x3 — x2)2 (xg — X3)2 (x2 — X3)2 = 0203 — 40303 — 403 + 18010903 — 2703

Ha (x —a1) (x —a2) (x — a3) = x3 4 px + g, akkor a Viéte-formulak szerint
o1 (a1, a2, a3) =0,
0o (a1, a2, 03) = p,
03 (a1, 42, 43) = —q,
tehat
D (0(1, oo, 0(3) = —40’2 (0(1, oo, 0(3)3 — 270’3 (061, oo, 0(3)2

= —4p3 —27¢°

~w (7 (3)).



Az x3 + ax? + bx + ¢ = 0 harmadfokii egyenlet megolddképlete:

X=—=
54

2, §/—2a3+93b—27c+ V/(2a3 —9ab +27¢)2 + 4(—a2 +3b)3 N
3

N §/—233 +9ab — 27c — /(233 — 9ab + 27¢)2 + 4(—a2 + 3b)3
54

Forrds: http://planetmath.org/encyclopedia/CubicFormula.html



Az x* + ax3 + bx% + cx + d = 0 negyedfoki egyenlet megoldéképlete:

Forras: http://planetmath.org/encyclopedia/QuarticFormula.html



